Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.4 Les fonctions convexes

4.4

Les fonctions convexes

Dans cette section, toutes les fonctions sont a valeurs réelles

4.4.1 Définition de la convexité

Soit f une fonction définie sur un domaine D; C R. Soit un intervalle I C D;

1.

2.

f est dite convexe sur [ si et seulement si
(Vo e I) (vy € I) (vt € [0;1]) (f (tf (z) + (1=) f (9)) < tf (@) + (1=) [ (»))
Elle est strictement convexe si I'inégalité est stricte, c’est a dire

(Ve e D) (Vy e I) (vt € [0;1) (f (tf () + (1=) f (y)) <tf (2) + (1-) f ()

Remarque 11 :

1.

2.

Une fonction f est dite concave si et seulement si
(Vo e I) (vy € I) (vt € [0;1]) (f (f (2) + (1=) f (y) = tf (2) + (1-) [ (v))

Une fonction f est concave si la fonction —f est convexe. C’est pourquoi, ’étude ci-apres ne se
fera que pour les fonctions convexes.

Exemple 6 :

1.

La fonction f (x) = |z| est convexe

Soient z € R, y € R et ¢ € [0;1]. Alors,
tr + (1 —t)y| < tlz|+ (1 —1) |yl

Nous avons bien f (tf () + (1-) f (y)) < tf (z)+ (1—) f (y). Ce qui montre que la valeur absolue
est convexe.

. La fonction f (z) = 22 est convexe

De la méme maniére, soient € R, y € R et ¢t € [0;1]. Alors,
(tr+(1-t)y)’ —ta> — (1) = (P —t)2? + (B -t) > +2t(1-thay= (—t) (x — y)

Comme ¢ € [0;1], nous avons (2 —t) <0, et donc (tz + (1 —t) y)? —tz? — (1—1t)y? <0, Cest &
dire (tz 4 (1 —t)y)? < ta? + (1 — t) 2, ce qui veut dire que f (x) = 22 est convexe

2

Exercice 22 :

1.
2.

Montrer que la somme de 2 fonctions convexes est convexe

Démontrer que si la fonction f est croissante et convexe et que si la fonction g est convexe, alors
la fonction f o g est convexe.

Exercice 23 :

1.

Démontrer qu'une fonction f : I — R est convexe si et seulement si pour tout n € N avec n > 2,
pour tout choix de points ; € I...x, € I, et de coefficients A\; € RT ...\, € RT tels que, pour

n n n
toutt=1,...,m \; >0 et Z)‘i = 1 nous avons [ <Z)‘ixi> < Z)\if(aci)

i=1 i=1 i=1
Soit une fonction f : I — R convexe; démontrer que pour x1 € I,...,x, € [ et A,..., Ay n
nombres réels positifs, nous avons :

n n
Z)\ixi ZAif (1’1)
i=1 < i=1 _

Sa )
=1 i
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4.4.2 Interprétation géométrique

Soient x € I et y € I tels que = < y; considérons lintervalle [z;y] C I. Soient M le point de coordonnées
(z, f (z)) et N le point de coordonnées (y, f (v)).
Alors, tout point T € [M; N] a pour coordonnées :

ri=te+1—-t)y y1=tf(x)+(1—1t)f(y) avect e [0;1]

Et la propriété d’< inégalité de convexité > se traduit par < La courbe représentative de f se
situe sous le segment [M; N] >

/@)

FIGURE 4.2 — La courbe représentative de f est sous le segment [M; N]

Remarque 12 :
Quelle est ’équation d’une corde [M; N]? En supposant M = (a, f (a)) et M = (b, f (b)), I’équation de
la droite (M N) est donnée par :

=L IO )1 s@

Une autre fagon de présenter cette équation est d’utiliser le calcul d’un déterminant :

T—a b—a

y—fa) f)—f@| =0 = FO-f@)(z-a=(b-a)ly-f(a)=0

4.4.3 Caractérisation d’une fonction convexe
Soit f une fonction définie sur un domaine D; C R. Soit un intervalle I C D;.
Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe sur [

2. Pour tout z € I, tout y € I et tout z € I avec = < z < y, nous avons :

fE-f@ _f@) 1@ _ f@)-f@)
z—x h y—x h Yy—2z
f(t) ~ 1 (@)

3. Pour tout a € I, la fonction h, (t) = définie sur I \ {a} est croissante

t—a
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" f(@)
fy)
x z Y
FIGURE 4.3 —
Démonstration
1. Supposons f convexe sur [
Nous allons démontrer que [(z) = [ (=) < fy) — (=) < Fly) - f(2)
z— y—x y—z

Soit ¢ la fonction affine qui passe par les points M (z, f (z)) et N (y, f (y)). g a pour expression :

fly) -

o) = LT gyt 0

Nous remarquons que g (z) = f(z), g(y) = f (y) et, pour tout z tel que < z < y nous avons

f(2)<g(2)

> De f(z) < g(2), nous tirons f(2) — f () < g(2) — f(2) et de z >z et donc —— > 0, nous
tirons :
- f @) _g9() - f@)
z—x z—x
De g (z) = f (z), nous déduisons 9(2) = /(@) . (2) =9 (@)
z—x z—x

g9(2) —g(x)

Le rapport est le coefficient directeur de la droite représentant g et donc

9(z)—g(@) _fly) = [f(2)

z—x y—x
I1 est possible de démontrer autrement que 9(z) —9(@) = Fw-71 (x) En effet :
z—x y—z
(=LY IO @ =g - @ = LU T
y—x y—x

De l’égalité g (z) = f (z), nous tirons :

g(z)—f(z) = 7}”(1}2:;‘(@ (z—2)<=g(2)—g(z) = 7]0(1/;:3:(:6) (z—z) = g(zi:i(x) = f(y;:i(x)
Et nous avons démontré, dans un premier temps / (Zi : £ (2) < 1) : j: (z)

Y
> Nous repartons de f (z) < ¢ (z). Nous avons, puisque g () = f (x) et g (y) = f (y) :

fly) —f) g9 -9
y—x y—x

Nous avons aussi, et ’avons déja démontré, que : 9 —9(@) -9 ) —9(2)
y—x Yy—=z
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De f(2) <g(2) <= —f(2) 2 —g(2), et de y > z <=y — z > 0, nous tirons :

9@ -9 9w -f() _fly)-r()

y—z  y—z Y-z
D'l nous tirons la seconde inégalité : 28 —7 (@) o f (y; :5(2)
ﬁNous\@HODS(kzdénunmrerhidoubkahégahté:'f(%ziii(x) < f(9;“£<“” < f(yg__i(z)
. Supposons | vérifie fR) = f) [y -f@) _ fl)-F&)

~X ~X
z—x y—x y—z

f(t) = f(a)
t—a

Nous allons démontrer que I’application h, (t) = est croissante.

Supposons que t1 < to; il faut donc montrer que hy, (t1) < hq (t2)
> Supposons t; < ty < a

f(t2) — f(t1) < f(a) = f(t) < fla) = f(t2)

tg—tl 3 a—t1 = a—tg

D’apres 'hypothése, nous avons : , C’est a dire

que nous avons hg (t1) < hg (t2)
> Supposons t; < a < tg

fla)—f(t) < f(t2) = f (1) < f(t1) = f(a)

Nous avons a nouveau : X X
a — tl tQ — tl tl —a

avons hg (t1) < hq (t2)
> Supposons a < t1 < to
f(t) — f(a) < f(t2) — f(a) < f(t2) — f(t1)

tl—a = tz—a = tQ—tl

, c’est a dire que nous

Nous avons :

ha (1) < hq (t2)
Ainsi, dans tous les cas, nous avons t1 < to = h, (t1) < hq (t2)

f(t) = fla)
t—a
Démontrons que f est convexe sur I.

, c’est a dire que nous avons

3. Supposons h, (t) = croissante

Soient x € I, y € I tels que x < y. Il nous faudra montrer que le segment reliant les points
M (z, f (z)) et N (y, f (y)) se situe < au-dessus » du graphe de f, c’est & dire si g est la fonction
affine dont la représentation est la droite (M N), pour tout z € I tel que x < z <y, f(2) < g(2)

1) —
Nous considérons h, (t) = M ; par hypothese, h, est croissante, et donc h, (2) < hy (y),
—x
c’est a dire Fz) ~ f(2) < fy) - f(a:)
zZ—X Yy—x

Soit g est la fonction affine dont la représentation passe par les points M (z, f (z)) et N (y, f (v));

alors :
g(0) = (H2=L0) (¢

Nous avons toujours g (z) = f (z) et g (y) = f (v)

Alors :
fw—f(=) gy —g(x)

y—z Y-
En considérant la pente de la droite (M N), nous avons :

z) + f(x)

gy)—g@) g(z)—g(x)

y—x z—x
Et
9(2)—g(x) _g(z)— ()
Comme hy, (2) < hy (y), et que hy (y) = f(y;:i:(x)7 nous avons :
) -1 9@ - f@)
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C’est a dire f (2) < g(2)
Ce que nous voulions

4.4.4 Dérivabilité des fonctions convexes

Soit [ une fonction définie sur un domaine D; C R. Soit un intervalle / C D; ouvert. On suppose f
convexe sur [

Alors, pour tout a € I, f admet une dérivée a droite f; (a) et une dérivée a gauche f; (a).

De plus, nous avons f; (a) < f}(a)

Démonstration

Soit a € I. I étant un intervalle ouvert, il existe r > 0 tel que Ja —r;a+r[ C I

Soient t; el et to €l telsquea —r <ty <a<ty<a+r

f(@) - f(a)
a

1. En reconsidérant h, (t) = "

, nous avons h, croissante, et donc h, (t1) < hq (t2)
2. Ainsi la fonction :
he :]t1;a] — R
f(@t) = f(a)
t — hy(t)= ——————=
o (t) t—a

est-elle majorée sur Uintervalle |t1;a] (par hq (t2), par ezemple).
La fonction h, étant croissante, elle admet une limite de a gauche de a :

: SO =fla)
Jim fa (8) = fim === = fy (o)
t<a t<a
D’autre part, pour tout 3 > a, nous avons f, (a) < hq (t2)
3. De la méme maniere, la fonction
he :]ajts] — R
t) —
b (= L0=1@
—a

est-elle minorée sur l'intervalle |a; ta (par hy (t1), par exemple). et ainsi :

i o )= fim G = gy
t>a t>a

De méme, pour tout ¢; < a, nous avons f} (a) = hy (t1)
4. Ainsi, f admet-elle en a € I, une dérivée & droite et une dérivée a gauche telles que f; (a) < f} (a)

Remarque 13 :

1. Le raisonnement précédent nous permet d’ajouter les précisions suivantes :
(Voy € I) (Vag € I) (21 < w2) = (fy (21) < fi (1)) < [y (w2) < fi(22))

2. Le fait que I soit un intervalle ouvert est important.
En effet, si nous posons I = [0; 1] et considérons f définie par :

f:[01] — R
0 — f(0)=1
xr +——

fx)=0siz#0

f est donc la fonction nulle sur ]0; 1] ; elle est convexe sur [0; 1], mais la continuité n’est pas
assurée. Elle est, par contre, assurée dans le plus grand ouvert inclus dans [0; 1] qui est, ici,
J0; 1]
3. Une fonction convexe n’est pas forcément dérivable. Il suffit de penser a f (z) = |x| qui est convexe
sur R, mais non dérivable sur R; elle est, par contre, toujours dérivable a droite et toujours
dérivable & gauche (mais la dérivée & droite n’est pas toujours égale a la dérivée a gauche)
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4.4.5 Corollaire

Soit f une fonction définie sur un domaine D; C R. Soit un intervalle I C D;.
Si [ est convexe sur I, alors f est continue sur [

Démonstration

La démonstration a déja été faite en exercice.

Soit f convexe sur l'intervalle I et soit g € I.

D’apres [£.4.4] f est dérivable a droite et & gauche de x¢. Nous pouvons alors écrire :
* Pour z > zg :

f(x) = f(x0) + (z = w0) f3 (x0) + ( — w0) € ()

ou lim e(z) =0

T—rTo
T>T0
Nous avons clairement lim f(x) = f(z0), et donc f est continue & droite de x
: Zo
r>T0
* De la méme maniere, pour z < ¢, nous avons lim f(z) = f (o), et donc f est continue & gauche
x<m(?
de zg
* Comme wll)rgo fx)= wlggo f(x) = f (zo) nous avons donc f continue en
x<xg x>xT0

Remarque 14 :

Nous savons qu’'une fonction convexe est continue. Mais, & quelle condition une fonction continue est-elle
convexe ?

4.4.6 Critere pour qu’une fonction continue soit convexe

Soit f une fonction définie sur un domaine D; C R et continue sur un intervalle [a;b] C Dy
On suppose que, pour tout x € [a;b] et tout y € [a;b], nous avons :

f(x;ry> < f(w)—gf(y)

Alors, f est convexe sur l'intervalle [a; b]

Démonstration

Nous devons montrer que pour tout = € [a;b], tout y € [a;b] et tout A € [0;1] :

fQz+A=Ny) <Af(@)+(1=XA)f(y)

Nous allons, d’abord, montrer un résultat complémentaire

1. Démontrons, par récurrence sur n € N*, que, pour tout k € {0,---,2"} :

1o (o)) <@ (1-5) 0

> Clest vrai pour n =1
Nous vérifions donc pour k=0, k=1 et k =2
* Pour k£ = 0, nous avons f (y) < f (y)
* Pour k£ = 1, nous avons

f(%er(l—%)y) <%f(m)+<1—%>f(y)<:>f<x;—y) < f(x)—;—f(y)

C’est 'hypothese que nous avons faite sur f.
* Pour k = 2, nous avons cette fois-ci f (z) < f (z)
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L’hypothese de récurrence est donc vérifiée pour n = 1
> Supposons maintenant que, jusqu’au rang n, pour tout k € {0,--- ,2"} :

f(;nx+<1—2£n>y><£f(fﬂ)+(1—£)f(y)

> Démontrons la propriété a 'ordre n + 1
Et, c’est ici que ca de corse!!

d k k 1 k 1
Remarquons, avant de commencer que |1 — ot )V =Y~ gaa¥ = 5Y T garr? + -y =

2 2
2" — 1
ot YT SY

k k k 2" — k 1

f gt 1= ont1 ) Y) = f gt T\ a1 )Y T Y
= 15 (g + (55) ) + 30)
o 2 an on Y 2y
< %f (Qﬁnx + (2 2; k) y) + %f (y) par hypotheses faites sur f
< % (%f (z) + (1 — 2%) I (y)) + %f (y) par hypothese de récurrence

f (5 (1-5) +3)

< z _<C -
< 2nk+lf(x)+ 5 k2n +2 f ()
< Wf(l“)*'(l—w)f(y)

Ce que nous voulions
Donc, pour tout n € N* et pour tout k € {0,---,2"} :

f(2ﬁn1+(172ﬁn)y)g%f(x)Jr(l*%)f(y)

2. Soit maintenant A € [0;1]. Alors, il existe une suite (\,),cy du type A, = g—z avec p, € N et
0<p, <2™ telle que lim A\, = A
n—-+oo
Comment construire une telle suite 7

En utilisant le développement dyadique (le développemment en base 2)E|, il existe une suite

€ . P R . .
An = Z —2 avec € € {0;1} telle que lim A, = A. En réduisant au méme dénominateur,
P 2 n—-+oo

n
nous avons p, = g g2k,
k=1

n n n—1
D’autre part, nous avons p, = Zst"*k < Z on—k — Z ok —on 1 <o,
k=1 k=1 k=0
Nous avons donc, a ce moment 1a, pour tout n € N :

Or:
> ngrfoo)\nx—l—(I—An)yz)\x—l—(l—)\)y

> lim Anf (@) + (1= ) f(y) = A (@) + (1= N f (»)

> De la continuité de f nous avons :
Im f(Anz + (1= An)y) = f(Az+(1-A)y)
La limite respectant la relation d’ordre, nous avons donc

FAz+ 1=y <Af(2)+ (1 =A) f(y)

La fonction f est donc convexe

2. Le développement dyadique se fait comme le développement décimal vu en Lo
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4.4.7 Fonctions convexes dérivables

1. Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R. Soit un intervalle I/ C Dy. On suppose f
convexe sur [ et dérivable sur I. Alors, la fonction f’ est une fonction croissante

2. Réciproquement, si f est une fonction définie sur un domaine D; C R dérivable sur un
intervalle I C D; et admettant comme dérivée une fonction f’ croissante, alors f est convexe

Démonstration

1. On a montré, dans que si f est convexe sur un intervalle I, alors, pour tout z¢ € I, f est
dérivable a droite et a gauche de x( et que

(Voy € I) (Vag € I) (21 < 22) = (f; (21) < fi(21)) < [ (22) < f)(22))

Comme f est dérivable, alors f, (z1) = fj (z1) = f' (v1) et f; (v2) = f§(x2) = [’ (z2)
Et dong, si 1 < xo alors f/ (z1) < f' (z2) ; la fonction f’ est donc croissante.
2. Réciproquement, supposons que f admette une dérivée croissante sur I ; montrons qu’elle est
convexe sur 1
Soient z € I, y € I et A € [0;1]. Nous avons x < Az + (1 — Ny < y.
Il nous faut donc montrer que f Az + (1 —AN)y) < Af(z) + (1 —XN) f(y)

> Nous allons appliquer le théoréme des accroissements finis entre x et Az + (1 — \) y.
Il existe donc & € Jz; Ax + (1 — A) y[ tel que

f@) - fOe 0Ny, @) - fOe 0Ny,
P V7 R (R V[ oy A
o F@) - F Oty = E) (- X))

> De méme,nous appliquons le théoréme des accroissements finis entre Az + (1 — A\) y et y.
Il existe donc & € Az + (1 — A) y; y[ tel que

fly) —fQAz+(1-Ny)
—Az+(1-XNy)

= () e @) —fQe+(1-Ny)
Ay — )
1-

= [l - Qe+ (

= f"(&2)
Ny) = (&) (y—2)

> Des deux applications successives du théorémes des accroissements finis, nous obtenons 2
égalités :
< FOT+ (1= Ny) — @) = F (&) (1= ) (y—2)
* fy) = fQe+ (1 =A)y) =Af (&) (y — )
Avec, par construction & < &
Ces égalités sont équivalentes a :
A Az + (A =Ny)=Af ()= () A1 =) (y — )
A=) =A== Qz+A-Ny) =21 =X f (&) [y —=)
Comme A(1—=X)(y—2x) =0, que f' (&) < f' (&) puisque f’ est croissante et que & < o,

Nnous avons :
FENA Q=N -2)<f(E)AL-N)(y—2)

C’est a dire :
A+ (1= X)y) = Af (@) < (1= A) F(5) = (1= N f Qa4+ (1= A)p)
Tous calculs faits, cette inégalité est donc équivalente a :

fQz+ (1 =Ny <Af(2)+ (1= f(y)

f est donc convexe sur [
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4.4.8 Corollaire

Soit f une fonction définie sur un domaine D; C R deux fois dérivable sur un intervalle I C D;.
Alors [ est convexe sur [ si et seulement si la dérivée seconde f” est positive sur I, c’est a dire si
et seulement si, pour tout z € I f” (z) >0

Démonstration

La démonstration en est évidente, puis que si f” > 0, alors f’ est croissante sur I, donc convexe sur I

Exemple 7 :

1. La fonction f (z) = 22 est convexe sur R
2. La fonction f (r) = €2 est convexe sur R

3. La fonction f (z) = Inx est concave sur R*+

Exercice 24 :

Soit h : R — R** une fonction telle que In / soit convexe ; démontrer que h est une fonction convexe.

Exercice 25 :

1. Utiliser la convexité de f (x) = 22 pour montrer que, pour tout n € N* et tout z1,...,x, réels,
nous avons :

2. Pour p € N*, utiliser la convexité de f (z) = P sur RT pour montrer que, pour tout n € N* et

tout xz1,...,x, réels positifs, nous avons :
1
" T 1 i ’
s - D
> < (n Z%)
k=1 k=1
3. Utiliser la convexité de f(x) = —Inz sur R** pour montrer que, pour tout n € N* et tout

x1,...,Ty, réels strictement positifs, nous avons :

_ @it o,

Vi <

n

En déduire que :
(a) Pour tout a > 0, tout b > 0 et tout ¢ > 0 :

a® + b + ¢ > 3abe (a+b+ 0)3 > 27abe

n+1

(b) Pour tout n € N*, /n! <

4.4.9 Proposition (Seconde caractérisation géométrique)

Soit [ une fonction définie sur un domaine D; C R. Soit un intervalle / C D; ouvert. On suppose f
convexe sur [. Soit a € I. Alors :

1. Pour tout o € [f; (a); f} (a)], alors la droite de pente « passant par (a, f (a)) est située sous
la courbe Cy représentative de f, c’est a dire :

(Ve el)(f(z)) 2 a(z—a)+f(a)
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2. En particulier, si f est dérivable sur I, C; est située au-dessus de n’importe quelle de ses
tangentes, c’est a dire :

(Va € I) (Vo € I) (f (z)) =2 [/ (a) (x — a) + f (a)

3. Réciproquement, si [ est dérivable sur I et si C; est située au-dessus de n’importe quelle de
ses tangentes, alors f est convexe.

Démonstration

1. Nous avons démontré en que f admet une dérivée a droite de a f (a) et une dérivée & gauche
f4 (a) et que, de plus nous avons f; (a) < f; (a).
Dans cette méme démonstration, nous avons montré que :

fz) = fla) < fy(a), et comme x —a < 0, nous avons f(x) — f(a) >

x—a
fq(a) (x = a), cest & dire f (z) = f; (a) (z —a) + [ (a)

Comme f; (a) (x —a) + f (a) est lequatlon de la tangente & f, & gauche de a, nous avons le
résultat demandé a gauche de a

w > fi(a), et comme z —a > 0, nous avons f(z) — f(a) >
fh(a) (x —a), cest a dire f(x) > f;(a) (x —a) + f (a)
Comme [} (a) (x —a) + f (a) est ’équation de la tangente & f a droite de a, nous avons le

résultat demandé a droite de a
Ainsi, que ce soit a droite ou a gauche de a, la courbe est au-dessus des tangentes
Maintenant, soit « tel que f; (a) < a < fj(a). Alors :
* Siz <aalors (z—a)f)(a)+ f(a) <alr—a)+ f(a) Sf;(a)(
* Siz > aalors (v —a)f, (a) + f(a) <a(z—a)+ f(a) < f
Le résultat du premier point est donc démontré

* Si x < a alors

* Si x > a alors

—a)+ f(a)
+f

—~
S
~—
/—\
~— —

2. Si f est dérivable sur I, alors f; (a) = fj(a) = f'(a) et nous avons donc, pour tout = € I,
f'(a)(x—a) + f(a) < f(x), c’est & dire que la tangente est toujours située sous la courbe
représentative de f

3. Réciproquement, supposons f dérivable sur I et que :
(Ya € I) (Vz € I) (f (z)) = f'(a) (x — a) + f (a)

Soient x € I et y € I tels que & < y; nous allons montrer que f/ (x) < f (y), c’est & dire que f’

est croissante.

— Soit g, () la tangente a f en (z, f( ) ;
Pour tout t € I, nous avons g, (t) = f (¢

alors, g, (t) = f' (z) (t —x

; (t — )
) et, en particulier g, (y) < f c’est & dire

@) (y—z)+ f(z) < fly) <= f(z) <

— De méme, si g, (t) est la tangente & f en (y, f (y)); alors, g, (t) = f
Pour tout ¢ € I, nous avons g, (t) = f (t) et, en particulier g, () < f (x), c’est a dire

-y +fly<fl@)=fl:=

Puisque x —y < 0
fy) —f(x)

y—x
/! est donc croissante et f est convexe

— Nous avons donc : f' (z) <

4.4.10 Exercices sur la convexité
Exercice 26 :

1. Que dire de la somme de deux fonctions convexes ?

2. Que dire de la combinaison linéaire de deux fonctions convexes ?
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Exercice 27 :

Soit f : R — R une fonction convexe et positive. On suppose qu’il existe a € R et b € R tel que
f(a) = f(b) = 0. Montrer que f est nulle sur l'intervalle [a; b]

Exercice 28 :

Soient f et g 2 fonctions convexes sur un intervalle T
1. Montrer que h = sup (f, g) est une fonction convexe
2. Que dire de j = inf (f,g)?

Exercice 29 :

t

1. Démontrer que, pour tout z > 0 et tout ¢ € [0; ], nous avons 1 +¢ <ef <14 — (e — 1)
x

2. Que se passe-t-il si x < 07

Exercice 30 :

Utiliser la fonction f définie sur I'intervalle |+1; +o0[ par f (2) = In (Inz) pour démontrer que
T+y
_— >
(Vz > 1) (Vy > 1) (m( . )) > /(lnz) (Iny)

Exercice 31 :

1. Démontrer que la fonction f définie sur R par f (z) = In (1 + e”) est convexe

2. Montrer que, pour tout n € N* et tout 1 > 0,--- ,x, > 0 nous avons :

1
1+< xk) SH(1+xk)
k=1 k=1

3=

3. En déduire que pour tout n € N*, et a; > 0,--- ,a, >0et by >0,---,b, > 0, nous avons :
1 1 1
(H (ar + bk)) > ( ak) + (H bk)
k=1 k=1 k=1

1. Montrer que, pour tout n € N* et tout a; > 0,--- ,a, > 0, nous avons :

Exercice 32 :

r+1 a2"—1
X

x—1 Vn

2. Démontrer que, pour tout > 1, nous avons vz2" — 1 >

Exercice 33 :

1. Vérifier que f, définie sur R** par f () = zInx est convexe sur R*T

2. Démontrer que, pour tout x > 0, tout y > 0, tout a > 0 et tout b > 0 nous avons :

s () <o () o)

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 220



Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.4 Les fonctions convexes

Exercice 34 :

Soit f : R — R une fonction convexe

1.

On suppose f strictement croissante. Etudier lim f ()
r—+o0

2. On suppose que f est bornée. Montrer que f est constante

On suppose que lim f(2) = 0. Montrer que f est positive
r— 400

On suppose que f admet une droite asymptote en +oco. Etudier la position de C; la courbe
représentative de f par rapport a la droite asymptote.

Exercice 35 :

Soit f : ]0; +oo[ — R une fonction convexe.

1.

. Montrer que si lim

f(x)

x
cette limite est finie ou égale & +o00

f(2)
T—r+00 xX
x tens vers 400

—f@
admet, en +00, la méme limite que hy (z) = M et que

Démontrer que la fonction 1
T —

= L, alors g (z) = f(x) — Lz admet une limite finie ou —oco lorsque

Exercice 36 :

Soit f :]0;+0o[ — R une application. Nous définissons g : |0; +00[ — R par g (z) = f@) pour tout
x
x> 0.
1. Montrer si g est décroissante, alors f est sous-additive sur ]0; +o0[.
On doit qu’une fonction ¢ : ]0; +0o] — R est sous additive si
(Va € ]0; +ool) (Va € ]0; +o00[) (¢ (a +b) < ¢ (a) + ¢ (b))
2. Montrer que si f est convexe et sous-additive, alors g est décroissante
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