Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.8 Exercices résolus

4.8 Exercices résolus

4.8.1 Différentiabilité, dérivabilité

Exercice 1 :
1. On considére la fonction f, définie, pour tout x € [—1;4o00[ par f(x) = a3+ x2. Etudier la
dérivabilité de f en xop =0
Il est possible d’écrire autrement f. En effet, f (z) = Vad + 22 = /a2 (z+1) = |z]/(z + 1).

Nous étudierons alors les dérivées a droite et a gauche de 0

e A droite de 0
T/ 1
L):lim (z+1)=1
T

g L00=10) _ bl VD)
0 x—0

x—0 x za mao
z>0 z>0 x>0 z>0

Done f};(0) =1
e A gauche de 0

. f(x)—=f(0) \x|\/:c+1 \/erl B
lim —————~ = lim —) ill)ll Vie+1)=

x—0 x x—0 :1:~>O
<0 <0 <0 x<0

Done f; (0) = —1
Les dérivées a droite et a gauche de 0 de f sont différentes. f n’est donc pas dérivable en 0

FIGURE 4.6 — Le graphe de la fonction f (z) = V&3 + 22 et les tangentes & droite et & gauche au graphe
de fen0

2. Méme question pour la fonction f : R — R définie par :

/iR — R
1
v — f(z)= xQSin;six;éO
0siz=0
* Comme |f (z)] < |x2‘, nous avons lin%f (x) =0, et donc f est continue en 0
r—
2 1
- 1 1
* D’autre part, f@) = 1) = 1 (@) _ Ty z sin —
x x
* Donc, f(:c)—f(())' = |z sin 1’ < |z| et donc lim M = 0. Ainsi, f est dérivable en
X X z—0 X
Oet f/(0)=0
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Exercice 2 :

On dit qu’une fonction f satisfait a la condition de Lipschitz d’ordre o en x s'il existe un nombre positif M > 0
et un intervalle I = |xg — a : xo + a[ (avec a > 0) tel que, pour tout x € I, |f (z) — f (zo)| < M |z — 0|

1. Montrer qu’une fonction qui vérifie une condition de Lipschitz d’ordre o > 0 est continue en xq
Soit xp € R. Nous avons alors |f (x) — f (zo)] < M |z — x|”, et comme lim |z — z¢|* = 0, nous
T—XT0
avons lim |f (z) — f (zo)| =0, c’est & dire que lim f (z) = f (xo)
T—xo T—T0
f est donc continue en xg

2. Montrer qu’une fonction qui vérifie une condition de Lipschitz d’ordre o > 1 est dérivable en x et de
dérivée nulle

Pas plus difficile que ci-dessus :

L=t 0| =Ty e
T — T |z — xo]
Comme 1—a > 0, nous avons hm |z — xo|" " =0, et donc, si @ > 1, alors lim M =
r—x T—rTo xf{ZZO

0. Ce qui veut dire que f’ (z¢) ex1ste et que [/ (z9) =0

Exercice 3 :

Soient xy € R et f, une fonction définie dans un voisinage de xo & valeurs dans R et dérivable en x.
Démontrer que, pour tout a € R et tout b € R tels quea > 0 et b > 0,

. f(zo+bh) — f (20— ah)
fmy @tk

= f" (z0)

f (w0 +bh) — f (x0 — ah)

. Nous avons donc :

Il nous faut ”triturer”

(a+b)h
f(xo+0bh)— f(zo—ah)  f(xo+bh)— f(xo)+ f(20) — f (xo — ah)
(a+b)h N (a+b)h
f(@o+bh) — f(x0) | [f(20) — f(x0—ah)
(@+b)h (a+0b)h
b ot = o)) | _oh [ (o) = (z0 )]
(@a+b)h bh (a+0b)h ah
b Lt =) e (o= ah) =1 e
a+b bh a+b —ah
Nous avons :
* lim S (@0 + bZ})l —flao) _ [ (@o) * lim f (o = i};)h_ fleo) [ (@o)
bh) — —ah b b
Donc }llig%f(xo—i_ (a)+bj)t}(f0 ah) P X f’(xo)-i-m x f" (o) = f' (20)
Ce que nous voulions
Exercice 4 :
1. Soit f : |=1;+1[ — R une application dérivable en 0. On considére 2 suites réelles (ay,),cy et

(bn)nGN qui, toutes deux, tendent vers 0 et telles que, pour toutn € N, —1 < a, <0 <b, < 1.
[ (bn) — f(an)

converge vers ' (0)
b, — an

Montrer que la suite (X,,),, o définie par X,, =
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Il peut paraitre, au début que cet exercice ressemble a celui que nous venons de résoudre. Il
- s s . n (1’71,
y a cependant une différence énorme, dans le fait que 0

u
. . L X . o bn — Qp bn _\ ap, Lo
indéterminées. Il faut donc attaquer le probleme différemment et pensez a multiplier par 1 ou

ajouter 0....pour que rien ne change, et alors, tout change!!

sont des formes

n —ap,

Tout d’abord, remarquons que b, — a,, > 0, que 0 < . < 1, ainsi que 0 < — <1
Ensuite : "’ " ! .
’ _ f(bn) = flan) bp—ay ’
X — f(0) = R 2n_anf (0) 1
n) G, n — Qn /
= e T hma! Ot U010
= e ) = SO = bl O] = g [ ) = £ (0) = an ' (O]
Or :

1 / _ 1 bnf (bn) B bnf (0) / _ bn f (bn) B f (0)
£ n) = £ O) = b (O] = 0l O )] = e [ L
De méme :

1 by an [flan) = f(0)
e (flan) = £0) = anf (O] = e | T 2O )]
Donc :
, b, bn) — f(0 , n n)— f(0 ,

Or, 0 < bn <1et0<ﬂ<1;donc:

bn — an n — Qn
Comme lim a, = lim b, = 0, nous avons lim M = lim M =

n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo bn n—-+oo Ay
f(0)
Soit € >0
Il existe donc N € N tel que, si n > Ny, alors M —f (0)’ < %
De méme, il existe donc N, € N tel que, si n > N,, alors 7]0 (a")ai 1(0) —f (O)’ < g
Soit N = max {N,; Ny }. Pour n > N, nous avons :

Xo= PO <5+ =¢

Ainsi, lim X, = f'(0).

n—-+oo

2. Soit I C R un intervalle et f : I —> R une application dérivable en xy € I. Démontrer que :

. fwo+h)— f(xo—k)
Jimny h+k

h>0
k—0
k>0

= f' (20)
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Bien entendu, la technique est semblable au point ci-dessus.
f(@o+h) = f(xo—k) — (@) = f(@o+h)— f(zo) + f(o) = f(wo—k) (h+Fk)[ (x0)
h+k 0 . h+k h+k
= —— (f(zo+h) = f(zo) = hf' (z0)) +

h+k )
htk (f (@o) = f (w0 — k) — kf' (x0))
Regardons, pour commencer - j_ : (f (xo +h) — f (w0) — hf (x0))
h h) —
o (F o+ b) — f o) = b (a)) = o (LN Z T )
Nous avons 0 < hiik <let }lli_)mof(xo—’—hlz_f(wo) = f' (o)
De méme :
k —k)—
o (7 @0) = F o~ K) k' (o) = o (H= D200 o)
Nous avons aussi 0 < hi«]ik <let llli% f (@0 = Ii)k_ f (o) = [ (20)

En synthese :

h) — —k h) — — k) —
f(xo-f- iz+£(m0 )f/(xo)lglf(xo—’_ iz, f(xo)ff/(m0)+f(x0 _)k f(‘rO)*f/(l'())
Comme }ILlE% f(@o+ hg — f (o) —f (xg) =0et 1112% f (@ = k_;)k_ f (o) — f"(xo) = 0, nous avons :
h) — -k
i [T T T @B g —
h>0
k—0
k>0
h) — —k
EtdODC}j_}InO(f(xO_F })L—’_i(l“o )>=f/(960)
h>0
=0

Exercice 5 :

Soit I C R, un intervalle ouvert de R et f : I — R, une fonction dérivable a gauche et a droite de xq € 1.
Démontrer que [ est continue en xg € 1.

Nous allons démontrer que f est continue a droite et a gauche de xg, c’est a dire que

lim f(l‘() + h) = lim f (xo + h) =f (xo)
h—0 h—0
h>0 h<0
> f est dérivable a droite de xq ; il existe donc 77 > 0 et une fonction €; telle que %ir% €1 (h) =0 tels
—

h>0
que, pour tout h € R, si 0 < h < n alors

f(zo+h) = f(z0) + hfy(xo) + hei (h)

Il est donc clair que }llilr%) f(zo+h) = f(x0) et que f est continue & droite de xq
—

h>0
> De méme, f est dérivable a gauche de xq; il existe donc 72 > 0 et une fonction e, telle que

}lbin%) ga (h) = 0 tels que, pour tout h € R, si —n2 < h < 0 alors
—
h<0

f(xo+h) = f(wo) + hfy(x0) + hea (h)

Donc }lbinb f(xo+h) = f(x) et f est continue & gauche de xq
—

h<0
f est donc continue en g
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4.8.2 Fonctions dérivées
Exercice 7 :

Soit f (x) = ™ (1 + a™) ; en calculant de 2 maniéres différentes la dérivée n-ieme de f, donner une expression

n
simple de Z (Cf‘;)2
k=0
Voila un exercice qui, finalement, pourrait s’avérer marrant!!
1. Il nous est tout & fait possible d’écrire f () = u(z)v (z) ot u (x) = 2™ et v (z) =1 + =
2. D’autre part, d’apres le cours de Ly, :
o uF) () = Akgn—k
e Et, pour k > 1, v (2) = Akz" % et v (z) =1 + 2"
3. Ainsi, en premier lieu, de f (z) = 2™ (14 2") = 2™ + 2°", nous avons :
(2n)!

n!

n

F (x) = Apa" " + AL 2T =l +

4. En utilisant la formule de Leibniz, nous avons aussi :

1 @)= ()™ ()
= Z Cﬁv(k) (x) u("=F) (2)
k=0

= 0O (2)u™ () + Z CkAFgn=Fk A=k k

k=1
= (L+a") Al 42"y CEAFARF
k=1

Or, (1+2™) A" = n! +nlz™ et donc f(™) (z) = n! + 2" (n! + Z C’ZAQAZ"“)
k=1

e II faut, maintenant, évaluer CKA* A7~ Or :

koAb an—k n! n! nt n! n! ) )2
A A = i o S K W S W gt = < (Ca)
e Donc 3 CEAKATF =3 nlx (C8)* =t} (Ch)?
k=1 k=1 k=1
o Dotnl+ Y CEARATF =nl 4y (CEY =nl (14 (cﬁf) — ! (Z (c§)2>
k=1 k=1 k=1 k=0

5. En identifiant les 2 calculs, nous obtenons :

C’est a dire (2:!)! =n! ( . (Cﬁf) — (2n)! = i (CZ)2 = Gy, = i (Ck)z

D’ou le résultat : Z (Cﬁ)2 =C5,
k=0
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Exercice 8 :
L T .
Soit f (x) = arctan x + arctan — définie pour x # 0.
x

Clairement, cette fonction n’est définie que sur R*; aussi nous I’étudierons, d’une part sur |0; +o0[ et
d’autre part sur |—oo; 0[
1. Calculez la dérivée de f.

Nous nous plagons donc sur R*
En utilisant la dérivée des fonctions composées, nous avons, pour x # 0

-1 1 -1 x? -1

1
arctan’ — = X — = X ==~
x a2 1—|—gci2 2 1422 1422

D’ow, si x # 0, f' (x) = 0 et nous pouvons en déduire que f est une fonction constante sur chacun
des intervalles composant son domaine de définition

. . 1 ™ [ 1 T
2. En déduire que six > 0, alors arctan r+arctan — = 5 et que sixz < 0 alors arctan x+arctan — = —3
T x

e f est donc constante sur I'intervalle |0; +00[ et donc constamment égale a f (1).
Or, f(1) = arctanl + arctan1 = 2 x % = g

e De méme, f est donc constante sur U'intervalle |—oo; 0] et donc constamment égale a f (—1).

Or, f(—1) = arctan —1 + arctan —1 = 2 X % = %ﬁ
D’ou le résultat et le graphe de f
arctanz+arctan(:)

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 2 x

1
FIGURE 4.7 — Le graphe de la fonction f (z) = arctanz + arctan —
x

Exercice 9 :
1

Soit f, la fonction définie par : f (z) = x + 2sin — siz #0 et f(0) =0
x

1. Montrer que f est dérivable en O et donner f'(0)

R fz o1 o1
Nous avons, et c’est facile a démontrer que L = 1+ zsin —. Comme |zsin—| < [z],
x x x

1
lim zsin — = 0 et donc lim /(@) =1, c’est & dire [’ (0) existe et f/ (0) =1

z—0 x2 z—0 X
2. Montrer que f n'est monotone sur aucun des voisinages de 0

L’objet de cette question est de démontrer que, pour tout a > 0, f’ ne garde pas de signe constant
dans lintervalle |—q; o
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Calculons f’ (z) :

1 -2 1 1 2
f’(x)zl—i—?xsin?—i—xQ X Fcosﬁzl—i—?xsin?—gcos?
Soit a > 0
1

V2nmw

Comme lirf x, = 0, il existe N € N* tel que sin > N, alors 0 < x,, < a, c’est a dire que, pour
n—-+0oo

tout m > N, nous avons [—z,;z,]| C |—a;af

Considérons la suite (z,,) définie par z,, =

neN*

Nous avons : 1

— =sgin2nmt =0 et cos — =cos2nT =1

2 2
n n

Et donc f'(x,) =1—-2v2nw <0et f' (—2,) =14+2v2n7 >0
Ainsi, pour tout voisinage |—«; af de 0, la dérivée f’ n’a pas de signe constant et ne peut y étre

monotone (cf figure[4.8)

sin

1

FIGURE 4.8 — Le graphe de la fonction f (z) = x + 2% sin — siz#0et f (0) = 0 au voisinage de 0 et
x

avec son comportement en 400

Exercice 10 :

Calculer les dérivées des fonctions suivantes, en précisant les domaines de définition de f et de f'

Cet exercice porte sur la dérivée des fonctions circulaires réciproques, et la dérivée des fonctions com-
posées.

1—=x
1. = t
f(z) = arc an\/l_‘_m

1
Pour que f existe, il faut que

— 7 >0et 1+x#0, cest & dire z € |—1;+1]
x

Nous avons, ici, f (z) = arctanw (z) dont la dérivée est donnée par :

f'(z) = (z) x [arctan] u (z) <= f' (z) = Hu(’u(x(i))Q

Il faut, maintenant, aller pas & pas

1-— 1-— 1-— 2
*Nousavons:u(x):\/l_’_x et donc u? (z) = +x et 1+u?(z) =1+ = de
x x

1 1 1
telle sorte que —— = —— = r+l

I+ (u(@)” % 2
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* Il nous faut, maintenant calculer v’ (z)

u (z) est du type u (z) = /o (z) = (« (:c))% et la dérivée est donc
R C)) 5 _ ()
W@ =5 )T = 7
Or, o' () = e et donc :

u (x) = X =
(z+1)° 2 = (z+1)°VI—zx
* Ainsi :
P (2) = —1+z z+1 —1+4+z

X =
(z+1)°Vi—z 2 2z +1)VI—z
Evidemment, f’ n’est définie que sur l'intervalle ouvert |—1; +1[
x
2. xr) = arctan <7)
f (@) T
T
La fonction arctan x est une fonction définie sur R en entier. Ici, pour que arctan (7> soit
pour q —
définie, il faut que 1 — 22 > 0, c’est & dire x € |—1; +1]
Supposons donc que x € |—1; +1]

* Nous sommes toujours devant une fonction du type f(x) = arctanwu (x) dont la dérivée est

u' (x)
donnée par : ' (2) = —————
L+ (u())®
* Premier calcul : 5 = —=1—2a?
1+ (u(x)) 1+ %5
* Calcul de v/ (z) :
a=x a =1
Y -
V1—2?
222
V1 — 2 R
<, a'b—"ba ¥ +\/1_;U2 1— a2+ 222 1+ 22
Dot v (x) = 1 = 4 - _
b l—z (1—22)vV1—22 (1—-22)V1—2a2
* Et nous pouvons maintenant donner f’ (z) :
1 2 1 2
f/(x): + X(lfl‘z): +x

Q- Vi-a?

Le domaine de définition de f’ est, lui aussi |—1;+1]

2
3. f(x) = arcsin (1

> 2) — 2arctanx
-

1— 22

D’une part, pour tout x € R, la fraction —

x

définition de la fonction arcsinz est [—1;41]. Ainsi, pour que f soit définie, nous devons avoir :
2 2

est toujours définie. D’autre part, le domaine de

—1<i<+1.0r:—1§7x§+1<:>—1—x2§1—x2§1+x2
1422 1+ a2

Ce qui est vrai pour tout x € R
En rappelant que la fonction arctanz est une fonction définie sur R en entier, le domaine de
définition de f est donc R

1—2?
e Nous allons, tout d’abord, nous intéresser a arcsin (ﬁ)
x
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/
Cette expression est du type arcsin (u (z)) dont la dérivée est donnée par ui(m)
p yP par s
—u? (z
1— 22\2 1— 22 2
Nous avons u? (z) = ( x2) = (1-e )2 et
1+a (1+ 22?)
2 2
1+2%)" — (1 —a? 42?
].—UQ({E):( LL‘) (Q‘T) — % 5
(1+22) (1+22)
2
Et donc /1 — u? (z) = |x|2
+x
e Calculons, maintenant v’ (z) :
a=1—-22 o =—-2z
b=1+2? b =2z
b— —2z (1 +22) — 22 (1 — 22 —4
P e TR Y
b (14 22) (14 22)
e Et nous pouvons maintenant donner f’ (z) :
—4 1 2 2 -2 1 2 -2
fl(l‘): Z'QX +Z‘_ _ fo _ _ (i—l)
(1 + 22) 2 |z| 1+ 22 |z] 1+22 1422 1422 \|z]
C’est a dire : A
/ _ - / _ - .
ff(x)y=0six>0 et f(x)—m&xSO

4. f(x) = arccos <2.7:\/1 - .7:2)
Pour que la fonction f soit définie, il faut que, d’abord, 1 — 2% > 0, c’est & dire que z € [—1; +1]
D’autre part, nous devons avoir —1 < (295\/1 — x2> < +1

* Avons nous 2zv1 — 22 < 41 pour tout = € [—1;+1] ?
— Si 0 < 2 <1, alors, nous avons 2zv1 — 22 > 0 et :

0<22V/1-22< 142" (1-2%) <1

Il faut donc étudier la fonction ¢ () = —4x* + 422 — 1.
Nous avons ¢’ (z) = —162° 4 8z = 8z (1 — 22?).

Ainsi, ¢’ () = 0 si et seulement si z = 0 ou & = et o' () 20810 < <

Sl
Sl

1
Comme ¢ (0) = ¢ (1) = —1 et w(\/ﬁ) = 0, pour tout z € [0;+1], nous avons —1 <

¢ (x) <0, c’est & dire que, pour tout = € [0;+1], nous avons 2zv1 — 22 < +1

— Si -1 <z <0, alors, (20vI—22) <0< +1
Mais :(—1 < 2 < 0= 0 < —2 < +1 et nous avons 2 (—x) /1 — (—x)2 =—22v1—22 > 0.
D’apres 1’étude précédente, nous avons : 0 < —22v1—22 < +1, c’est a dire —1 <
221 — 22 <0

Donc, pour tout & € [—1;+1], nous avons —1 < (230\/1 - xQ) < +1, c’est a dire que f n’est

définie que sur [—1;+1]

* Calculons la dérivée de arccos (253\/@)

Cette expression est du type arccos (u (x)) ot u(x) = 22v/1 — x?dont la dérivée est donnée
—u' (x)

V1—u?(x)

x Calculons 1 — u? (z). Rien de plus simple :

1—u2($):1—<2x\/1—x2):1—4332(1—1‘2):4334—4302—1—1

par
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* Calculons maintenant v’ (x)
—2x 2(1-2?%) —42® 2622
u/:c:2\/1f:c2+2x><< ): -
(=) Vo2 i i

72761'2 1 2 — 622

* D7Oﬁ / ) = X =
/(@) V1—22 Azt —422+1  /—425+8x% —522 41
On doit faire remarquer que f’ n’existe que pour = € |—1;+1]

Exercice 11 :

Calculer les dérivées n-iémes des fonctions suivantes :

5

1. fi(2) = 111;

Nous commengons par la question la plus simple!!

Nous décomposons f; (x) en éléments simples

n n+1
1—(—z
En utilisant la division des polynémes ou en remarquant que Z (—x)k = % nous avons
T
k=0
- (_x)n+1 = ( )k 1
- —x)* —
1+ = 1+
x® 1

Ainsi, pour n = 4, nous avons 1 =l—-z+22-—234+2*—

Nous avons donc f; (x) = P (x) — ¢ (), et donc fl(n) (z) = P™ (z) — o™ (z)
— Calculons les dérivées successives de P :
P (z)=42® - 322+ 1 -1
P’ (x) =122% — 6z + 1
P®) () =242 — 6
P® (z) =24
Et donc, pour n > 5, P(™ () =0
— Calculons les dérivées successives de ¢ ; il nous est possible d’écrire ¢ (z) = (1 + x)fl
* (@) = —(1+2)"
* o (@) =2(1+2)"
* ¢ (2) = —6(1+2)"
* On < subodore > que ™ (z) = (=1)"n! (14 z . Démontrons le par récurrence.
e Cest vrai pour n = 0, puisque @ (z) = p (z) = (1+2) " = (=10 (1 +2)°"
e Supposons que jusqu’au rang n, nous ayions (™) () =(=1)"n!(1+ at)_"_l
e Démontrons le a I'ordre n + 1
oD (z) = ((p(”))/ () =—(Mn+1)x(=1)"n! x 1+ m)_"_Q.
Or,(1+2) " 2= (1+z) ™Y et nous avons donc o+ (z) = (=1)" ™ (n + 1)1 (1 + )~ D!
Cest & dire que, pour tout n € N, ™ (z) = (=1)"n! (1 + ) """

En conclusion :

*

*
*
*
*

4

)—n—l

_ 1
fll@)=42® -3+ -1+ (1+2) *=42® - 32> +2 -1+ —
(1+x)
(x) =120 —6z+1—-2(1+2) =122 ~ 62 +1 - ———
(1+x)
3) —4 6
r)=2dr—6+6(1+2) =242 -6+ ———
2 @ (1+2) e
(4) _5 24
r)=24—-24(1+=x =24 - —
1 () ( ) (1+x)5
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(n) n —n—1 ( 1)n n!
Et pour n > 5 z)=(-1)"nl(1+z =
p VBl (z) =(-1) ( ) (1 :E)n_H

{I?4

(1+2)°

Pourquoi ne pas utiliser la formule de Leibniz ?

Posons alors ¢ (x) = a% et 9 (x) = = (142)"? et nous avons :

1

(1+4x)°

T (x) = 3 Cle® (@) P ()
k=0

* Calcul des dérivées successives de ¢

0O () =zt ¢ (z) =428 ©? (z) = 1222
0B (z) =242 @) () =24 ™ (x) = 0 pour tout n > 5

— Calcul des dérivées successives de 1)
Commencgons par quelques calculs :

V() ==3(1+x)" ¢ (@) =1201+2)" @ (@)=—-60(1+2)"
(k+2)!
2

On peut penser que ¥*) (z) = (1) (1+ x)*(k+3)

Nous allons le démontrer par récurrence :

e Nous le vérifions pour n =0

60 (@)= D 140y _ (1P = ()

e Supposons que c’est vrai jusque 1’ordre k
e Démontrons maintenant a ’ordre k£ + 1

(k +2)!

. (1 +x)7(k+3)71

YD) (z) = (¢(k+1))’ (r) = (—1)’“ x — (k+3)

- (_1)’”1@(1 z)~ ()

+
ki1 ((B+1)+2)! (1+ x)—(k+1)+3
2

= (-1
La propriété est donc vraie a 'ordre k + 1
Donc, pour tout k € N, ¢ (z) = (-1) 5
D’ou

(1 + x)*(k+3)

4
)= ST k™ (@) p P ()
k=0
4

= Y Che® (@) (1)
k=0

—(n—k+3)
2 )

1+«

4 n—k
%! Z:: (=)™ (n— k}j 1)(n—k+2) o®) () (14 z)~ (kD

k=0

3. f3(x) = arctanz

Alors, la, cette fois-ci, c’est plutot difficile et la question doit étre rédigée en plusieurs étapes
1

142’
et c’est a partir de cette expression que nous allons nous attaquer a la dérivée n-ieme de f3

(a) Pour commencer, nous savons que la dérivée premiere de f3 (z) = arctanz est f5 (x)

(b) Nous décomposons en éléments simples ; et la, nous arrivons dans I’ensemble des com-

22
plexes. En effet :

1 _1{1 1}
1422 2ile—i x4+
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f( 4 1)
1 =
- 7:’ alors 3 (l‘)

- [0 (@) ~ ) ()]

(¢) Pour A € C, il est facile de démontrer par récurrence que la dérivée n-itme de u () = (x + /\)_1
est u(™ () =(-1)" xn!(z+ )\)_"_1
Ainsi = () () = (=1)"nl (z —9) 7" et ) (@) = (=1)"nl (x+4) "

1
Si nous posons ¢ () = p— et ¥ (z) =

(d) Donc :
1 (—1)” n! 1 1
o™ () — ™ ()| =
2 [90 ( ) 1/J ( )] 2 ({E . Z)n+1 (1’ + i)n+1
Et nous avons : .
1 _ 1 IR R Gt i

(e) Il nous faut, maintenant, simplifier (x + i)"+1 (z—i)" !

n+1

e En utilisant le bindme de Newton : "H Z nal A
k=0
n+1
e De méme, (z —i)" "' = ZCnH —i)" gn ik
n+1
e Et, en additionnant, (z 4 i)""" — (z —i)"*" Z ck (z — (—1) ) gtk

La question est, maintenant de calculer (zk - (—i)k>

> Pour commencer : i¥ — (—i)" =¥ — (=1)" ik = i* (1 - (fl)k)
> Ainsi, si k est pair, 1 — (—=1)" = 0 et donc (zk - (—Z)k) =0

> Et, si k est impair, (—1)" = —1, 1 — (~1)" =2 et donc (i* — (—i)") = 2i*
n+1
e Mettons nous, maintenant i calculer (z + )" —(z — i)""! Z CE (4 ( )k) gtk

En posant [z] la partie entiére de z, et en tenant compte des resultats ci-dessus liés a la
parité de n, nous avons :

3]
(.’E + Z')n+1 _ ({E _ n+1 — 92 Zciljjll k n+1 2k—1 __ 22202]1431 )k xn—2k
k=0

(f) Et donc, en remontant :

222072113:11 k o2k
(—=1)"n! 1 B y

e g
—1)" Zciljr-&il 22k

(1'2 + 1)’IL+1

Nous avons aussi, le joli résultat suivant, vrai pour x > 0 :

—_
—
\
—_
~—
3
S

£ (@) =

(n+1) () =

Et, pour terminer, f;

(=D""" (n—1)!

1
7 X sin (n arctan 7)
( 1+ x2> x

arctan™ (z) =
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4. fa(z) =In (2 +1) — arctanz

En posant w (z) = In (2* + 1), nous avons f; (z) = w (x) — f3 (), de telle sorte que fin) () =
W (@) = £ (@).
Nous connaissons déja fén) () ; il ne nous reste plus qu’a calculer w(™ ()

x

*x Tout d’abord v’ (z) =

x2+1
1
* Posons u (z) = 2z et v (v) = — 1 et alors w1 (z) = (uv)(”) (x) et on calcule (uv)
x
grace a la formule de Leibniz.

(n) (

x)

()™ (z) = Z Chu® (2) v (2)
k=0

Or, il est facile de voir que :
u® (z) =u(x) =2¢ u® (2) = () =2 Etpour k>2u® (2) =0
Et il faut remarquer que v(™ (z) = fénH) (z) Donc :
™ (1) = (u) ™ (2) = u (2) o™ (2 + CLy (2) 0D (2) = 22 (n+1) (. +2n (") (e
n f3 fS

Donc :
fi7 (@) =t (@) = £ ()
= 2f" @) +20 - (@) = 7 (@)
= -1 @+20-1) " (@)
5. fs(z)=2""'lnz
Posons ¢ (z) = 2" ! et 1 (x) = In 2. Alors, en utilisant la formule de Leibniz, nous avons fé") () =

> Crp® (2) ") ()
k=0

Il faut donc connaitre les dérivées successives de ¢ et ¥
* Les dérivées successives de ¢

Comme o (z) = 2"~ 1, d’apres le cours de Lo, nous pouvons écrire que ¢*) () = Ak gn—1-k,
30 ) p ) p q 90 n—1

Nous pouvons donc remarquer que si k > n, alors ¢ (z) = 0 et que si k = n — 1, alors

e () = (n - 1)!
* Les dérivées successives de

1 1
Comme ¥ (z) = Inz, que ¥/ (z) = - = =1 D () est la dérivée k-ieme de —et,
1
d’apres le cours de Lo, la dérivée k-ieme de — = 2! est donnée par (—1)’c x k! x T
x x
1 1
k41 _ k k _ k—1
Donc, D (z) = (=1)" x k! x g et donc ® (z) = (-1) x (k—1)!'x o
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Dot : .
K7 @)= 3 C® @) (@)
k=0

k— 1 n—k_ n—1-n
— o+Zc’;(f1) lx(kfl)!xExAanx 1-ntk

— iCk (=)t x (k—1)! x L (n = 1): x gkl

z 0
_ |
= _(n xl)' x (0—1)
~ (n—=1)!
o x
|
Donc la dérivée n-ieme de f5 (x) est f(n) (z) = (n— 1)
x

6. fo(r)=a?(1+az)"

Il faut donc calculer la dérivée n-ieme de fg () = 22 (1 + x)". En posant u (z) = 22 et v (z) =
(1+z)", par la formule de Leibniz, nous avons :

(”) Z Ck k) (n—k) (J?)

e Tl est facile de voir que u () = 2z, u” (x) = 2 et que si n > 3, alors u(™ (z) = 0
n!
e D’apres le cours de Lo, nous avons : v("=F) () = An—k (1 4 2)"~("7F = ok (1+2)
D’ou :

én) (z) = chu(k ,U(n k:)( )
!
= C?lxx xn!+C}lx2x><n!><(1+x)+C?Lx2x%x(l+x)2

-1
= n!x2+2nxxn!(1+x)+%

n(n—1)
2

x n! (1+z)°

— (z2+2nx(1+z)+ (1+I)2)

|
Tous calculs faits, on trouve fﬁ(n) (x) = % (n+1)(n+2)a*+2n(n+1)z+n(n—1))

Exercice 12 :

1. Soit n € N*.
Soit f : R* — R une fonction n fois dérivable sur R* et g, : R* — R une autre fonction définie,

1
pour tout € R* par g, (z) = 2" ' f (;)

n -1)" 1
Démontrer que, pour tout x € R*, gg ) (x) = ( +)1 fim <f)
" T

Nous faisons cette démonstration par récurrence sur n € N*
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e Vérifions que c’est vrai pour n =1

1 -1, (1 -1 1
q(x)=7f (7) et la dérivée premiere de g; est donnée par gy (v) = — f’ (f) = ( 1+)1 f (7)
x x T x

C’est donc vrai pour n =1

-1 1
e Supposons qu’a ordre n, nous ayions g7(,n (z) = uf(") (7)

gl x
e Démontrons la propriété a I’ordre n + 1

1
Tout d’abord, g,+1 () = 2™ f (7> = gy, (z) et en utilisant la formule de Leibniz, nous avons :
T
gﬁffll) (z) = C?z+1$97(zn+1) (z) + C’}L+lg’£l,n) (z)

/ 1"t " A
OI‘, gén+1) (ZL') _ (g’gn)) (.TC) _ ( 1) ( + 1)f(n) (%) + ( ]-) % 7]' X f(n+1) (1)

xn—f—l 372

xn+2 x
Donc :
+1 n+1 n
), (D" (n+1) L, (1 (—1) | 1 (=)™ o (1
Int1 () = Tf() 7 +Wf( +1 - +(n+1)wf() -
n+1
xn+2 T

Ce que nous voulions

, -1)" 1
Donc, pour tout n € N*, nous avons g,(f) (z) = !f(n) (,)
pntl T

2. Soit a« € R et f, :]0;+00[ — R définie par f, () = x“Inz.

Montrer qu'il existe une suite (a, ),y et une suite (b,), . telle que £ () =2 " (apInz + by)

ne
Classiquement, nous allons utiliser la formule de Leibniz en posant u (x) = z% et v (z) = Inz.

Ainsi :
n

I (@) =~ Chu® (@) v (x)
k=0
Il faut donc calculer les dérivées successives de u et de v
e Calculons les dérivées successives de u (z) = 2
x La dérivée premiere est donnée par v’ (z) = az®~! la dérivée seconde par u” (z) =
ala—1)ze2
k=1
* On subodore que, pour k > 1, la dérivée k-ieme de u est donnée par u® (z) = [T (a—j)ze=F
3=0
* La démonstration se fait, facilement, par récurrence
e Calculons les dérivées successives de v (z) =Inx

* La dérivée premiere est donnée par v’ (z) = —
* La dérivée k-ieme de v est la dérivée k — 1-ieme de —.
x

_ 1
D’apres le cours de Lo, nous avons v(*) (z) = (—1)’c Yk — 1) x —
x
D’ou

& (@)= 30 Chu® (@) o ()
k=0

= > Chu® (@)™ P ()
k=0

k—1 1

= 2°(-1)"" (n—-1)! x zin + nfciz <H (a— j)> R R e
k=1

Jj=0

n—1
+| J] (o —j)) x* "nx
§=0

_ ol n!
— gen (( T (a—j)) Iz + (~1)"" (n - 1) + ZM (H W‘”))
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n—1 n—1, \n—k-1 nl k—1
Ainsi, a, = ( I1 (a —j)) et by =(-1)"""(n—1)1+ ) <k1,)(nk)' (H (@ —j)>

J=0

OUF!!

Exercice 13 :

Soitn € N et I C R. On considére une fonction f : I — R de classe C™ sur I et s’annulant en n+ 1 points
de I tous distincts

1. Démontrer que la dérivée n-iéme de f s'annule au moins une fois sur I

Il suffit d’utiliser plusieurs fois le théoreme de Rolle.

Soient xq, 21, ..., Z, lesn+1 points de I tels que f (z9) = f(x1) =--- = f(ag) == f(x,) =0.
f étant de classe C™ sur [ est en particulier dérivable sur I. Ainsi, d’apres le théoreme de Rolle,
pour k =0,...,n — 1, il existe un point z}, € |zx; zp11[ tel que f’ (z}) =0

Ainsi f’ s’annule-t-elle en n points zj, € [ ot k=0,...,n — 1

En poursuivant, la dérivée p-ieme de f notée f®) ’annule en n — p 4+ 1 points zh e Tonk =
0,....n—p
Et donc, pour p = n, la dérivée n-ieme de f notée f(™) s’annule en 1 point xg €l

2. Soit o € R. Démontrer que la dérivée n — 1-iéme de ¢ = [’ + a.f s'annule au moins une fois sur I

Nous allons utiliser une fonction auxiliaire 1) définie, pour tout « € I par ¢ (z) = f (z) e**.
Comme f est de classe C™ et e** de classe C*°, 1) est de classe C"

f s’annulant en n + 1 points et comme, pour tout = € I, e** > 0, ¢ s’annule aussi en n + 1 points
(les mémes que f)

Dong, la dérivée de 1, notée 1), d’apres la question précédente, s’annule en n points.

Or, ¢/ (z) = f' (z) e*4ae™ f (x) = (f' (x) + af (x)) e =1 (z) e**. Comme e** > 0, ¢ s’annule
aussi en n points.

@ est de classe C" ™! qui s’annule en n points. D’aprés la question 1, la dérivée n — l-ieme de

¢ = '+ af sannule donc au moins une fois sur I.
Exercice 14 :

Premiere généralisation du théoréeme de Rolle
Soita > 0et [ : [a;+o0o[ — R, continue sur [a; +00], dérivable sur]a; oo et telle que liIJIrl f(x)=f(a).
T—r+00

Montrer qu'il existe ¢ € Ja; +oo tel que ' (¢) =0
Lidée de la résolution est de retomber sur le théoréme de Rolle tel qu’il a été énoncé dans le cours. Pour
cela, nous allons utiliser une fonction auziliaire

1. Ou nous construisons une fonction auxiliaire A

Soit h la fonction qui va de [0; 1] dans [a; +00[ et qui est définie par :

xr+a

x — hx)= ——

{[0;1[ —  [a;+o0]

Nous avons h (0) = a et lim h (x) = +o0
z—1
<1
14+a

(—z+1)*
h est donc continue et croissante sur [0; 1] et y est donc bijective de [0; 1] sur [a; +o00[
2. Soit g=foh
D’apres 1’étude précédente, g est bien définie sur [0; 1] et nous avons g (0) = fo h(0) = f (a).

D’autre part, }}znilg (x) = xlﬂloof (z) = f (a)

D’autre part, h est continue sur [0; 1] dérivable sur [0; 1] et de dérivée h' (z) =

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 251



Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.8 Exercices résolus

En posant g (1) = f (a), nous prolongeons g par continuité et donc la fonction :

g:[0;1] — R

r — g {th(x)siO<x<1

fla) siz=1
est une fonction continue sur [0; 1], dérivable sur ]0; 1], telle que g (0) = g (1). D’apres le théoreme
de Rolle, il existe donc d € ]0; 1] tel que ¢’ (d) =0

3. Pour z € ]0; 1], nous avons ¢’ (x) = f'oh (z) xh' (). Or, pour tout x € ]0; 1[, nous avons A’ (x) > 0

et donc
g (d)=0<= f'oh(d)=0

En posant ¢ = h (d), nous avons ¢ € ]a; +o00[ et répondu & la question

Exercice 15 :

Seconde généralisation du théoréeme de Rolle
Soit f : R — R, dérivable sur R et telle que hrf f(z)= lim f(z)=+o0
T—r+00 r—r—00

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que ' (¢) =0

> Soit A > 0.
Comme Brf fx)= EIP f (x) = 400, il existe B > 0 tel que si |z| > B, alors f (z) > A

> Restreignons f a Uintervalle fermé borné [—B; +B.
La restriction de f & [—B;+B] y est continue et est bonc bornée et atteint ses bornes. 1l existe

donc ¢ € [-B; +B] tel que f (¢) = [i%f+B] I ().
Te[—

f (¢) est donc un extremum de f sur [-B;+B] et f y étant dérivable, alors f'(¢) =0
Ce que nous voulions

Exercice 16 :

Troisiéme généralisation du théoréme de Rolle
Soit f: R — R, dérivable sur R et telle que lirf f(x)= lim f(z)=Fk ouk est fini
T—r+00

r—r—00

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f' (¢) =0

Nous appellons tan la fonction tangente définie sur } —g; —i—E [

[\V]

1. Soit g = f otan

g est bien définie continue et dérivable sur }—g; —|—g [

Nous avons lim ¢ (xz)= lim f(x)=k
——Z T——00

T—=—75
z>—7
De méme, lim g(z) = lim f(z)=k
=5 T—>400
<5

7r T
En posant g (—§> =g (5) = k, nous prolongeons g par continuité et donc la fonction :

o) o] £of|
2

. . T - T T T s
est une fonction continue sur {75; +§:|, dérivable sur } 3 +5 [, telle que g (75) =g (5) = k.

D’apres le théoreme de Rolle, il existe donc d € }—g; +g [ tel que ¢’ (d) =0
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2. Pour z € }—g; —&—g [7 nous avons ¢’ (x) = f'otan (x) x (1 + tan? :U) Or, pour tout = € ]—g; +g [,

nous avons (1 + tan? x) > 0 et donc
g (d)=0<= f'otan(d) =0

En posant ¢ = tan (d), nous avons ¢ € R et répondu a la question

Exercice 17 :

1. Soient f et g 2 fonctions continues sur l'intervalle [a; b] et dérivables sur I'intervalle ]a;b|. Soit zy €
[a; b] ; on suppose que ¢’ ne s'annule pas sur]a;b| et que f (xo) = g (z¢) =0

!
Montrer que lim (@) =!=— lim /(@) =1
50 g (@) 0 g (@)

Nous allons utiliser le théoreme des accroissements finis généralisé aux fonctions f et g
Soit x € Ja; b] avec x # x. Pour simplifier, nous supposons a < z < xg ; le probléme est semblable
sizg <z <b

Il existe donc ¢, € |z;zo[ tel que (f (x) — f (z0)) ¢’ (cz) = (g (z) — g (x0)) ' (¢z). Or :

(f (@) = f (20)) ¢’ (cx) = (9 (x) — g (x0)) £ (ca) <= [ (2) ¢ () = g () [ (c0) = =

Par encadrement, nous avons lim ¢, = zg et donc, par composition :
T—rxo

i 2@ o fle)

T30 g (x) z—zo g (cx)

Remarque :
La regle de L’Hospital est un outil a ne pas négliger pour lever des indéterminations

2. Applications

Donner :
. In(l4+z)—=
(&) By —— 7

Il y a bien, ici, une indétermination.

1 1-1-— —
* Posons f () =In(1+ x) — x, alors [’ (x) = 1: <

= — 1= =
1+ 1+ 1+
x Posons maintenant g (z) = 22, alors ¢’ (z) = 2z

! _ _ / o
*Doncf(x): x = 1 et imf(x): i 1 S
@ (it 2(1+a) ehg(a) e02(ta) 2
In (1 — 1
D’apres la regle de L’Hospital, nous avons lim n(+72x)x =——
z—0 x 2
. x—sinx
) i S5

Nous sommes toujours, ici, devant une indétermination.
* Posons f (z) =z —sinz, alors f' (z) =1 —cosz
x Posons maintenant g (z) = 22, alors ¢’ (z) = 322
J'(r) 1—cosx
g (@ 32

et nous sommes toujours devant une indétermination.

f"(x) sinz

* Donc

* Continuons : f”(z) =sinz et g” (x) = 6z; g"(x) 6z’
i " . 1
* Comme lim o = 1, nous avons lim G = lim 22 _ 2
0w 2=0 g’ (r) 20 6z 6
" ,
1
D’apres la regle de L’Hospital, nous avons lim " (x) — lim [ (x) — lim [ () _1

z—0 g"! (m) z—0 g’ (m) -0 g (x) 6
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Exercice 18 :

Démontrer les inégalités suivantes :

1. Si0 < x <1, alors arcsinz <

x
V1—2a2

On considére la fonction arcsint laquelle est définie sur [—1;+1], dérivable sur |—1;+1[ et de

V1I—12

Soit 0 <x <1

Appliquons le théoréme des accroissements finis & arcsin ¢ sur l'intervalle [0; z].

arcsinx — arcsin 0 1 1

= <= dfracarcsinxx = ——
z—0 Vv1—¢c2 f V1-—c?

Comme 0 < ¢ < z, nous avons V1 —c2 > V1 — 22> 0 <

dérivée

Il existe donc ¢ € |0; z[ tel que

1 > 1
Vi—c2 J1-22
x

. . 1 .
Dong, si 0 < x < 1, alors dfracarcsin zx < ———= <= arcsinz < ——
1— 22 1— 22

Ce que nous voulions
Remarque
. . . . . T
On démontrerait de méme que si —1 < x < 0 alors arcsinz > \/ﬁ
—

oy

) T arcsinx

FIGURE 4.9 — Encadrement de la fonction f (z) = arcsinz par la fonction —
-z

2. Sixz >0, alors arctanz > ——
1+ 22

Considérons la fonction arctant laquelle est définie et dérivable sur R, de dérivée

1+¢2
Soit > 0
Appliquons le théoréme des accroissements finis & arctant sur 'intervalle [0; z].
arctan r — arctan 0 1 1
Il existe donc ¢ € |0; x| tel que = <> dfracarctan zx =
102 tel q z—0 1+¢2 I/ 1+c2
1

Comme 0 < ¢ < x, nous avons > 0.

7>7
1+c¢27 1422
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< arctanx >

Dong, si x > 0, alors dfracarctan zx > —
f 1+ 22 1+ a2

Ce que nous voulions
Remarque

. . . T
On démontrerait de méme que si x < 0 alors arctanz < T2
x

arctanx

FIGURE 4.10 — Encadrement de la fonction f (z) = arctan  par la fonction i f
x

Exercice 19 :

Théoréme de Darboux
Soit f : [a;b] — R, une fonction dérivable sur l'intervalle [a;b]. On suppose f' (a) < f' (D).
Soit A € R tel que f'(a) < A < f’(b). Démontrer qu'il existe c € ]a; b| tel que f'(c) = A

f étant dérivable sur 'intervalle [a;b] y est continue.
Soit donc A € R tel que [ (a) < A < f/ (b)
* Construisons la fonction auxiliaire g (t) = f (£)—At. Par construction, g est continue sur 'intervalle
[a; b] ; elle y est donc bornée et atteint ses bornes.

Soit ¢ € [a;b] tel que g (c) = iflfb]g (t)
t€|a;

* Comme g (c¢) est un extremum, nous avons ¢’ (¢) = 0. Or, ¢’ (t) = f' (¢) — X et donc :
g () =0 f'(c)=A

* Nous avons ¢ # a, c’est a dire ¢ > a
t)—gla
Considérons la fonction ¢ (t) = M © est définie et continue sur ]a; b] 11 est possible de
—a
prolonger ¢ par continuité en a en posant ¢ (a) = 1%im @ (t). Or :
—a
t>a

p(a) = lim o (1) = Jim PO I _ i) = g7 (a)

Comme [’ (a) < A, ¢ (a) = f'(a) = X < 0.
¢ étant continue sur Uintervalle [a;b] et comme ¢ (a) = f'(a) — A < 0, il existe n > 0 tel que si
a<t<a-+mnalors ¢ (t) < 0. Comme t —a > 0 et ¢ (t) <0, nous avons ¢ () — g (a) < 0, c’est a
dire g (t) < g (a) et donc g (c) < g (a) et donc ¢ # a

* Nous avons ¢ # b et donc ¢ < b

4. Elle y est méme dérivable
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Considérons, cette fois ci la fonction ¢ (t) = . 1 est définie et continue sur [a;b[. Il est

g(t)—g(b)
t—>b

possible de prolonger v par continuité en b en posant v (b) = lin})w (t). Or :
t—
t>b

s Cog(t) —
vO=ime o=
t<b t<b
Comme f'(b) > X\, ¢ (b) = f'(b) — A > 0.
¢ étant continue sur 'intervalle [a;b] et comme 9 (b) = f/(b) — A > 0, il existe n > 0 tel que si
b—mn<t<balors(t) > 0. Comme ¢t —b < 0 et ¢(t) >0, nous avons g (t) — g (b) < 0, c’est a
dire g (t) < g (b) et donc g (¢) < g (b) et donc ¢ # b
11 existe donc bien ¢ € Ja; b[ tel que f'(¢) = A
Compléments
1. La résolution elit été semblable si nous avions supposé f’ (a) > f (b)

2. Nous pouvons énoncer un résultat complémentaire qui est la conséquence du théoreme de
Darboux :
Soit f : [a;b] — R, une fonction dérivable sur I'intervalle [a; 0] telle quef’ (a) x f' (b) <
0. Il existe alors ¢ € ]a; b] tel que f'(c) =0

3. Le théoreme de Darboux démontre qu'une fonction dérivée vérifie la propriété de la valeur
intermédiaire et qu’ainsi, toutes les fonctions ne peuvent pas étre des dérivées.

Exercice 20 :

Soit f : RT — R une fonction continue et dérivable sur RT. On suppose que la fonction dérivée f’ est
strictement décroissante et positive sur R

1. Démontrer que pour tout x > 1, nous avons :

flatl)=f@) <f(z)<f@)—flz-1)

Soit x > 1.

* Appliquons le théoréme des accroissements finis & f entre z et x + 1

faet)—f(=) _

e = 1) — =f
S p = ey s =1
Comme z < ¢ < z+ 1, que f’ est strictement décroissante, nous avons f’(c) < f'(z). D’olt
nous obtenons la premiere inégalité : f (x + 1) — f (z) < f' ()

* Appliquons maintenant le théoreme des accroissements finis & f entre x — 1 et x

flx)—f(z—1

D=L g = f @) - f a1 = 110

Comme z — 1 < ¢ < z, que f’ est strictement décroissante, nous avons [ (¢) > f'(z). D’ou
nous obtenons la seconde inégalité : f' (z) < f (z) — f (x)
En synthese, nous avons donc, pour x > 1, f(z+1) — f(x) < f' () < f(x) — f(z = 1)

2. En déduire que si f admet une limite finie A en 400, c'est & dire 11111 f(z) = A ou A est finie,
Tr—r+00

Il existe donc ¢ € Jx;x + 1] tel que

Il existe donc ¢ € Jx — 1; 2] tel que

: TN
alors Tll)riloo f'(x)=0
Nous avons ngoof (z) = xllrfoof (x+1) = xllrfoof (x — 1) = A. Donc, xll}gr_loo (flz+1)—f(x) =
Oet lim (F(x)~ fz—1)) =0,
Donc, par encadrement, nous déduisons Erf f'(x)=0
p
3. On définit la suite (Sp),, par : Sp = f' (1) + f'(2) + -+ ' (p) = Zf’ (k) Démontrer que la
k=1

suite (Sp)p>1 est convergente si et seulement si f admet une limite finie A lorsque A tend vers +o00
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* D’apres la question 1, nous avons, pour tout k € N* f(k+ 1)—f (k) < f' (k) < f(k)—f (k—1)
et donc pour k=1,...,p

f+D) —f) < Pk <f)—fk-1)

f@) - fp-1< Fp-1) <fp-1)-fp-2)
fo+)—f< fp <f-fP-1)

En additionnant, nous avons alors :

P

Flo+D)=fM) <D f'(k)<f)—f0) <= flp+1)=f(1)<S,<f(p)-1(0)

k=1

* Il faut remarquer que, puisque, pour tout > 0, nous avons f’ (x) > 0 la suite (Sp)p>1 est une
suite croissante. D’autre part, comme f’ (x) > 0, f est une fonction croissante
* Supposons que 11111 f(z) = A ou A est fini
Tr—r+00

Alors, l}rf f(p) = A et donc Er}rn (f (p) = f(0)) = A— f(0), et de la croissance de f, nous
P s D [e%s}
tirons que, pour tout p € N*, (f (p) — f(0)) < A— f(0) et donc, S, < A— f(0)

La suite (Sp)p>1 est donc une suite croissante et majorée, donc convergente.
* Supposons que f n’admette pas de limite finie en +o00
De la positivité et de la croissante de f, nous déduisons que Ill)r_&)@f () = +o0, et donc,
i (f(p+ 1) = £ (1) = oo
Comme f (p+ 1) — f (1) < Sp, nous déduisons que pgrfoo Sp = +o0; ainsi, la suite (5p),, est

divergente
Ainsi, la suite (Sp)p>1 est convergente si et seulement si f admet une limite fonie A lorsque A
tend vers 400

4. Applications : Quelle est la nature des suites (ay),~, et (by),-, suivantes :

P
(a’) aP:;1+k2

1 "1 u
En posant f’ (r) = ——, nous avons a, = — = " (k).
f est bien positive et décroissante sur R et, d’autre part, f (z) = arctanz et lim arctanz =

T—r+00

—|—g, c’est & dire que la limite de f est finie.

Dong, la suite (a,),,, est convergente

SN |
(b) bP:kz::lm

1 b 1 p
En posant f'(z) = Wi nous avons b, = Z Ik = Zf/ (k).
k=1

k=1
J est bien positive et décroissante sur R* et, d’autre part, f (z) = 2¢/1 + z et lirf 2v1+x =
r—r 400
400, c’est a dire que la limite de f est infinie.
Donc, la suite (bp)p>1 est divergente et diverge vers +oo
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1 1
En posant f'(z) = —» hous avons ¢, = Z 7= Zf’ (k).
k=1 k=1

m Inz = +oo,

est bien positive et decroissante sur et, d’autre part, r)=Inxe 1
" est bi itive et décroi t R*t et, d’aut t 1 t 1'+
xT—r+00

c’est a dire que la limite de f est infinie.
Donc, la suite (cp)p>1 est divergente et diverge vers +oo

. . , .
5. Nous définissons les suites (o), et (Up)[)>1 par :

op=5S,—f(p+1) et U;ZSp—f(p)

(a) Démontrer que les suites (o) -, et (a;))p>1 sont monotones

* Nous allons démontrer que la suite (ap)p>1 est croissante
=

11 suffit de calculer 041 —0p :

opr1—0p= (Spr1—f(p+2)—(Sp,—fp+1))
= (Spp1=8p)—(f(p+2)—fp+1)
fflio+1)—(f(p+2)—f(p+1))

Pour tout # > 1, nous avons f(x +1)— f(z) < f'(z) = f' () = (f(z+ 1) — f(x)) >0
Donc, pour tout p entier tel que p > 1, nous avons f' (p+1)— (f(p+2)— f(p+1)) >0,
c’est a dire opy1 —op >0

La suite (o), est donc strictement croissante

Il’)p>1

* Nous allons démontrer que la suite (U est décroissante

/ /.
Nous allons calculer 0}, — 0, :

opi1 —0p = (Spr1—f(p+1)— (S, — f(p)
N (Sp-H *Sp) - (f (pJfl) *f(p»
= fflp+1)—(f(p+1)—f(p)

Pour tout « > 1, nous avons f' (z) < f(zx) = f(z—1) <= f'() = (f(x)+ f(z—=1)) <0
Donc, pour tout p entier tel que p > 1, nous avons ' (p+1)—(f (p+1) — f (p)) <0, c’est
adire 0y, — 0, >0
La suite (07,) _. est donc strictement décroissante

p=1

< /
(b) Démontrer que, pour tout p > 1, o, < 0,

Il faut donc faire la différence o, — 07 ; or

op =0y =(Sp = fp+ )= (S, = fP)=Ff(p)-flp+1)

Or, si f' est positive, f est croissante et donc f (p) — f (p+1) <0, c’est a dire 0, < 7},
(¢) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la fonction [’ pour que les suites (O'p)p>1 et

, . .
(O'p)p> | soient adjacentes

11 faut donc trouver une condition nécessaire et suffisante sur f/ pour que lirf (o';) — ap) =0.
p——+oo
Or, 0, —0, = f(p+1) — f(p), et d’apres I'inégalité prouvée dans la premiere question, et de

la croissance de f, nous avons :

0<flp+1)—f(<f(p

N . . o SN . SN . _ _ TN
* Ainsi, si wgr—&r-loof (x) = 0, alors pgr-i{loof (p) =0 et pgr—i{loo (flp+1)—f(p) =0, cest &

dire lim (o’z’) -

1 ap) = 0 et les suites (o), 5, et (cr{,)p>1 sont adjacentes
pP—>1+00 =z >
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* Réciproquement, supposons lim (J;) —0p) =0.
p—>—+oo

De linégalité 0 < f'(p) < f(p) — f(p— 1), c’est a dire 0 < f'(p) < 0},_y — 0p_1, NOUS
déduisons que lim f’(p) = 0.
p—+400
p€EN
11 faut montrer que lim [’ (z) = 0.
T—+00

zeR
Soit € >0

Comme la suite (f' (p)), ey~ admet pour limite 0, il existe N. € N* tel que pour tout
p € N*, nous ayions I'implication (p > N.) = (0 < f' (p) < ¢)

Par hypotheéses, la fonction f/ est décroissante et donc pour tout z € R tels que si z > N.+1,
alors, 0 < f/'(x) < f'(N: +1) < ¢, et donc IEI}}OO ff(x)=0

La condition nécessaire et siffisante pour que les suites (O'p)p>1 et (U;)) soient adjacentes
=

p=1
. SN
est que Ill)l}_loof () =0
Exercice 21 :
Soita € R et f: [a;+oo] — R, définie, continue et dérivable sur [a; +o0].
1. On suppose que lim [’ (x) = +oo. Démontrer que lim f (z) = +o0
xr——+00 xr——+00

Soit A >0
Comme lixf f'(x) = 400, il existe K4 > 0 tel que si © > K4, alors f'(z) > A
Tr—r+00

Soitz > K4 et appliquons le théoreme des accroissements finis entre K4 et x. Il existe donc

f(x) = f(Ka)
€ |Ka: zf tel que I T A)  priy,
ce Vel tel que =L ey
- (K
Comme ¢ > K 4, nous avons Lﬁ((f‘) > A, cest adire f(x) > A(x — Ka) + f(Ka).
T — KA
D’ott zgr}rloof () = 400
. R, & ; o fl)
2. On suppose, cette fois ci, que lim [’ (xz) = 0. Démontrer que lim =0
T—+00 T—=+o00 T
Soit € > 0.
€
Comme liIJ'I_l f'(z) =0, il existe K, > 0 tel que si x > K., alors | f’ (z)| < 3
Tr—r1+00
Soit x > K. et appliquons le théoreme des accroissements finis entre K. et x; il existe donc
- Ks . , . N
c € |K.; x| tel que f(ac)—ﬁ(() = f'(c), ce qui est équivalent, pour x > K, a
T — K¢

Alors, pour z > K, :

f () f(K:) + (z — Ke) [/ ()
x x
K - K
< [ B
T x
K - K
< f(xs) IO car0 < EZE)
K. A . K.
Comme lim ‘f( ) =0, il existe K! > 0 tel que si z > K] alors 1K) E.
T—+00 x T 9
. . . 1 . 1 (KE) £
Ainsi, si M = sup (KE,KE)7 alors, si z > M, nous avons > K, et x > K_ et donc < 3
x
et | ()] < 3

D’on, si > M, alors

f(x)‘

<s+5 g, et donc li
- - = )4l 1m
T 2 2 ’

T—+00 x
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3. On suppose que lim f'(x) =1 oul > 0. Démontrer que lim I @) =1
r——+00 r—+o00 T
Soit € > 0
Comme HI—P f'(z) =1, il existe A. > 0, tel que si x > A, alors |f' (x) — 1] < %
r—r+00
Nous appliquons le théoréme des accroissements finis entre A, et x. Il existe ¢ € |A.; 2] tel que :
f z) — f As
TR _ ey s p ) = 1A + (- A 7' (0)
£
Maintenant, pour = > A,
F@) | [fw) i
x x
A @A) - ta
x
_ |fA)+ (- (e A — 1z
_ A+ (z -l — [ (c) Ac
x
Ae "(e) A
I AV B
(42) AL
f € i £
< = +—|f
21 @ =+ 2217 @)
Alors : -
*x Comme ¢ > A, alors |/ (¢) =] < =
* Six>3|f(A€)|alors‘f(AE) <<
€ T 3
* Et, pour terminer, comme ¢ > A, alors |f (¢) — | < % = 1- % < fl(e)<l+ %, c’est a dire
/ _c <
@l <sup (|t= 2| e+ 5])
Et donc : 4 4
ZEH i [ — E) l ED
=1 @ < Zsup (= 5] i+ 2
. A
Ce qui nous montre que lim — |f'(¢)] =0
r—+o00 T
A
Il existe donc B > 0 tel que si x > B alors 0 < ?‘E | ()] < %
3|f (A A
Soit M = sup <B,AS,M) Alors, si > M, nous avons |f' (¢) =] < %, ¥ < % et
A, €
= < -.
=TGR
Ce qui termine de montrer que, si z > M, alors 1 (@) — l’ < ¢ et donc que lirf () =1
€T r—+oo I
Démontrer que lim f(x) = 400
r—r—+00
Nous venons de montrer que lim @) =1, c’est a dire, comme [ > 0, lim /(@) =1.
r—+oo I z—+oo [x
Il existe donc B > 0 tel que si > B, alors fl(x) . 1’ < L = % < fl(x) < ;
x x

2
l
Comme [ > 0, si z > B, alors Ex < f (), et donc HIJP f (z) = 400, par minoration
r—r+00

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 260



Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.8 Exercices résolus

4.8.3 Formule de Taylor

Exercice 22 :

R,, [X] est le R-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n

1. Soit a € R, et on appelle E; (X) = (X — a)*

Montrer que la famille {Ey, E1, ..., E,} forme une base de R,, [X]

2. Nous pouvons done écrire tout polyndéme de R,, [X] sous la forme
P(X) =PFEy+ P E1+PEs+---+ P E,

P (q)

En calculant les dérivées successives de P, montrer que pour tout £k =0,...,n, P, = 1

Exercice 23 :
Soit a € R et h > 0. On considére f : [a— h;a+ h] — R, continue sur [a — h;a+ h] dérivable sur
la —h;a+ hj

fla+h)—f(a—h)
h
On considere la fonction F : [0;1] — R définie, pour tout = € [0; 1] par

1. Montrer qu'il existe ¢ € |0; 1] tel que : = f'(a+ch)+ f'(a—ch)

F(2) = f (a+h) - f(a—ah)

Par construction, F est continue sur [0;1] et dérivable sur ]0;1[. La dérivée de F sur ]0; 1] est
donnée par :

F'(z) = hf' (a+xh) + hf' (a — zh)
Nous appliquons le théoréme des accroissements finis & F entre 0 et 1. Il existe donc ¢ € ]0; 1] tel
que :

F) - F(0)
1-0
Comme F'(0) = 0, il existe donc ¢ € |0; 1] tel que F (1) = F’ (¢), c’est a dire tel que :

flath)=fla=h)
h

= F'(c) = F (1) — F(0) = F' (c)

fla+h)—f(a—h)=hf (a+ch)+hf (a—ch) = = f'(a+ch)+f' (a—ch)

Ce que nous voulions

2. Démontrer cette fois ci qu'il existe 6 € ]0; 1] tel que :

flath)—2f(a)+ f(a—h)
h

La méthode est la méme que celle de la question précédente.

= f'(a+60h)— f'(a—06h)

Nous considérons la fonction G : [0; 1] — R définie, pour tout z € [0; 1] par
G (2) = f (a+ah)+ f (a— ah)

Par construction, G est continue sur [0;1] et dérivable sur |0;1[. La dérivée de G sur |0;1] est
donnée par :

G' (z) = hf' (a+xh) — hf' (a — zh)
Nous appliquons le théoreme des accroissements finis & G entre 0 et 1. Il existe donc 6 € ]0; 1] tel
que :

G(1)-G(0)
1-0
Comme G (0) = 2f (a), que G(1) = f (a+ h) + f (a — h), il existe donc 6 € |0; 1] tel que

fla+h)+f(a—h)=2f(a) =G (c)

=G (0) = G (1) - G(0) =G (9)
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C’est a dire tel que :

fla+h)=2f(a)+ f(a—h)="hf"(a+0h)— hf (a—0h)

=

flath)=2f(a)+ fla—h)
h

= f'(a+6h) — f'(a—6h)

Ce que nous voulions

3. On suppose, cette fois-ci que f" (a) existe. Nous posons pour 0 < |u| < h, c'est a dire —h < u < h
etu#0:

fla+u)—2f(a)+ f(a—u)

u2

¢ (u) =
Démontrer que lirr%)go (u) = " (a)
uU—r
On applique 2 fois, la formule de Taylor-Young 4.4.5; pour 0 < |u| < h, nous avons donc :

2
o flatu)=F(a)+uf (0)+ o f (a) + e (u) o lim e (u) = 0
2
o fla=w)=f(a) = uf () + 5[ (0) +ues (u) b lim e (u) = 0
En additionnant, nous obtenons :

flat+u)+ fla—u)=2f(a) + u*f" (a) + u® (e1 (u) + &2 (u))
En divisant par u?, nous obtenons :

flatu)—2f(a)+ f(a—u)

w2

= f"(a) + (e1 (u) + &2 (u)) <= ¢ (u) = [" (a) + (e1 () + €2 (u))

Comme lin%) (e1 (u) + &2 (u)) = 0, nous en déduisons que lin%)ap (u) = f" (a)
u— u—s

Ce que nous voulions

Exercice 24 :

Soit a > 0 et f : [—a;+a] — R définie et continue sur l'intervalle [—a;+a] et deux fois dérivable sur
J—a; +a

On suppose que [ (0) = 0 et que f" est bornée sur |—a;+al, c'est & dire qu'il existe M > O tel que, pour
tout x € |—a; +al, | (x)| <M

n
On construit la suite (Uy),, o~ définie pur tout n € N* par : U, = E f (7>
n
k=1

Il faut démontrer que la suite (Uy), o converge et donner sa limite

D’apres la formule de Taylor 4.4.1, nous avons, pour x € [—a; +a] :
22
(@) = f(0)+xf (0) + 5 f" (6x) ot 6 €]0;1]

2
Crest & dire f () = zf (0) + %f” (6z) ot 6 € ]0; 1[.
L’étude des limites d’une suite est toujours une étude asymptotique.

1
Soit donc n € N* tel que — < a <= n > —. Pour k € N tels que 1 < k < n, nous avons toujours
n a
k
n2
Ainsi, pour 1 < k£ < n, nous avons :

1) =5 0+ g (055)

Lo, oo k
< o c’est a dire, en particulier 0 < 3 <a
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Et donc :
- k "k k2 k
U= () = e 0+ 5 ()
k=1 k=1
S Ry k
= TOY Y ()
k=1 k=1
f/ (0) - 1 - 2 //( k)
= kE+ — k 00—
n2 ; + A 2 f n2
- N 110) & I oo k
D’ou nous déduisons U,, — 2 Zk: ﬁZk i Hﬁ
k=1 k=1
Et en passant & la valeur absolue : |U,, — 1" (0) i i ik2 "
b A N n? k=1 2nt
k

D’apres 'hypothese, nous avons | f” <9ﬁ) < M et alors

1 . 2 //( k ) 1 - 2 //< k > M ¢ 2

i A | R ) < 2

2n4 I;k f an 2n4 ;k ! 9n2 = opt I;k

Or :

B n+1) n(n+1)(2n+1)
Zk —— = et Z/& 5

Nous avons donc :

g n(ntl) n(n+1)2n+1)
Un f (0) 2’/7,2 N 12’/7,4
1) (2 1
Nous avons lirf M n(n—i—l 2) ( 4n—|— ) = 0, et donc en utilisant les résultats sur les limites et les
n—4o00 n

1
inégalités, nous déduisons que lim (Un — 1 (0) M) =0, c’est a dire
n—-+oo 277,2
. n(n+1)  f(0)
ngr}rloo Un = nEIJIrloof 0) m2 2
: R k /7 (0)
En conclusion, nous avons donc nll)riloo Z f <ﬁ> =

4.8.4 Convexité

Exercice 25 :

Démontrer que si la fonction f est croissante et convexe et que si la fonction g est convexe, alors la fonction
f o g est convexe.

On suppose donc f croissante et convexe et g convexe.

Soient z € I, y € I et A € [0;1]. Alors g(Az + (1 — A y) < Mg (z) +
f étant croissante, alors f (g (Ax+ (1 =N y)) < f(Ag(z)+ (1 =N)
f étant convexe f (Ag(x)+ (1 —=X)g(y) < Af(g(x))+ (1 —=A) f(g(y)) et nous avons donc :

flgQz+1=XNy) <Af(9(@)+ 1= f(g))

s}
—~
<
~
~—

C’est a dire
fogz+(1-Ny) <Afog(x)+(1-A)fog(y)

Ainsi, si la fonction f est croissante et convexe et que si la fonction g est convexe, alors la fonction fog
est convexe.
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Exercice 26 :

1. Démontrer qu'une fonction f : I — R est convexe si et seulement si pour tout n € N avecn > 2,
pour tout choix de points x1 € I...x, € I, et de coefficients \y € RT ... \,, € RT tels que, pour

n n n
touti=1,....,n\ =0 et Z)‘i =1 nous avons f (Z)‘ixi> < Z/\if(a:i)
i=1 i=1 i=1
(a) Supposons que f soit convexe

Nous allons démontrer, par une récurrence sur n que pour tout n € N avec n > 2, pour
tout choix de points 1 € I .z, € I, et de coefficients \; € R*... )\, € RT tels que, pour

touti=1,...,n OetZ)\ —1n0usavonsf<2)\acl> Z)\f x;)

i=1
> C’est évidemment vrai pour n = 2, puisque si A\ + Ay =1, alors

J(Arzy + Aowo) = f( Az + (1= M) 22) < A f (1) 4+ (1 = Ap) f22) = A f (1) + Ao f (22)

> Supposons la propriété vraie a ’ordre n
> Démontrons la propriété a 'ordre n + 1

Soient donc x1 € I...z,41 € I, et de coefficients A\; € RT...\,11 € RT tels que, pour
n+1

tout i =1,...,n+ 1 nous avons \; > 0 et Z)\izl

Alors :
n+1 n
Z A%y = Apt1%ng1 + Z Ais
i=1 i=1

n
Z)\l n
zil Z /\izi
Z i i=1
i=1

" z": Aim

N )\n-‘rlxn—i-l + <Z /\1> %
i=1 Z \i

i=1

>
- )\n-‘rlxn—i-l + (1 - )\n+1) i:T1L

DN
i=1

= )\n+1xn+1 + (1 - )\n+1) Y_

n+1
Alnsi, f (Z )\ﬂz‘) = fQnp1tnpr + (1= A1) Y) < Anidf (@ng1) + (1= Anga) F(Y)

car f est convexe
n
Ai

Z PV i A
i=1

En posant p; = ——, nous avons Z w; = 1 et donc, d’apres 'hypothese de récurrence,

Z)‘Z i=1
i=1

<
3

Or, Y =

Z;
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En faisant la synthese, nous avons :

n+1 n
f <Z /\i$i> < AMt1Tpgr + (Z /\z‘) F )
i1

=1

< >\n+1xn+1 + <Z >\z> Z n>\1 f (x’t)
i=1 i=1 Z \;

i=1
n+1

= Z Aif ()

C’est donc vrai a 'ordre n + 1
Et nous avons démontré la proposition

(b) Réciproquement si pour tout n € N avec n > 2, pour tout choix de points 1 € I...x, € I,

n
et de coefficients Ay € R... A\, € R tels que, pour tout i = 1,...,n A; > 0 et Z/\i =1 nous

" " =1
avons f (Z )\zxz> < Z )\lf (SQ)
i=1 i=1
Soient donc x1 € I, 29 € I A\; € RT, XAy € RT tels que Ay + Xy = 1.
D’apres la propriété, nous avons f (A1 + (1 — A1) x2) < A1 f (1) + (1 — A1) f (z2). f est donc
convexe.
2. Soit une fonction f : I — R convexe; démontrer que pour 1 € I,...,x, € I et \1,..., A\, n
nombres réels positifs, nous avons :

Z i Z Aif (11)
i=1 < =1

f n =~ n
pBRY pBRY
i=1 i=1
. . . i - . , .
Rien de plus simple : il suffit de poser p; = —; ; IOUS avons Z w; = 1 et il suffit d’appliquer

Z i i=1

la question précédente.

Exercice 27 :

Soit h : R — R*T une fonction telle que In h soit convexe; démontrer que h est une fonction convexe.

Nous savons que la fonction exponentielle exp (z) = e® est une fonction convexe et croissante. Comme
In h est convexe, alors expolnh est convexe. Or, h = expolnh et h est bien convexe

Exercice 28 :

1. Utiliser la convexité de f (x) = x> pour montrer que, pour tout n € N* et tout x1,...,x, réels, nous
avons :
n T 1 n
k 2
— — T
D BE ERT DI
k=1 k=1
La fonction f (x) = 22 est convexe sur R. Donc, pour tout n € N* et tout 1, ..., z, réels, nous
avons : . .
T1 4Ty 1 14w\ 2 1 5
() 1S i e () < L
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Ce qui nous, en passant a la racine carrée :

Ce que nous voulions

2. Pour p € N*, utiliser la convexité de f (x) = xP sur RY pour montrer que, pour tout n € N* et tout
Z1,...,Ty, réels positifs, nous avons :

La dérivée seconde de f(z) = zP sur RT est donnée par f”(z) = p(p—1)2P~2. La dérivée
seconde étant positive ou nulle sur RT et donc f (z) = 2P est convexe sur R
Comme tout a I’heure, pour tout n € N* et tout x1,...,x, réels positifs, nous avons :

ESE) s o (255 <1

Ce qui nous, en passant a la racine p-ieme : Z ( Z xk>
k=1
Ce que nous voulions
3. Utiliser la convexité de f (x) = — Inx sur R** pour montrer que, pour tout n € N* et tout x1,...,x,

réels strictement positifs, nous avons :

, Ti+ T+ -+ Ty
'Lxl...l-n<

n

1
f" (z) la dérivée seconde de f est donnée par f”(r) = — ; elle est positive sur R** et donc
x

f(x) = —Inz est convexe sur R*T, et donc pour tout n € N* et tout z1, ..., z, réels strictement
positifs, nous avons :

n

EE) 1S () <15

k=1
Or,
T+ 1 & r1 +
—111(%) gﬁzflnxk@1n<17) Zln:ck
k=1
D’apres les propriétés du logarithme, Zln T = ln (r122 -+ p) = In (129 - xn)% et, en

prenant I’exponentielle, nous avons :

r1+---x 1 r1+---x
<¥)>(m1xz-~xn)"<:> VTiaz T, < =
n n
En déduire que :
(a) a®+ b + ¢ = 3abe
AN . 3 13 3 3 CL3 + b3 + 03 .
On considere 3 réels a°, b° et ¢?. Nous avons donc : vVa3b3c3 < — 5 ce qui nous donns
donc : 5 5 5
a® +b° +c¢ ) )
abe < — 3 — a® + b3+ ¢ > 3abe
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(b) (a+b+c)® > 27abe

. a+b+c
On applique I'inégalité & a, b et ¢ : vVabc < % D’ot, en élevant au cube :

b b 3
abe < atdte <= abc < (M) <= 2T7abc < (a+b+c)3

3 3
n +1
(¢) Pour tout n € N*, {/n! < r 5

. R T4 Ty .

Nous appliquons l'inégalité /zixs -z, < aux n entiers rp = k. Alors :
n
1+243+--- " 1 " 1

VIx2x---xn< tetot +n<:> nlg%@vmgwr

n n

Exercice 29 :
1. Que dire de la somme de deux fonctions convexes 7

Soient f et g 2 fonctions convexes sur un intervalle I et 2 nombres x;nl et y € I tels que z < y
* Alors, pour tout A € [0; 1], nous avons f (Az 4+ (1 —A)y) < Af (z) + (1= X) f(y)
* Et pour tout A € [0;1], nous avons g(Az + (1 — A)y) < Ag(x)+ (1 —N)g(y)
* Donc :

(f+9) Az +(1-N)y)

= f(

< M@ +A =N @) +Ag@)+ 1 =Ngy)
< AMf@)+g@)+QA =N () + )

< Af+9) @+ -N(f+9) ()

Ce qui montre que f + g est convexe.
La somme de 2 fonctions convexes est convexe

2. Que dire de la combinaison linéaire de deux fonctions convexes ?

On consideére 2 fonctions f (z) =e® et g(z) = e *

> On sait que f (z) = e* est convexe.

> Nous avons ¢ (x) = e™%; comme, pour tout x € R, ¢’ () > 0, g est convexe sur R

> Nous avons maintenant, (f — g) (z) = f (z) —g(z) = e* —e * et donc (f —g)" () = e® —e™*
Sia >0, alors (f —g)" (z) > 0etsiz <0, alors (f —g)" (z) < 0. Ce qui veut dire que la
dérivée seconde n’est pas positive sur R et donc que f — g n’est pas convexe sur R

La combinaison linéaire de 2 fonctions convexes n’est pas forcément convexe

Exercice 30 :

Soit f : R — R une fonction convexe et positive. On suppose qu'il existe a € R et b € R tel que
f(a) = f(b) =0. Montrer que f est nulle sur I'intervalle [a; b]

Voila un exercice sans trop de difficulté.

Tout x € [a;b] s’écrit @ = Aa + (1 — A) b. D’apres 'hypothese, f(x) = 0et f(x) < Af(a) + (1 —A) f (D).
Comme f (a) = f (b) =0, nous avons aussi f (x) < 0, et donc, pour tout x € [a;b], f(z) =0

f est donc nulle sur Uintervalle [a; ]

Exercice 31 :

Soient f et g 2 fonctions convexes sur un intervalle I

1. Montrer que h = sup (f, g) est une fonction convexe

Soient x € I, y € I et A € [0;1]. Alors :
5 £ @) <h(x) et f(y) < h(y) et, de méme g (2) < h(x) et g (4) < b (3)
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— D’autre part f(Az+(1—-Ny) < Af(@)+ Q=N f(y) et grz+(1—-A)y) < Ag(z) +

(1=Xg(y)
— Comme X > 0 et (1 —A) > 0, nous avons )\f( Y < Ah(z) et (T=X)f(y) < (1—=Xh(y),
c’estadire)\f(x)—l—(l—)\)f()<)\h() A) h(y)

De la méme maniere,A\g (x) + (1 — A) g (y) < )\h( Y+ (1 =N h(y)

— Or, nous avons f (Ax+ (1 =N y) < Af(x)+(1—=A) f(y) <A (z)+ (1 =N h(y)
De méme, nous avons g (Az + (1 — AN y) < Ma(x) + (1 —A) h(y)
Donc sup {7 -+ (1= 09 (4 + (1=} () + (1 =) ()

— Comme h(Ax + (1 =N y) =sup{f Az + (1—=N)y);9(Az+ (1 —-XN)y)}, nous avons :

h(Az+ (1= A)y) < Ah(z)+ (1—A)h(y)
Ainsi, h = sup (f, g) est une fonction convexe
. Que dire de j = inf (f,g) ?
A contrario, j = inf (f, g) n’est pas forcément convexe

Soient f(x) =x+1let g(x)= g ; ces deux fonctions sont convexes, mais j (x) = inf (f (x), g (z))

ne l'est pas.

r+1siz<<—2
Nous avons, en fait : j(z) = ¢ =
2

e
-

FIGURE 4.11 — j (z) = inf (f (z), g (x)) n’est pas convexe

Exercice 32 :

t
1. Démontrer que, pour tout x > 0 et tout t € [0;x], nous avons 1 +t < e! <1+ — (e —1)
o

La fonction exponentielle est au-dessus de ses tangentes et sous ses cordes.
Soit donc x > 0 et considérons l'intervalle [0; z]

Si nous considérons la tangente en x = 0 a la courbe €!, elle a pour équation y = ¢ + 1, et nous
pouvons dire que, pour tout ¢t € R que ¢t < e

t
La sécante qui passe par les points (0;1) et (x;e®) a pour équation y = 1 + — (e® — 1), et donc,
x

4
pour tout ¢ € [0; z], nous avons e’ <1+ — (e* — 1)
x

t
Finalement, pour tout x > 0 et tout ¢ € [0;x], nous avons 1 +¢ < e <1+ - (e” —1)

. Que se passe-t-il siz < 07?7
Il se passe la méme chose, et pour les mémes raisons!!

t
Pour tout x < 0 et tout ¢ € [z;0], nous avons 1 +¢ <ef <1+ — (e® — 1)
x
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oy

P

t+1

/ .

FIGURE 4.12 — La fonction exponentielle est convexe, donc au-dessus de ses tangentes et sous ses cordes

Exercice 33 :

Utiliser la fonction f définie sur l'intervalle |+1; +oo[ par f () = In (Inx) pour démontrer que

(Ve > 1) (Vy > 1) (ln (%ﬂ)) >/(Inz) (Iny)

Calculons, pour x > 1, la dérivée seconde de f. Nous avons :

_ 2

Comme z > 1, — (1 +In x)2 < 0et f”(z) <0, ce qui veut dire que f est concave. Done, pour tout z > 1
et tout y > 1:

f(x—;y) > f(x);f(y) —1In [ln (xT—’_yﬂ 2%(lnlnx+ln1ny)

Or:
1 1
3 (Inlnz +Inlny) = aln(lnxlny) =In+/Inzlny

Nous avons donc In {ln (CUT-i-y)] > Iny/Inzlny, et en passant par I’exponentielle qui est une fonction

In ($—2|—y> > +/Inzlny

croissante, nous avons :

Exercice 34 :
1. Démontrer que la fonction f définie sur R par f (z) = In (1 + e*) est convexe

Il suffit d’en calculer la dérivée seconde et de vérifier qu’elle est positive.
xr

€
" (x) = ———=; f" est bien positive sur R, donc convexe sur R
(1+e)
2. Montrer que, pour tout n € N* et tout 1 > 0,--- ,x, > 0 nous avons :
n n n L
1+ <H$ﬂk> < H (1+ap)™
k=1 k=1
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> La fonction f étant convexe sur R, pour tout n € N* et tout z; € R,--- | x,, € Rnous avons :
r1+ a2+ +xh 1 <
7( . )<= > @)
i—

C’est a dire : N
zitwot--twn 1
1 (1 e ) <=3 In(1+e™
n(l+e - ; n (1 +e")

> Des propriétés de I’exponentielle, nous avons :
* Pour le premier membre de I'inéquation :

zitawot- - tan 1 T3 Tn
n = en Xen X--+-Xen

|

i ':]
%i
R"
S\H

* Et pour le second membre de I'inéquation :

lﬁ(l—i—e ln(ﬁ (1+ e )

i=

1
n

3\?—‘

1TL
N In(1+e%) =
n;n( +e™)

De telle sorte que nous avons une nouvelle inégalité :

In{ 1+ (ﬁ (e”’“))

k=1

[

1

n n
<lIn (H + e®) )
i=1
Comme la fonction In est bijective, nous avons :

k=1 1=1

> Soient y3 > 0,y2 > 0...y, > 0. La fonction exp étant bijective, il existe une unique z; € R tel
que y; = e et alors, nous avons 'inégalité :

1+<Hyk> (H 1+yk> <:>1+Hy Hl—l—yk;
k=1 k=1 k=1

k=1

3=

-

Ce que nous voulions

3. En déduire que pour tout n € N*, etay >0,--- ,a, >0 et by >0,---,b, >0, nous avons :
1 l
n n
k=1
Soient n € N*, et soient a; > 0,--- ,a, > 0et by > 0,--- ,b, > 0 2n réels strictement positifs. En

ag e 9 2 sz sz
posant yp = - et en utilisant 'inégalité précédente, nous avons

I =IO

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 270



Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.8 Exercices résolus

* D’une part :

* D’autre part :

D’ou nous obtenons :

?r:\H
—=
—

S

B

+

S

&
N

3

W‘g\»—-

EIE

N
i

\»—-

117

C’est a dire, apres simplification :

(1) (i)

Ce que nous voulions

Exercice 35 :

1. Montrer que, pour tout n € N* et tout a; > 0,--- ,a, > 0, nous avons :

Il est facile & démontrer que la fonction f (z) = y/z définie sur R** est concave; il suffit, pour

1
41

cela, de vérifier la dérivée seconde est négative : nous avons f” () =

Deés lors, pour tout n € N* et tout a; > 0,--- ,a, > 0, nous avons :

O S R

C’est a dire :

g+ Fa, 1 1 1 & 1 <«
7>f = — 27 = 27
\/ - n;\/ak ﬁ¢a1+ T an n;\/ak Vai + -+ ap ﬁ;\/ak

Ce que nous voulions

erlX.T”fl
x—1 NZD

2. Démontrer que, pour tout x > 1, nous avons \/x2" — 1 >
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n n 2n
" —1
Pour = > 1, posons a = 2%*. Alors g ay = g z?k = 71 , et donc =
72 —
k=1 k=1
2 —1
2 —1
n n n n
" —1
De méme, Vag = g 2k = g zF = )

k=1

D’ot, I'inégalité

Exercice 36 :

1. Vérifier que f, définie sur R** par f (x) = xInw est convexe sur R*T

1
11 suffit donc de calculer la dérivée seconde f” () = — qui est positive sur R*+
@

2. Démontrer que, pour tout x > 0, tout y > 0, tout a > 0 et tout b > 0 nous avons :

(x+y) ln(%) < :L'hl(%) +yln(%)
Soient x >0,y >0,a>0et b>0

. T
Nous écrivons que f est convexe entre — et % ; pour tout A € [0;1], nous avons :
a

PR ra-ng) v () a-ns(3)

a
Ainsi, en posant A = pre nous avons 1 — A = et I'inégalité devient :
a

f(aibxg—’—aibx%) S aibf(g)—i—aibf(%)
—

f(iii) S aibf(g)‘Laibf(%)
Et maintenant, mettons nous au calcul :
BC NG
— ol (= Q) =5 ()
= o (§) = o D) =2 ()

D’ou, I'inégalité devient :

Ct)m(t) < am () - m ()

Ce qui donne, en simplifiant :

(;U—i—y)ln(xiz) <zln <£> +yln (%)

a a
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Exercice 37 :

CET EXERCICE EST FAIT DE QUESTIONS PLUS OU MOINS INDEPENDANTES, UTILISANT LE MEME OUTIL
Soit f : R — R une fonction convexe

1. On suppose f strictement croissante. Etudier lim f (x)

T—+00

Nous allons démontrer la question de 2 fagons

(a)

Une premiere fagon

f étant convexe est toujours < sous les tangentes >, c’est a dire que, pour tout z € R et tout

a € R, nous avons f (z) > f}(a) (x —a) + f (a)

Fixons a € R; f étant croissante f}; (a) > 0 et donc lir_sr_l fi(a) (x —a)+ f (a) = +00 et donc
xr—r+00

lim f(z)=+o0

T—+00

Une seconde facon

On considere hg (z) = f(xa)c :g(o) AC) ; f(o) D

Donc, pour tout > 1, hg (z) > hg (1) et donc @) ; 1O > f) I 1O =f(1)— f(0)

Donc f(x) = (f(1)— f(0))x + f(0). Comme, f est croissante, f (1) — f(0) > 0. Donc,
im (F(1)~ f(0)a+£(0) = 0et done L f(x) =0

apres 4.5.3, la fonction hg est crois-

sante.

2. On suppose que f est bornée. Montrer que f est constante

Si f est constante, alors, pour tout a € R et tout b € R, avec a # b, nous avons f (a) = f (b).

Supposons le contraire, c’est a dire f (a) # f (b). Pour nous simplifier la vie, nous supposons a < b

> Si f(a) > f(b)

Alors, nous utilisons la fonction h, (z) = M. D’apres 4.5.3, la fonction h, est crois-
r—a
sante. )
Donc, pour tout & > b, nous avons h, (z) > h, (b), c’est & dire f@) = fa) < il l))_ /(@)
T—a —-a

f(b) = f(a)

b )(m—a), puisque x —a > 0 et donc :
—a

et donc f(x) — f(a) < (

re) < (FOZLY ooy hr

Comme M < 0, nous avons lim (M) (x—a)+ f(a) = +o0 et donc
—a T—>—00 —a
lim f(x) = —o0, ce qui contredit le fait que f est bornée.
xr——+00
Si f (a) < f(b)
e N , @) =f0) .
Alors, nous utilisons toujours la fonction hy (z) = . D’apres 4.5.3, la fonction hy

est croissante. f (@) — f(b) f (a) — f ()

) = a—2>b

) (x —b), puisque z —a < 0 et donc :

et

Donc, pour tout & < a, nous avons hy, (z) < hy (a), c’est & dire

done £ ()~ (0> (HOZTO

(ﬂ@—ﬂ@

a —

f@) > Y0450

Comme

W > 0, nous avons IETOO <w> (x—a)+ f(b) = +oo et donc

liT f (x) = 400, ce qui contredit une nouvelle fois le fait que f est bornée.
r—r+00

Donc 'hypothese f (a) # f (b) est contradictoire et f (a) = f (b) et f est constante sur R
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3. On suppose que lim f(x) = 0. Montrer que f est positive
T—r+00

I1 faut donc que nous démontrions que, pour tout a € R, nous avons f (a) > 0

Supposons le contraire, c’est & dire qu’il existe ag € R tel que f (ap) <0

Comme HI—P f(x) =0, il existe b € R, (et on peut choisir b > ag) tel que si z > b, alors
r—r+00

1 1 1
@) < 51 (a0)] = 5 (a0) < f () < 5 % ~f (a)
Lo 1 1
Nous avons, en particulier §f (ap) < f(b) < 3 X —f (ao)
Considérons, maintenant h,, (z) = M. D’apres 4.5.3, la fonction h,, est croissante.

0
Alors, pour tout z > b nous avons : hg, () = hg, (b), c’est & dire :

f(x) — f(ao) S f(b) — f (ao)

=

T — ag b—ag

De linégalité %f(ao) < f(b) < % x —f (ap), nous tirons : % x —f(ag) < f(b) = f(ag) <

3
3 X —f (ag), de telle sorte, puisque b > ag :

b— aq 2 (b - ao)
~f(z) = f(ao) —f (ao)
Et donc : pra— > 300 —ao)
D’oti nous avons, pour = > b, f (z) > <2(g(aao))> (x —a)+ f(ap). Comme Z(éf(aa())) > 0, nous
—ag —ag
avons IETOO (M) (x —a) + f(ap) = o0, et donc mgrfoof (z) = 400

Ce qui est en totale contradiction avec I’hypothese. Donc f est positive sur R
4. On suppose que f admet une droite asymptote en +oco. Etudier la position de Cy la courbe représentative
de f par rapport a la droite asymptote.
Soit y = ax + b I’équation de cette droite asymptote ; alors liIJIrl [f () —(ax+Db)] =0
r—r 400

La fonction g (x) = — (ax + b) est convexe (et aussi concave puisque c’est une application affine)
et donc la fonction f + g est convexe comme somme de 2 fonctions convexes.

Nous avons (f + g) (x) = f (z) — (axz + 1) et donc acEI—&r-loo (f+g)(x)=0

lim (f+ g)(x) =0, nous avons, pour
T——+00

tout z € R, (f + g) (z) = 0, c’est & dire que, pour tout z € R,

D’apres la question précédente, comme f + g convexe et

f(z)=(ax+b) 20« f(z) > (ax + D)

Ainsi, Cy la courbe représentative de f est au-dessus de la droite asymptote.

Exercice 38 :

Voici un exercice réellement “tiré par les cheveux”, pas exactement transcendant...... apportant peu, en
fait, sinon une pratique des propriétés des fonctions convezes
Soit f :]0; +00[ — R une fonction convexe.

[ (x)

x
cette limite est finie ou égale a +00

—f@
admet, en 400, la méme limite que hy (x) = fl@) =) et que

1. Démontrer que la fonction 1
T —
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D’apres 4.5.3, la fonction h; est croissante et alors, de deux choses 'une :

lim hy(z) =L oubien lim hy(z)=+oc0
Tr—+00 r—+00

Nous avons :

fo) @ fOH Q) (@)
T T —11 ) T )
_ @)= rQ) -1 )
z—1 ) T ) T
— hl(x)x(x7)+f()
x x
~1 1
Nous avons lim (@ ) = 1et lim L = 0 et donc, nous avons bien lim f (=) =
T—+00 x r—+o00 I T—+o0 I
lim hl (l‘)
T—>+00
Ce que nous voulions.
2. Montrer que si lim /(@) = L, alors g (x) = f () — Lz admet une limite finie ou —oo lorsque x

T—r+00 x
tens vers +00

f@)— f(x)
t—x
Nous avons h, croissante sur |x; +o00[ et donc, comme précédemment :

Soit > 0; nous considérons h (t) = définie sur |x; o0l

lim h, (t) = L oubien lm h, (t) =400
t—+oo t—+oo

h. étant croissante, pour tout y > x, nous avons h, (y) < L, c’est a dire :
fy)—f(
W) <L s f ) - 1@ < Lly—2) = 1)~ Ly < (@) — Ls

En considérant g (z) = f (x) — Lz, nous venons de montrer que g est décroissante et donc :

t_l:gloog (x) =1 ou bien xBr—il-loog (x) = -0
Exercice 39 :
Soit f : ]0;+00] — R une application. Nous définissons g : |0; +o0[ — R par g (x) = M pour tout
T

x> 0.

1. Montrer si g est décroissante, alors [ est sous-additive sur |0;+o0].

Soient a >0et b >0

b
* g étant décroissante, alors g (a +b) < g (a), c’est & dire / (a++b ) < ! (a)’ inégalité équivalente
a a
s af(a+b)
— <
2 Lt

* Pour les mémes raisons, nous avons :

bf (a+0b)
ﬁgf(b)

* Maintenant, en additionnant les deux inégalités, nous obtenons :

af (a+b) +bf(a—|—b)

b vy ST@+f0) = flat+b)<fla)+ /()

f est bien sous-additive

2. Montrer que si f est convexe et sous-additive, alors g est décroissante

Soient a > 0 et b > 0 tels que a < b; il nous faut donc montrer que g (b) < g (a)
a
— Soit o = 7 Par construction, nous avons 0 < a < +1, et donc, de la convexité de f :

flaa+ (1 —a)(a+b)) <af(a)+ (1 —a)f(a+b)
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— f est sous-additive, donc f (a +b) < f (a) + f (b) et en injectant cette inégalité, nous avons :

af(a)+ (1 —a)f(a+b) <af(a)(l—a)(f(a)+f(0))

Ce qui nous donne en synthése :

flaa+ (1 —a)(a+b)) <af(a)(l—a)(f(a)+ f(b))

— Maintenant, calculons les différents membres de cette derniere inégalité :
*aa+(l—a)(a+b)=act+a+b—aa—ab=a+(1—a)b=a+ (1 - %) b=a+b—a=0
* af(a)(L—a)(f(a)+ [ (b)) =af(@)+f(a)+f(b)—af (@) —af (b) = f(a)+(1 —a) f(b)
— D’out nous tirons : f (b)) < f(a)+(1—a) f(b) < f(a)—af(b) =0

Or, f (@)~ af 1) >0 = f(@) > 17 0) = T > T i dive g ) < g a)

Ce que nous voulions.

4.8.5 Miscelleanous

Exercice 40 :

, o 1 1 1 1 -~ 1
1. Montrer que la suite (un), - définie par u, = ~+ i + i oot o = Z est

convergente. On appelle | sa limite

Nous allons démontrer que la suite (u,)
> Elle est minorée
Effectivement, et de maniére évidente, elle est strictement positive.
Plus généralement, (uy),, oy~ est une suite bornée.

nen+ €st décroissante et minorée (donc convergente)

1 1 1
En effet, pour tout entier £ tel que 0 < k£ < n, nous avons — < y < —, et en passant a
n n
la sommation, nous avons :
n n n
1 1 1 n+1 n+1
— < < — = <u
k702n\szon+k\szon 2n " T n

1
Et nous avons donc bien 5 <Up <2

> La suite est décroissante
Pour montrer la décroissante de la suite, nous calculons donc u,+1 — uy,

n+1 1 n 1
D Ve RSPt
k:On+1+k k:0n+k
k:0n+(1+k) k:0n+k
k=1?;+k k:0n+k )

n+n+1+n+n+2_n
1 1 1

_l’_
2n+1 2n+2 n
2nn+1)+n2n+1)—22n+1)(n+1)

g2n+ 1) (2n+2)n

—3n —
2n+1)(2n+2)n

Donc, up4+1 — upn < 0 et la suite (un)neN* est donc strictement décroissante.
La suite (uy), oy~ étant décroissante et minorée est donc convergente, et nous appelons / sa limite
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2. Soit f une fonction numérique définie sur [—1;+1], dérivable en 0 et nulle en 0 (c’est a dire f (0) = 0).
On consideére la suite (S, (f)),,cn- définie par :

S"(f):f(:z)+f(n—1i-1)+f(n+2>+“.+f<21n>:éf(nik)

Montrer que la suite (S, (f)),,cn- converge vers une limite S (f) qu'il possible d'exprimer en fonction
de l et de f'(0)

Soit € > 0
> Comme f est différentiable en 0, il existe o > 0 tel que, pour tout « € |—«; +«[, nous ayions :

f @) = £0) +2f (0) + 2 (x) oh lim () =0

Comme f (0) = 0, nous pouvons remplacer la précédente égalité par :

f (@) = 2f (0) + 2 (2) ot lim i (x) =0

€
Comme lirrbga( x) =0, il existe a; > 0 tel que si |z| < ay alors [p (z)| < 3
T—
> Appelons § = inf {a; a4 }.
1
Comme la suite | — est une suite décroissante et tendant vers 0, il existe Ng € N* tel

n neN* )
que, pour tout n € N, si n > Ng, alors — < 3
n

Soit n > Ng; alors, pour k € N, avec 0 < k < n, nous avons :

f(nik) :nikf/(o)+%+l€‘p(nik>

Et, en sommant de k = 0 a £ = n, nous avons :

zn:f(nik)f/(o)zn:nikjLGik@(nik)

k=0 k=0 k=0

C’est a dire :

’ - 1 1
Su(f)=f (0)un+kzz()mw(n+k>

> Supposons [’ (0) =0
Alors :

n

I;)nik@(wrk)’ ki)nw’ (nik)'

1 1
e Sin> Nﬁ,alorso<ﬂ<a1et ’@(M)’gz

|Sn ()] =

n

1
e Nous avons démontré que Z — <2
n

+k
Donc, n > Ng, alors |S, (f)| < 2 X % €
Nous avons done, alors lim S, (f) =0
n—+00
> Supposons [’ (0) # 0, c’est a dire \ "(0)| >
Nous allons démontrer que 1irJIrl n (f) = (0) I. Pour ce faire, nous avons :
n—

()
.

M:

Su (f) = F(0) 1= f(0)un —

I
=
\
M
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De telle sorte que :

S0 (5 = F O <17 O)lfun — 11+ +k\ (1)\

k=0 n+k

Nous avons montré que lirf u, = [; il existe donc Ny € N tel que, si n > Ny, alors |u, — | <
o0

n—
_c
2[f"(0)]
Et,pour n > N, nousawonszn:L ( ! )<2><E
P Z k70n+k<p n+k/| " 2
Ainsi, pour n > max {N7, N3}, nous avons :
3e
n — 7 <y _c 2 c - 2

Ce qui démontre que, de maniere générale, Erf Sn (f) = f'(0)1
3. Appliquer le résultat précédent a la fonction [ (x) =1In (1 + x) et en déduire la valeur de
Réécrivons S, (f) pour f(z) =In(1+x) :

sin- Sr()
kio
= Zln(Hi)
- n(t)

= Zln(n+k+1)—ln(n+k)

k=0
n+1

= Zln (n+k)— iln(n—I—kj)

k=

= 1n(2n+1) Inn
1
= 1n(2+7)
n

Dot lim S, (f)=1In2. Or, nous avons aussi liIJIrl Sn (f) = f"(0)1 et donc In2 = f/ (0) 1.
n——+00o

n—-4o0o

Comme [’ (z) = 112 donc f'(0) =1 et on conclue que [ = In2

Des prolongements
> Considérons f (z) = sinx. Alors :

if(nJrk) :g:osm(nl

2n 1
k) = kz:;lsinE

k=0
2n
D’apres les résultats de ’exercice, lim E sin — =In2cos0 =1n2
n—-+oo Py
=N

> Considérons f (x) = sin® z. Alors :

n

f):if<n41—k) :,;)Sin <n+k) ism

k=0

2n
D’apres les résultats de I’exercice, lim E sin?
n—-+4oo

k=n

=In2 x 2sin0cos0 =0

| =
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> Considérons f (z) = x2. Alors :

n 1 n 1 2 2n 1
Sn(f)_zf(nJrk)_ <n+k) —Zﬁ—ln2x0—0
k=0 k=0 k=n
2n
D’apres les résultats de I’exercice, nll)rfoo kz =i In2x0=0
=n

n

Ce dernier cas n’est pas surprenant puisque la suite S, = Z w2 est convergente, qu’elle

k=1
2n
vérifie donc le critere de Cauchy, et que Z 2 est un cas particulier du critere de Cauchy
k=n

Exercice 41 :

Soient o« > 1, B> 1 et f:[0;1] — ]0; +00[ une application dérivable sur]0;1[. On suppose que :
F(0)=0et (vae]o;1]) (f () > 0)

En étudiant g (z) = (f (z))* x (f (1 — 2))?, démontrer qu'il existe ¢ € ]0;1[ tel que :

[l fA-c

“Fo e

Nous considérons donc g (z) = (f (z))* x (f (1 — x))ﬁ Nous avons donc ¢ (0) = ¢ (1) = 0.
g est continue sur [0;1] et dérivable sur ]0;1[. D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ € ]0;1[ tel que
g'(¢) =0 Or,

g @)= a(f@) " xf @) x(fA-a)’+8(f (@) x(fQL-2)" x—f(1-2)
= (f@) (-2 af (@) x (f (1 —2)) = B(f () x f (1 - )]

Comme, pour tout z € ]0; 1], nous avons f (z) > 0, nous en déduisons que
g (e)=0=af (c)x (f(1-c)=B(f(c) x f'(1-c)=0

C’est a dire :

Ce que nous voulions

Exercice 42 :
Soient doncp > 1 et ¢ > 1 2 nombres réels conjugués.
1. Démontrer que, pour tout u € C* et tout v € C*, nous avons :

o]

‘u‘<M
q

V| X +
p

x La fonction Inx est une fonction concave sur R*T, ce qui veut dire que, pour tout = > 0, tout
y >0 et tout A € [0;1] :

In(Az+(1—-Ny) > Alnz+ (1 —-A)Iny
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1 1
* En posant A\ = —, nous avons 1 — A = — et I'inégalité devient :
p q

1 1 1 1
In|-z+-y)>—-lnx+ —Iny
p q p q

* En passant a ’exponentielle, nous avons

Ty 11
—+=2=2ar Xy
p q

* En posant, maintenant, z = a? et y = b?, nous avons, pour tout a > 0 et tout b > 0,

a? bl
ab< —+ —
p q
* Soient u € C* et v € C*, nous avons |u| > 0 et |v| > 0 et nous pouvons appliquer I'inégalité
précédemment trouvée :

ul” [0l
luv] < — + —
q
2. Soit ay, -+ ,Qn,b1, - , by, une famille de 2n nombres complexes. On pose :
1 1
n P n q
e[S o= [Sm
i=1 1=1
Et on suppose o > 0 et > 0 Démontrer que, pour touti = 1,--- ,n, nous avons :
laibi| _ _ail” |bi*

af T pxaP  gxal

Posons A; = 4 et B; = é D’apres I'inégalité de la question 1, nous avons :
o
AP B!
|A;B;| < A + 1B
q
Maintenant, faisons quelques calculs :
A Bi| = Jaibi| A" el Bl _ bl
T ap p pxar q  qxp

D’ol, en remplacant, nous obtenons :

laibi| _ lail” |:*

aB T pxaP gxal

n n % n
3. Démontrer I'inégalité de Holder : Z la;b;| < [Z aid X lz |bi|q]
i=1 i=1

i=1

1
q

Pour chaque i = 1,--- ,n, nous avons démontré I'inégalité :

laibi| _ ail” |bi|*
aB T pxaP gxal

D’ou, en sommant de 1 a n, nous avons :

n

n 7 P n 4q
Yl ey .y
P af Hpxar HHgxal

1 — 1 < 1 <
_ a;b;] < a: P a:l?
aﬁé'”' pxaP;“'Jrqwa;'l'
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n n
En faisant remarquer que o = Z la;|” et que B9 = Z |b;|?, nous avons :
i=1 i=1
Slabl or B 11
 aff T par g1 p g

n n
o ) a;b; <
Ainsi, nous avons montré que E |02BZ| < 1 et donc que E la;b;| < aB, c’est a dire
i=1 i=1

Q=

1 - -
> laibi| < [Zaﬂp} x| 1ol

i=1 i=1 Li=1

Pour p = ¢ = 2, nous obtenons 'inégalité de Schwarz

FR o1 1
n P n P n q
4. Démontrer I'inégalité de Minkowski : [Z lai + 07| <D al”| 4+ D biq]
i—1 Li=1 ] i=1
Pour tout i = 1,--- ,n, nous commengons a écrire que |a; + b;|” = |a; + b;| x |a; + bi|p_1.

Nous utilisons, maintenant, 'inégalité triangulaire |a; + b;| < |a;| + |b;|, de telle sorte que :
Jai + bl = i + bl > |a; +bal" ™" < (laal + [bal) las + bsP ™" = Jas] x |as + i~ + [bs] x |a; + bs[P "

En passant aux sommations, nous avons :
n n n
Do lai+bil” <Y lail > fai + 0P bl x fai + i
i=1 i=1 i=1

Etudions chaque somme :
— En utilisant I'inégalité de Holder, nous avons :

n n
S Jai]  Jas + bt < [Z '1
=1 =1

— De méme, nous avons :

> " Jbal x Ja; +bP7 < [Z bilp] lZ |a; + bil(p_l)q]
=1 =1 =1

D’ou, en ré-injectant dans I'inégalité de départ, nous avons :
1 1 1
n n B n n P n 7
Z la; + bi]” < lz Iai|p] Z |a; + b;| @1 Z |bi|P] [Z la; + bi|(p—1)q]
=1 i=1 i=1 ) i—1 i—1
n
S
i=1

Q=

[i la; + bi|(p1)q1
i=1

Q=
Q=

1
q

_|_

P
+

]

> M p [Z i + ww]
i=1 i=1

n q
Etudions maintenant [Z la; + bi|(p1)‘11
i=1
1 1
Tout d’abord, de la relation — + — = 1, nous tirons pg = p + ¢ et donc que (p — 1) ¢ = p. Do,
p q
nous pouvons écrire que :

1

[Z la; + bi|(p1)q] = [Z la; + bi”
i=1 i=1

1
a
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1 1
D’autre part, de — =1 — —, nous avons :
q p

1—1
P

=

1
q

[Z la; + b;]"
i=1

Nous avons donc :

n n
S ot b < [zw
=1 i1=1

= [Z |ai + bi‘p
i=1

i=1

[Z la; + b;|"
i=1

1
P P

+

Zlb,|p] ’ [Z'ai +bl|p
i=1 i=1

Ce qui est équivalent, par simplification a :

[Z la; + b;l”
i=1

1
P

1
P

1

-

1
> |biq]
i=1

P

1
n D n
Ce qui nous donne l'inégalité demandée : [Z la; + b;]" ] < [Z la;|” | +
i=1 i=1
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