Chapitre 5 : Fonctions transcendantes 5.3 Fonctions Hyperboliques

5.3 Fonctions Hyperboliques
5.3.1 Définition

1. On appelle cosinus hyperbolique, la fonction cosh z, définie pour tout =z € R par :

et +e "

2

coshx =

2. On appelle sinus hyperbolique, la fonction sinh z, définie pour tout = € R par :

. e? —e
sinhx =
2

3. On appelle tangente hyperbolique, la fonction tanh z, définie pour tout x € R par :

sinh x e —e T e ]
tanhz = = o
coshz e*4e*e? 41

5.3.2 Propriétés algébriques

1. Pour tout z € R, nous avons cosh? z — sinh?z = 1

2. Pour tout z € R et tout y € R, nous avons :

cosh (2 + y) = coshz coshy + sinh x sinh y et sinh (z 4 y) = sinh « cosh y + cosh z sinh y

3. Pour tout z € R, nous avons cosh 2z = cosh? x + sinh? 2 et sinh 2z = 2sinh  cosh

Démonstration

e= +693>2 \ e2z +€72m +2
2 N 2
D’ou, en additionnant, nous obtenons :

= _
2 .12 €
1. Nous avons cosh” z = ( et sinh” z = <7

62:1: + 6721 + 2 e?z + 67230 —92
2 2

2 -
cosh” z — sinh” x =

Ce que nous voulions
ew+y + e T7Y

2. (a) Tout d’abord, cosh (z + y) = — et donc
efe¥ e¥e¥ e Te Y e Te Y
2 cosh = ¥ty Y =
cosh(z +y)=€e""Y+e s Tttt
D’ou :
2cosh (z + y) ereY n erey n e Te¥ e TeY n eve ¥V eTe Y n e Te Y n e Te Y
cosh (x = — —
4 2 2 2 2 2 2 2
etey efe ¥ e TeY eTeY e Te Y  eTe ¥  eTeV eTe Y
= + +——+ -— -

e
2, "2 2 T2 2 2 2 2
_ =¥ L) —x<g L) y(g_g) —y<L_i>
e(2+2 te \g o)t \g -3 )*¢ 2 2
e’ coshy + e " coshy + e¥sinhx +e™¥ x —sinhx

coshy (e + e~ ") + sinhz (e¥ —e™Y)
= 2coshycoshz + 2sinh zsinhy

D’ou 2 cosh (z + y) = 2 cosh y cosh x+2 sinh 2 sinh y <= cosh (z + y) = cosh  cosh y+sinh z sinh y
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(b) La démonstration de I’égalité sinh (x + y) = sinh « cosh y+ cosh 2 sinh y est semblable et laissée
au lecteur.

3. Pour démontrer que pour tout € R, nous avons cosh2z = cosh?z + sinh®z et sinh2z =
2sinh z cosh z, il suffit de faire x = y dans les identités cosh (z + y) = cosh z coshy + sinh 2 sinh y
et sinh (z + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y

Exercice 15 :

Démontrer que nous avons aussi :

= inh?2 2 cosh2x — 1
° 2COSh$—1+2Slnh2£E o cosh 2z — 1+ tanh” z o tanh?z —
e 1+ cosh2x :2 2co}fh T 1 — tanh? z cosh2x + 1
tanh x 2tanhx 2=
e tanh2r = ——— i __ae e 1 —tanh“z =
1 4 tanh?z * sinh 2z 1 — tanh? z cosh?

5.3.3 Propriétés analytiques

1. Pour les fonctions cosh z et sinh x

(a) Pour tout z € R, nous avons coshx > 1
(b) Pour tout = > 0, nous avons sinhz > 0 et tout x < 0, nous avons sinhz < 0
(c) La fonction cosh est paire alors que la fonction sinh est impaire
(d) i. La fonction cosh est dérivable sur R et de dérivée sinh
ii. La fonction sinh est dérivable sur R et de dérivée cosh
(e) Nous avons :I?EIJI:IOO coshz = +00 et Lll)IJ'I_lOO sinhz = 400, puis JL_Hr_noC sinhz = —oo

2. Pour la fonction tanh x

(a) La fonction tanh est impaire

. - . 1
(b) La fonction tanh est dérivable et de dérivée tanh’ z = e
cosh” z
(c) Nous avons lim tanhz =1et lim tanhz = -1
r—+00 T——00
Démonstration

Les démonstrations sont tres simples et laissées au lecteur

5.3.4 Graphes

f(z)=coshx

FIGURE 5.6 — Le graphe de la fonction cosh x
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“lf(x)=sinhx

FIGURE 5.7 — Le graphe de la fonction sinh x

//’(.1’):1;11111;1’

FIGURE 5.8 — Le graphe de la fonction tanh z

Exercice 16 :

1. Quelle est la dérivée de la fonction f (z) = Intanhz

z—1
2. Etudier et représenter la fonction g (x) = tanh 1
x
3. Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier A € R pour que la fonction

hy (z) = soit définie ? Etudier et représenter la fonction ho ()

1
A + cosh x 24 coshz

5.3.5 La fonction Argument sinus hyperbolique

1. On appelle Argument sinus hyperbolique, la fonction Argsinhz : R — R, définie sur R et
qui est la fonction réciproque de la fonction sinh . Nous avons :

reERetyeR

y = Argsinhz < { 2z = sinhy

2. Nous avons lim Argsinhxz = +oco et lim Argsinhz = —oco
T—+00 LT——00
3. Pour tout z € R, nous avons Argsinhz = In (x + VvV + 1)
4. La fonction Argsinhx est dérivable sur R et sa fonction dérivée est :

1
V1 + 22

Argsinh’ z =
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Démonstration

1. La fonction sinhz est continue et croissante sur R dans R et est donc bijective de R dans R.
Ce qui justifie 'existence de la fonction Argsinh x et que nous avons lir_{l Argsinhx = +o00 et
Tr—r+00

lim Argsinhz = —o0
Tr—— 00
eyfefy
2. Soit y = Argsinhx; alors z = sinhy < x = — Nous avons :
ey —e - 2 2
sz@QJs:ey—e Ve 2zey =Y —1<=e*Y — 22y —1=0

Faisons le changement Y = ¢¥; nous avons Y > 0 et I’équation €2¥ — 2xe¥ — 1 = 0 devient
Y2 —22Y — 1 = 0 dont les deux solutions sont :

Yi=z+vVa2+letYo=o—V22+1

Nous avons 2% + 1 > 2% et donc V22 +1 > Va2 = |z, cest A dire Va2 + 1 >z et Va2 +1 > —x
etalors Y =z +vVa2+1>0etYo=2—vVz2+1<0.
Nous ne retenons donc que Y; =z + V22 +1

Donc eV =z ++vz2+1,douy =1n (:c +Va? + 1), c’est a dire Argsinhz = In (x +Vax2 + 1)

3. Nous pourrions, effectivement utiliser la dérivation de In (a: + Va2 + 1), mais nous allons utiliser
la dérivée de la fonction réciproque.

1
En utilisant le cours, nous pouvons écrire : Argsinh’z = —— -
sinh’ (Argsinh z)
Nous avons sinh’ (Argsinh z) = cosh (Argsinh 2). En posant y = Argsinh z, de I'identité cosh® y—
sinh? y = 1, nous tirons cosh? y = sinh? y + 1, et comme coshy > 1, nous tirons coshy =
\/sinh? y + 1; comme sinh? y = 22, nous obtenons coshy = v22 + 1, d’ot :
1 1 1

A iy h/ — = =
rgsinh’ x sinh’ (Argsinhx)  cosh (Argsinhz) /1 + 22

Graphe de la fonction Argument sinus hyperbolique (figure @

y=sinhx /

Z y=Argshx

FIGURE 5.9 — Le graphe de la fonction Argsinh x
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5.3.6 La fonction Argument cosinus hyperbolique

1. On appelle Argument cosinus hyperbolique, la fonction Argcoshz : [+1; +oo[ — R**, définie
sur [+1;+00[ et qui est la fonction réciproque de la fonction cosh 2. Nous avons :

r=>+lety=>0

y = Argcoshz <— { 2 = coshy

2. Nous avons liT Argcoshx = 400 et Argcosh0 =1
s —>+00

x
3. Pour tout z € R, nous avons Argcoshz = In (m + Va2 — 1)
4. La fonction Argsinhz est dérivable sur R et sa fonction dérivée est :
, 1
Argcosh’' © = ——
2 —1

Démonstration

1. La fonction coshz, n’est pas bijective de R dans R il suffit de le voir dans la figure [5.6] Par
contre, la fonction cosh x est continue et croissante de R** dans [+1; +oo[ et est donc bijective de
R** dans [+1; +oo[. Ce qui justifie I'existence de la fonction Argcoshz de [+1; +oo[ dans R*T et
que nous avons ’L‘EI—‘,I}OO Argcoshx = +oo et Argcoshl =0

. e +eY
2. Soit y = Argcoshx; alors © = coshy <= = = — " Nous avons :
eV +e™ - 2 2
x:T@Qx:ey—i—e V= 2z =Y+ 1 <= e*Y —22¢ +1=0

Faisons le changement Y = e¥ ; nous avons Y > 1, puisque y > 0, et I’équation e2¥ —2ze¥ +1 =0
devient Y? — 22Y + 1 = 0.

Le discriminant de cette équation est A = 4 (:1:2 — 1) ; comme x > +1, nous avons A > 0

Nous avons donc deux solutions qui sont :

Yi=z+vVri—-letYo=ao—+22-1
Il faut donc comparer Y7 et Y5 a 1
* Nous avons :
Yo—-1= z—vVa2-1-1
= z—-1-+vz2-1
= /(z—1)> = Va2 — 1 possible car z > 1
= Voe—-1(Vz—-1-Vz+1)

Or, comme pour z > 1 vx — 1 — v/ +1 <0, nous avons Yo — 1 < 0, c’est a dire Y5 < 1
* Un raisonnement semblable montrerait que Y7 > 0
Et nous choisissons donc Y1 = x++vx2 — 1, c’est adiree? = z+v22 — 1< y=1In <x + Va2 — 1)

et donc Argcoshx = In (J; +Vax? — 1)

3. Comme tout & I’heure, nous pourrions utiliser la dérivation de In (m +Vx? — 1>, mais nous allons,
une nouvelle fois, utiliser la dérivée de la fonction réciproque.

e1e 7 . !
En utilisant le cours, nous pouvons écrire : Argcosh’ x = ;
cosh’ (Arg cosh )

Nous avons cosh’ (Arg cosh ) = sinh (Arg cosh x). En posant y = Arg cosh z, de I'identité cosh? y—
sinh? y = 1, nous tirons sinh? Y = cosh? y— 1
Comme y = Argcosh z, alors y > 0 et donc sinhy > 0 et nous tirons alors sinhy = y/cosh?y — 1;
comme cosh? y = 22, nous obtenons sinhy = v22 — 1, d’ot :

1 1 1

A sh/ 2 = = =
FEOOS T = s’ (Argcoshz)  sinh (Argcoshz) 72— 1
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Graphe de la fonction Argument cosinus hyperbolique (figure

oy

y=Argchx

FI1GURE 5.10 — Le graphe de la fonction Argcosh z

Exercice 17 :

Etudier la fonction ¢ (z) =In |z + Va2 — 1

5.3.7 La fonction Argument tangente hyperbolique

1. On appelle Argument tangente hyperbolique, la fonction Argtanhz : |—1;4+1] — R, définie
sur |—1;+1[ et qui est la fonction réciproque de la fonction tanh x. Nous avons :

re]-Li+1letyeR

y = Argtanhz <— { 2 = tanhy

2. Nous avons lim Argtanhx = +oo et lim Argtanhxz = —oco
r——+1 r——1
r<+1 x>—1

1 1
3. Pour tout x € |—1;+1[, nous avons Argtanhx = 3 In ( + az)

1—2x
4. La fonction Argtanhr est dérivable sur |—1;+1[ et sa fonction dérivée est :
Argtanh’ !
rgtanh' x =
& 1—2a2

Démonstration

1. La fonction tanh x, est croissante et continue de R dans |—1;+1[; elle y est donc bijective. Ce qui
justifie 'existence de la fonction Argtanh x de |—1; +1[ dans R et que nous avons lim#_1 Argtanhzx =
r—r

rz<+1
400 et lim Argtanhz = —o0
r——1
x>—1
e —1
2. Soit y = Argtanhz; alors z = tanhy <= x = ————. Nous avons :
e + 1
2y__1 )
ie 2 2 2 . 2% +.T
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2 = r=gn(i)

D’ot, bien entendu, 2y = (

1 1 1
3. Il suffit de dériver = In ( —|—x> =-(In(l4+z)—In(1—2x)).
2 1—-=z 2
Nous obt d dérivée : Argtanh’ 1(1—1-1) -
rivée : Argtanh'z = - =
ous obtenons donc comme dérivée gtanh'« = o | 7o—+ 7 T

Graphe de la fonction Argument tangente hyperbolique (figure m

¥y

FIGURE 5.11 — Le graphe de la fonction Argtanh z

Exercice 18 :
1. Calculer la dérivée de f (z) = Argtanh /x
2. Exprimer en fonction de In les fonctions :

1 x? —
= Argsinh — et h = Argtanh ———
g(x) rgsin . et h(z) rg tan >
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