Chapitre 5 : Fonctions transcendantes 5.4 Croissances comparées

5.4 Croissances comparées

NOUS ALLONS, ICI, FAIRE PLUSIEURS ETUDES DE LIMITES, ET SURTOUT COMPARER LES
COMPORTEMENTS, EN 400 DES FONCTIONS LOGARITHMES, PUISSANCES OU EXPONENTIELLES
LA BASE DE CETTE ETUDE SERONT LES LIMITES, DEMONTREES EN 5.2.4 :

. Inx .
lim — =0ET limalnx=0
r—+o00o I x—0
z>0

5.4.1 Comparaison des fonctions puissances et logarithme népérien en +oo

. (nz)’
Pour tout o > 0 et tout 8 > 0, nous avons lim —— =
x—+00 T

Démonstration

Tout d’abord, remarquons que nous pouvons écrire, d’apres les propriétés du logarithme,

o_B

1 o
Inz=—Inz®=~=1Inzs
« «

De telle sorte que :

«

ST

En faisant le changement de variable X = x5, nous obtenons :

. (lnx)ﬁ 8 s Inz? g B B In X\*?
lim == lim — == lim ——
r—too ¥ /) z—>too \ B a/) X—too \ X

. . Inz . In X \” s
Comme d’apres 5.2.4 nous avons lim —— = 0, nous avons donc lim | —— = 0, c’est a dire
r——4o0 I X—+o0
)ﬁ

B

(Inz)? (ih””g)ﬁ (ﬁ)ﬁx<lnx3>ﬁ

(Inz

lim

I —— = 0. Ce que nous voulions.
r—+oo I

5.4.2 Comparaison des fonctions puissances et logarithme népérien en 0

Pour tout o > 0 et tout 5 > 0, nous avons lin}) z® (In 33)5 =0

r—
x>0

Démonstration

o

a B
Comme précédemment, nous avons Inxz = é Inxset x* = (ac ff) , de telle sorte que :
e

z (lnx)ﬁ = <a:%)ﬁ X (ilnx(l;)B = (5)5 X (m%)ﬁ X (lnaj%>ﬁ = (ﬂ)ﬂ (x% lnx%)ﬁ

(0% «

En faisant le changement de variable X = 2%, nous obtenons :

B B
lim 2 (Inz)” = lim 2 (Inz)” = (é) lim (x% lnx%)B = (é> lim (X InX)”
z—0 z—0 (e} z—0 o X—0
x>0 X>0

x>0 x>0

Toujours d’apres 5.2.4 ol nous avons hn%)xlnx = 0, nous avons donc lim (X lnX)ﬂ = 0, c’est a dire

z— z—0
z>0 x>0
lim 2 (Inz)” = 0.
x—0
x>0
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5.4.3 Comparaison des fonctions exponentielles et puissance en +oo

(e")’

Pour tout o > 0 et tout 5 > 0, nous avons lim = +00

r—+o00 %

Démonstration

Faisons le changement de variable X = ¢* <=z = In X. Alors :

()’ X°
ze  (InX)"
. (InXx)” ) X7
? p Q — —
D’apres |5.4.7, nous avons XLHEOO ~F = 0 et donc XEIEOO mx)° +o00
ex B X,B
Comme $ll>r_’r_loo o Xl_i}riloo W = 4o00. Ce que nous voulions.
Remarque 12 :
E e’
Comme (e*)” = %%, nous avons, pour tout a > 0 et tout 4 >0, lim — = 400

z—4oo

5.4.4 Corollaire

Pour tout o > 0 et tout 5 > 0, nous avons lim 2% /% =0
T—r—+00

Démonstration

(e eﬁw «

Nous avons z% % = = D’apres [5.4.3] nous avons lim —— = 400, et donc lim —— =0, cest &
ebr z—4o0 ¥ z—-too B

dire lim z% P =0
r—+00

5.4.5 Comparaison des fonctions a” avec a > 1 et puissance en +oo

x

Pour tout ¢ > 1 et tout a > 0, nous avons lim — = +o0
r—+oo %
Démonstration
Soit a > 1
La fonction exponentielle étant bijective, il existe un unique 3 > 0 tel que a = e? et donc a® = e®
T e,@x

De la, nous avons lim — = lim — =40

r—+oo % r—+oco %

5.4.6 Comparaison des fonctions a” avec 0 < a < 1 et puissance en +oo

x

Pour tout 0 < a <1 et tout o > 0, nous avons lim — =0
r—+oo %

Démonstration

Soit 0<a<1

La fonction exponentielle étant bijective, il existe un unique § < 0 tel que a = € et donc a® = e°*.
Donc :

a® ebr 1
T = T = xozefﬁz
. . . 1
Comme —f8 > 0, nous avons, d’apres[5.4.3] lim z%¢ #% = 400 et donc lim ——— =
r—+00 r—4-00 xae*ﬂl’
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s s a®
Dou lim — =0
r—+oo %

5.4.7 Comparaison des fonctions log, » avec a > 1 et puissance en +oco
)/3

. log, x
Pour tout a > 1, tout o > 0 et tout $ > 0, nous avons lim (L
x—+00 xre

=0

Démonstration

Soient a > 1, @« > 0 et 8 > 0; alors :

(log, )" _ (122)" (L) (nz)’

re e Ina

Inz)” 1
D’apres [5.4.7, lim (Inz) =0 et donc lim (log, 2)” _

z—+oo % z—+00 T

Remarque 13 :

On démontrerait, facilement, en utilisant des arguments semblables que pour tout a > 1 et tout o > 0,

«
nous avons lim = +ooft

z—+00 loga x

5.4.8 Comparaison des fonctions log, z avec 0 < a < 1 et puissance en +oo

. log, x
Pour tout 0 < a < 1, tout « > 0 nous avons lim Ba® _ 0
r—+oco ¢

Démonstration

. Inz .
Comme tout a I’heure, nous avons log, z = g 2VEC cette fois ci, comme 0 < @ < 1, Ina < 0; on ne

peut donc pas élever Ina a la puissance 5 avec € R
C’est donc tres simple :

log,z o 1 y Inz
z®  z® Ina  z°
log,
Donce, d’apres [5.4.7} (avec 5 =1 et a=¢) lim O8a T _ 0
r—+oo ™
Remarque 14 :
th

Il est aussi facile de démontrer que, si 0 < a < 1, alors lim = -0

x—0 lo xX
z>0 Ea

5.4.9 Comparaison des fonctions log, z et puissance en 0

1. Pour tout a > 1, tout a > 0 et tout 8 > 0, nous avons lin%) x® (log,, 3:)6 =0
750
2. Pour tout 0 < ¢ < 1 et tout o > 0, nous avons lin%) x*log, =0
r—
>0

1. Le faire!!
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Démonstration

1. Soient a > 1, a>0et >0

« « (Inz\? 1) .
Alors : z (log, x)ﬁ =z (—lnﬁ) = <—1 ) T (lnx)ﬁ
na na

D’apres [5.4.2, lim 2 (Inz)” = 0 et donc lim z* (log, z)” = 0
=0 0

Inz

. Et donc, toujoiurs d’apres|5.4.2
Ina

2. Soient maintenant 0 < a < 1 et a > 0. Alors, 2~ log, = 2"

. a
nous avons lim z log, z =0
z—0
>0

5.4.10 Comparaison des fonctions log, = et a” en 400

1. On suppose a > 1

a{D

(a) Sib>1alors lim = +o0
z—+oo log,

a,’.E

(b) Si0<b<1alors lim
z—+00 logb X

2. On suppose 0 < a <1
Alors lim a”log,z =0
T—>+00

Démonstration

1. Supposons a > 1

a® a” < a® z¢
La clef de la résolution de cette question est d’écrire = —X =Inbx — X — avec
logyz z¢  logyx z® Inz
a>0
a® %
Alors lim — =400 et lim —— = 400 Donc :
z—+oo ¥ z—+oo Inx
a” z® a”
* Sib>1,alorslnb>0et lim Inbx — X — = 400, c’est a dire lim =400
z—+00 z® Inz z—+oo log,
a{IJ [e% xr
* Etsi0<b<l,alorslnb<0et lim Inbx — x — = —o0, c’est a dire lim = —00
z—3+00 z* Inz z—+o0 log,

2. Supposons 0 < a < 1
Il existe 8 > 0 tel que a = e~ ? et nous pouvons donc écrire, pour tout o > 0 :

Inz 1 Inx
a®logyx = e PPlogyr = e PP x — = — x g% T x —
8 & b  Inb o
. _8 . Inw . .
Comme lim z% P* =0et lim —— =0, nous avons bien lim a”log,z =0
r— 400 r—+oo % r— 400

5.4.11 Exercices
Exercice 19 :

1. Soit n € N et nous considérons la fonction f,, définie par :

fm:R — R
Osiz=0
1
v —ne_w%sim;«éO
x

Montrer que f, est continue en 0 et dérivable en 0
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2. Démontrer que la fonction g définie par :

g:R — R

Osiz=0
r 1
e 2 siz#0

est de classe C*° sur R

Exercice 20 :

Démontrer que la dérivée n-iéme de la fonction g (z) = e=*" est de la forme g®) = P, (z) e~ ol P, est

un polynome de degré n et de coefficient dominant (—2)"
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