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Chapitre 5 : Fonctions transcendantes 5.5 Exercices complémentaires

5.5 Exercices complémentaires

Exercice 21 :

Trouver lim
x→+∞

(xx)
x

x(xx)

Exercice 22 :

Soit α ∈ R. Nous notons : ß
fα : R −→ R

x 7−→ fα (x) = eαx

Montrer que la famille de fonctions (fα)α∈R est une une famille libre du R-espace vectoriel RR

Exercice 23 :

1. Démontrer que la fonction logarithme ln n’est la restriction sur ]0; +∞[ d’aucune fonction fraction
rationnelle

2. Démontrer que la fonction exponentielle exp n’est pas une fonction fraction rationnelle

Exercice 24 :

Démontrer que, pour tout x ∈ ]0; +1[, nous avons xx (1− x)
1−x >

1

2

Exercice 25 :

1. Démontrer que pour tout x ∈ R∗, nous avons tanhx =
2

tanh 2x
− 1

tanhx

2. En déduire
n∑
k=0

2k tanh
(
2kx
)

Exercice 26 :

Soient n ∈ N∗ et x ∈ R. Evaluer Πn (x) =
n∏
k=1

cosh
( x

2k

)
. En déduire lim

n→+∞
Πn (x)

Exercice 27 :

Soit G :
]
−π

2
; +

π

2

[
−→ R définie, pour tout t ∈

]
−π

2
; +

π

2

[
par G (t) = Argsh (tan t)

1. Montrer que G est dérivable sur
]
−π

2
; +

π

2

[
et que, pour tout t ∈

]
−π

2
; +

π

2

[
, nous avons

G′ (t) = cosh (G (t))

2. Démontrer que, pour tout t ∈
]
−π

2
; +

π

2

[
nous avons tanh (G (t)) = sin t

Exercice 28 :

1. Soit Φ : [0 : 1[ −→ R, l’application définie par : Φ : [0 : 1[ −→ R

x 7−→ Φ (x) = ln

Å
1 + x

1− x

ã
− 2x

Il faut montrer que, pour tout x ∈ [0 : 1[, nous avons Φ (x) > 0
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2. Soit n ∈ N∗ ; on appelle fn, l’application définie par :ß
fnR −→ R
x 7−→ fn (x) = xne−x

Il faut montrer que, pour tout x ∈ [0 : n[, nous avons fn (n+ x) > fn (n− x)

3. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, nous avons

∫ n

0

fn (t) dt 6

∫ 2n

n

fn (t) dt

4. Démontrer que, pour tout x > 0 et tout n ∈ N∗, nous avons :∫ x

0

fn (t) dt = n!

(
1− e−x

n∑
k=0

xk

k!

)

5. Pour n ∈ N∗ fixé, démontrer que lim
x→+∞

∫ x

0

fn (t) dt = n!

6. Démontrer que pour tout n ∈ N∗,
n∑
k=0

nk

k!
>
en

2
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