Chapitre 5 : Fonctions transcendantes 5.6 Quelques exercices corrigés

5.6 Quelques exercices corrigés

5.6.1 Sur la fonction exponentielle

Exercice 1 :

1
1. Etudier la continuité de f (x) = !
— e

> A priori, cette fonction est définie pour z # 0
. 1 N . 1
> D’autre part, elle est définie pour les x € R tels que 1 —e= # 0, c’est a dire tels que 1 # ex.

1
Or , il n’existe pas de z € R tels que — =0
x
> Donc f est définie sur R*

1
Pour x # 0, la fonction 1 — e est continue et ne s’annule pas, donc f (z) = N — est continue

sur R*

—ex
Etude des limites en 0

. o1 . N
e A droite de 0, c’est a dire si > 0, nous avons lim — = +o00, et donc lim 1 — er = —o0o doit
z—0 X z—0
x>0 x>0
lim - =0, c’est a dire lim f () =0
=01 — ez z—0
z>0 x>0
. 1 .1
e Et maintenant, a gauche de 0, c’est a dire x < 0, nous avons lim — = —oco et donc lim — =0,
z—0 21 z—0 e
x<0 z<0
. 1
et donc lim 1 —ez =1
z—0
<0
d’ou lim - =1, c’est a dire lim f(z) =1
=01 — e% x—0
<0 <0
'Oy
. 1 ..
FIGURE 5.12 — Le graphe de la fonction f (z) = PR au voisinage de 0
— ez
2. Etudier la continuité et faire le graphe de la fonction g (x) = ew
> Tout d’abord, il est clair que g n’est définie que sur R*
> Etudions la continuité en z = 0.
e A droite de 0, nous avons lim — = +o0 et donc, lim er = +00
z—0 x—0
x>0 x>0
1 .
e A gauche de 0, nous avons lim — = —oo et donc, lim er =0
x—0 2 x—0
<0 <0
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. 1 . 1
> En 400, nous avons lim — =0, et donc lim ez =1
T—+00 I r—+00

. 1 . 1
> En —oo, nous avons lim — =0, et donc lim ez =1

T——00 I r—+00
1

La fonction dérivée de g est donnée par ¢’ (z) = ——Zei est négative sur R* et donc la fonction ¢
T

est décroissante sur R*

¥y

FIGURE 5.13 — Le graphe de la fonction g (x) = e* sur R*

Exercice 2 :

2
B T
Démontrer que, pour tout x € R, nous avons |e* — 1 — x| < ?em

La fonction exponentielle est de classe C*°. Nous pouvons utiliser la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre
2enx=0:

2
x
(30 €10;1]) (ew =1+4+z+ 369“:)
22
Nous avons donc aussi e* — 1 — x = —¢e%®, ce qui montre que e® — 1 —z > 0.
D’autre part, pour tout € R, Oz < |0z| = 0 |z| < |z
De la croissance de la fonction exponentielle, nous obtenons, pour tout z € R, e?* < el®l. Donc :

2 2
x T
el—l—x:|ew—1—x|=?e‘%<?elx‘

2 2
. x R T
Nous avons bien, pour tout € R, |[e* — 1 — x| < ?elr\ et méme, pour tout € R, e* — 1 —z < ?em

Exercice 3 :

e Un

Soit ug € R, nous considérons la suite (uy), oy définie par son premier terme ug et par u,i1 = 1
n

Donner la limite de la suite (un),,cy

> Il est facile de démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, u,, > 0
> Comme, pour tout n € N*, u,, > 0, nous avons 0 < e”%» < 1

e Un 1
> Donc, nous avons : 0 < <
n+l n+1
e Un
Comme, lim =0, nous avons lim —— =0, c’est a dire lim wu, =0
n—+oon + 1 n—+oon + 1 n—-+400
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Exercice 4 :

Pourn € N, on pose f,, (x) = 2" 'ex . Démontrer que la dérivée n-iéme de f,, est f,, (z) = (=1)" " tex

Nous allons faire la démonstration par récurrence sur n

e Vérifions que c’est vrai pour n =0

1
fo(x) = 2 ler = Zer = (0) (z) et en remplacant n par 0, nous obtenons
x

1
37 (@) = (-1 a0 =a7led = —et

C’est donc vrai pour n =0

e Supposons que jusqu’a n, nous ayons f,g") (x) = (=1)" z~"lew

e Démontrons le a 'ordre n + 1
Une premiere remarque est de voir que fp4+1 () = x fy, (v) et donc ffff{l) (z) = (zfn (x))(nﬂ), et
en utilisant la formule de Leibniz, en posant h () = x, nous avons :

n+1
(@f ()" = ch R (2) fPH) (@) = 2 f0D (2) + (n+1) £ (2)

Nous connaissons, par hypothese de récurrence ffln) (z)
Et fintY (z) est la dérivée premiere de £ (z); donc :

-1
£ (2) = (—1)" <(fn —1a e faT T x — e%) = (=1)" 2 Ber (n+ 1)z +1)
Donc :
Fr @) = ()" e 2er (n4 Do+ 1)+ (n4 1) (~1) "z ler
= (-D)"M 225 (n+1)a+1—(n+1)z)
(=1)" T g=n—2ez
Cest a dire f," (D) () = (=1)" T 2= (D =1e ; ce que nous voulions

Donc, la dérivée n-ieme de f,, est bien £\ (z) = (—1)” g lex

Exercice 5 :

Soit a € R. On consideére la fonction f définie pour tout x € R par f (x) = "% cos (x sin o). Démontrer
que la dérivée n-iéme de f est donnée par f(™) (x) = e cos (x sin a + na)

Nous faisons cette démonstration par récurrence sur n
— Elle est évidemment vraie pour n = 0
— Supposons que, pour n, nous ayons f(™) (x) = e*“* cos (x sin o + na)
— Démontrons le a 'ordre n 4 1
fFD (z) est la dérivée premiere de f(™ (x). Calculons donc cette dérivée.

f0 (z) = (e®5cos (xsina + na))’
= cosae® 5 cos (zsin a + na) — sin ae sin (z sin a + na)
= %% (cosacos (xsina + na) — sin asin (2 sin a + na))
= e¥%%cos(zsina+ na+ «) d’apres les formules d’addition
= e¥%%cos(zsina+ (n+1)a)

T COS ¢

C’est donc vrai a 'ordre n + 1
Donc, pour tout n € N, la dérivée n-ieme de f est donnée par f(™) (z) = e cos (x sin a + na)

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 318



Chapitre 5 : Fonctions transcendantes 5.6 Quelques exercices corrigés

5.6.2 Sur la fonction logarithme
Exercice 6 :

Calculez les dérivées des fonctions f, g et h suivantes :

Voici un exercice qui s’apparente a un exercice d’application directes. Dans le corrigé, je tenterai d’aller
(un peu) plus loin que la question posée

1. f(z) =In(Inz)

e Une premiere question a se poser est celle du domaine de définition.

Nous devons avoir Inz > 0, et donc, le domaine de définition de f est clairement ]41; +o00]
e En second lieu, f est de la forme f (z) =1In (u(z)) ot u (z) = Inz.
u' () 1 1

x

la dérivée f” est donc donnée par [’ (z) = = =
u(z) Inz zlhhz

e Dans un exercice qui suit, nous démontrons que pour x > 0, nous avons Inz <

o8

Pour x > 1, nous avons Inx > 0, et donc nous avons 'inégalité

1
In(Inz) < 22 e
e

oy

FIGURE 5.14 — Le graphe de la fonction f (z) = In(Inx) et une comparaison avec celui de Inx

2. g(z) = arctan (Inx)
e Le domaine de définition n’est pas difficile & trouver : nous devons avoir > 0
e Le calcul de dérivées est celui de la dérivée des fonctions composées :

1

1
"(£) =1In"z x arctan’ (Inz) = = X ————
J @) =L L

C’est donc une fonction croissante.

T
e Il n’est pas difficile de constater que 11111 arctan (Inx) = —, mais, il faut remarquer que
r—r+00
T ™
lir% arctan (Inzx) = —5»ce qui nous autorise a prolonger g par continuité, en posant g (0) = —3
r—r
x>0

On trouvera le graphe de la fonction g () = arctan (In ) dans la figure
3. h(x) =InV1-2sin’x

Faisons, tout d’abord, un peu de trigonométrie ; nous avons 1 — 2sin? z = cos 237

2. Comment faisons nous pour le retrouver 7 Nous avons cos 2x = cos?z —sin?z =2cos?z —1=1— 24in’zx
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FIGURE 5.15 — Le graphe de la fonction g (z) = arctan (Inz)

Et donc, h(z) = In /1 — 2sin? z = In v/cos 2z. Nous pouvons, d’ores et déja dire que la fonction
h est périodique et de période m
e Le domaine de définition est donné par D = {z € R tel que cos2x > 0}. Nous avouns :

cos2x>0<:>_7ﬂ+2k’7r<2x<%+2k‘7r<=>%+k:7r<2m<%+k7r

Done D = |J | =+ km & + k|
kezd 4 4
La fonction h étant périodique et de période 7, nous ne I’étudierons que sur l'intervalle } - g; % [

e Nous pouvons utiliser les propriétés de la fonction logarithme pour simplifier h.

1
Inv1—2sin?z = Invcos 2z = ilnCOSQQJ

e Le calcul de dérivées est celui de la dérivée des fonctions du type lnw (z) :

1 —2sin 2z sin 2x
= - X = — = tan2x
2 cos 2z cos 2x

h' (z)

. . ™ . . 71' . .
C’est donc une fonction croissante sur }77;0[ et décroissante sur }0; f{ puisque si x €

}—%;0[, alors 2z 6}—%;0[ et alors tan 2z < 0. De méme, si x € }O; % [, alors 2z € }0; g [ et
alors tan2x > 0

e Il n’est pas difficile de constater que lim In+/cos2x = —oo; de méme, lim ln+/cos2z = —oco
=T

-7
T o
T>—7 <7

On trouvera le graphe de la fonction % (z) = In /1 — 2sin? z dans la figure
Exercice 7 :

1. Soit f la fonction définie pour x > 1 par f (z) = In (Inx). Montrer qu'elle est concave.

Pour montrer que f est concave, nous allons en calculer la dérivée seconde. Nous connaissons

1
déja la dérivée premiere de f; en effet, nous avons [’ (z) = 7 et la dérivée seconde est donc
zlnx

—(1+Inx)
1 ) = ( .
/i) (z1lnz)?
Comme z > 1, nous avons 1 4+ Inx > 1 et donc f” (x) < 0. f est donc concave
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¥y

FIGURE 5.16 — Le graphe de la fonction A (z) = Iny/1 — 2sin? 2 = In v/cos 2z sur l'intervalle }f%; % [

b
2. En déduire I'inégalite vraie poura > 1 etb>1 :1n (a—2|— ) > Vinalnbd

f étant concave, pour tout a > 1, tout b > 1 et tout A € ]0; 1], nous avons

fQa+ (1 =X)0b) = Af(a)+(1—N)f(b)

1
Et donc, pour A = =, nous obtenons f (CLT—H)> > 7 (f (a)+ f (b))

|
2
B\ _ 1
Cest & dire, ici, In (1 (a i )) > 5 (In(Ina) + In (Ind)).

Or,In (Ina)+In (Inb) = In (Inalnbd) et donc, % (In(lna) +In(Inbd)) = % In(Inalnd) =In/(Inalnb)
a+b

Nous avons donc In (ln ( )) > In+/(Inalnb), et en utilisant le fait que la fonction logarithme

a+b
est une fonction croissante, nous avons In <%) > +/(Inalnbd)

Important :
L’inégalité ne vaut que pour a > 1 et b > 1.
Pour le démontrer, nous allons utiliser un contre-exemple :

1
Supposons a = b = —. Alors :

a—l—b) 1
—>ln( 2 15——1n2<0

) ln2 ,et v/(lnalnbd) = ln2 =1In2

In
a+b
Nous n’avons donc pas In — > +VInalnb

[ V)

— lInalnbd = <ln%> = (-

Exercice 8 :

1. Démontrer que, pour x > 0, nous avons Inx <

o8

Comme souvent, nous allons utiliser la fonction auxiliaire ¢ () = In x——, de domaine de définition
e

1 1 e—-=x
R** et dont la dérivée est donnée par ¢’ () = = — = =
r e ex

Ainsi, si 0 < z < e, alors ¢’ () > 0 et si z > 0 alors ¢ () < 0; ce qui veut dire que @ est
croissante sur ]0; e] et que ¢ est décroissante sur [e; 400
Le maximum de ¢ est donc atteint en x = e, ce qui sous-entend que pour tout > 0, nous avons

x
v (x) < ¢(e) =0 et, donc, pour tout z > 0, Inz — — < 0, c’est a dire que pour tout = > 0, nous
e

T
avons Inx < —
e
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2. Démontrer que, pour x > —1, <In(l+2z) <z

z+1
Nous avons, ici, 2 inégalités :
— La premiere : In(14+2z) <z
x
— La seconde : oo <In(l1+z)

e Démontrons la premiere inégalité
Il y a la méthode classique qui consiste & étudier la fonction auxiliaire ¢ (z) = Iln(1+z) — x
et a démontrer qu’elle est négative si * > —1; se référer a la démonstration de la question
précédente.
Il y a une autre méthode : celle qui consiste a utiliser la formule de Taylor-Lagrange. D’aprées
4.4.1, il existe 6 € ]0; 1] tel que

? x? -1
Jf@)=f0O0)+zf (0)+—=f"(0z) <= h(l+z)=r+ 7 X ———
2 2 (1+6x)
Co z? -1 O .
Clest a dire que In(1+2) — 2 = — X ———— < 0, c’est a dire que, si z > —1 alors
2 (1+62)
In(l+z)<a
e Démontrons la seconde inégalité
Ici, le meilleur choix est bien celui de la fonction auxiliaire 9 (x) = i 1~ In(1+ ) dont la
x
1 1 —
dérivée est donnée par ¢’ (z) = 5 — = x 5
(1+x) I+z  (1+2)
Il est facile de voir que le maximum est atteint en x = 0, et donc, pour tout =z > —1,

¥ (x) <9 (0) =0 et donc, nous avons j_ 1 <In(l1+2)
x

T
D’ou, en faisant la synthese, pour tout > —1, nous avons 1 <KIn(l+z)<z
x

. a—b a a—>
3. Démontrer que, pour tout a et b tels que 0 < b < a, nous avons <In (5) < 2
a

Premiere remarque, qui est importante :

em() <l =1t (D)<t

Nous avons aussi 0 < b < a <= 1 < —. Pour cela, nous allons démontrer que si x > 1, nous avons

a
b
1
l-—-—<lnax<gzr-1
x
Nous avons, une nouvelle fois 2 inégalités a démontrer des que =z > 1 :
— La premiere : nz <z —1
1
—— Laseconde : 1 — — <Inx
x

e Démontrons la premiere inégalité
Nous allons, & nouveau, utiliser la formule de Taylor-Lagrange en zo = 1 appliquée, cette fois
ci alnz. D’apres 4.4.1, il existe 6 € ]0; 1] tel que

—1)? -1 -1
F@ =W+ @170+ T ey e me =1 @ L
2 2 (0z)
(x—1)° -1
Cest adirequelnz—(z — 1) = —y X @ )2 <0, cestadireque,siz > lalorslnz < z—1
x

e Démontrons la seconde inégalité

1
Ici, le meilleur choix est encore celui de la fonction auxiliaire ¢ (z) = 1 — — — Inz dont la
x
D , 1 1 1-z
dérivée est donnée par ¢ (z) = — — — = —
x x x
Il est facile de voir que le maximum est atteint en & = 1, et donc, pour tout = > 0, ¢ (z) <

1
¥ (1) = 0 et done, nous avons 1 — — < Inz dés que x > 1
x
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D’ou, en faisant la synthese, pour tout > 1, nous avons 1 — — <lnx <z —1
x
L a b
A1n51,810<b<a<:>1<g, —

—b _
pour0<b<a,a gln(9><a
a b b

a a . .
nous avons 1 — — < In (E) < 7 1, ce qui veut dire que nous avons,
a

Exercice 9 :
Etudier les fonctions suivantes et les représenter graphiquement :

1. f(z) =In(sinx)

— Dans un premier temps, nous pouvons remarquer que f est périodique et de période 2. Dans
un second temps, f n’est définie que si sinz > 0. Nous n’étudierons donc f que sur l'intervalle

J0; 7[.
D’autre part, comme pour tout x € ]0;7[, 0 < sinz < 1, nous avons f (x) <0
— Si nous étudions les limites de f, nous avons lim f (z) = lim f (z) = —c0
z—0 Iz’;"
>0 §

L cos
— Le calcul de la dérivée nous donne [’ (x) =

sinx
Donc, si 0 < z < g alors f/ (x) > 0 et si g <z <, alors f/ (z) <0.

Ce qui nous donne pour tableau de variations :

vl 3

[ (x) + 0 -

f () B /O\

D’ou le graphe (figure

o5

A

FIGURE 5.17 — Le graphe de la fonction f (z) = In (sinx)

14z
2. g(x)zln(\/l_T)
1 1
Nous avonsg(x):1n<\/1+x> :%In(1+x)
— —
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— Dans un premier temps, intéressons nous au domaine de définition.
+x

Nous devons avoir >0 et x # 1; d’ou on trouve comme domaine de définition ]—1;+1]

— Etudions les limites aux bornes du domaine de définition

1 1 1
e Nous avons lim tr_ 0 et donc lim —=In + x) = —00
-1 1-72 z— —1 l—w
z>-—1 x> -1
1 1 1
e De méme, nous avons lim tr = 400 et donc lim —In ( + x) = 400
r—+1 1-7 x— +1 l-w
r < +1 T < +11
— Etudions la dérivée 1
e Tout calculs faits, f/ (x) = 1
—x
e Donc, pour tout x € |—1;+41[, nous avons f'(z) > 0 et donc f est strictement croissante
sur |—1; +1]
D’ou le graphe (ﬁgure :
yy

e e m e mm e mmmmm e m i m mmmm mmm————————————— T

1
FIGURE 5.18 — Le graphe de la fonction g (z) = In <\/1+7x)
— X

Exercice 10 :

Soit a > 0. Trouver toutes les valeurs de x et y strictement positives vérifiant le systéme
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Premiere remarque, c’est que si a = 1, alors x = y et tout x > 0 convient.

On suppose maintenant = # 1

En regardant la premicre équation, nous avons z¥ = y* <= e¥!"® = ¢?I"¥ et en remplacant y par ar,
nous obtenons a2V = % <= V1'% = ?IMy = garlnz _ grlnar Ty fait que la fonction exponentielle est
une bijection, nous avons donc :

arlnz =zlnar < axlnzx=xzlna+zlnz
< zlnz(a—1)=2xlna

|
= lnx:nialpoura;él
0 —

Ina a

N lna 1 1
Doutzx=es-1T =qao-Tety=ar=axas1 =ag+1

Exercice 11 :

a —1

Soit a > 0. Donner lim puis lim k (a% - 1)
h—0 k—*+oo

La dérivée de a” est donnée par (Ina)a” et le nombre dérivée de a” en 0 est donné par Ina. Nous avons

h _
donc lim =Ina.
h—0
. . 1 . 1 . ah—1
En faisant le changement de variables k = —, nous avons donc lim k (ak — 1) = lim =lna
h k—oo h—0
Exercice 12 :
L . o n'" . Gpyl
Nous considérons la suite (ay,),,c définie par a,, = —-. Donner lim nt
n! n—+oo @,
n+1 n
An+1 n+1 n! 1)n 1
Nous avons —+1 — ( ) X — = ("+,,,) =(14+=
an, (n+1)! nn n n
n Uit n
Nous avons lim (1 + 7> =eetdonc lim —— =e, ce qui montre aussi que lim — = 400
n——+oo n n—-+oo [e7% n—-+4oo n!

Exercice 14 :
Donner le domaine de définition et la dérivée des fonctions suivantes
L fi(z) =a"

> Nous avons donc f; (z) =e
> Etude de limites

zInz ot donc le domaine de définition est R*T.

e Nous avons lim zInz = 0, et donc lim 2% = lim e*™* = 1. Nous pouvons donc prolonger
x—0 z—0 z—0
>0 x>0 x>0
f1 par continuité en 0, en posant f1 (0) =1
e D’autre part, lim zlnz = +ocoet donc lim 2% = lim e*™% = 400
r—r+00 r—r+00 r—r+00

> Calcul de la dérivée
fi(x) = 2% = e®7 est donc du type fi (z) = e“®), de dérivée f] (z) = o/ (x) e“®). la dérivée
est donc donnée par :

fi(z) = (1 +Inzx)e*n®
La dérivée de f; est donc du signe de 1 4+ Inz. Ainsi :

1
e Si, 0 <z < — alors f{ (x) <0 et fi y est décroissante
e
e Si, z > — alors f{ () > 0 et f1 y est croissante
e

1 1 1\« _
e f1 admet donc un minimum en 29 = — et, pour tout x > 0, f1 (z) = f1 <7) = (7> —e%
e

e e
D’ott le graphe (figure [5.19) :
2. fo(x) = TT
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oy

FIGURE 5.19 — Le graphe de la fonction f; (x) = «*

s 1 1 . P
> Comme tout & I'heure, nous avons fa (z) = 27 = ez "% et donc le domaine de définition est
R*T.

> Etude de limites

. 1115[: . 1 . Inx
e Nous avons lim — = —oo, et donc lim z= = lim e”= = 0. Nous pouvons donc prolonger
z—=0 T z—0 z—0
z>0 >0 >0
f2 par continuité en 0, en posant fo (0) =0
. nr . 1 . Inz
e D’autre part, lim —— =0etdonc lim z=z = lim e= =1
r——+oo I Tr—r+00 Tr—r+00

> Calcul de la dérivée

1-1
Un calcul simple montre que f4 () = #x% et donc que f5 est du signe de 1 —lnx
x

e Si,0 <z <ealors fi(z) >0 et foy est croissante
e Si, x > e alors fi (z) <0 et fo y est décroissante

e f; admet donc un maximum en xy = e et, pour tout > 0, f1 (z) < fa(e) =e
D’ou le tableau de variations :

o=

T 0 e 400
[ (@) + 0 -
/ %’

Et le graphe (figure :

3. f3(z) =a”" aveca>()etb>()etf4(:r):a“"h aveca>0etb>0

Il est intéressant de bien regarder ces fonctions pour éviter beaucoup de confusions.
> Une premiere lecture peut étre ainsi faite :
f3(x) = (a®)" et alors f3 (z) = ewblna
De méme fy (z) = (a®)" et alors fy (z) = 2% et donc f3 (z) = f4 (x) = ab® et nous avons
la, ’étude d’une exponentielle normale.
> Une seconde lecture donne des résultats bien différents!!
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oy

e

asymptotehorizontale y=1

FIGURE 5.20 — Le graphe de la fonction fs (z) = zT

En effet, si f3(z) = a®") = et"Ine = emac™™" ot 5 f, (x) = alz’) = ex"na = emae’™” nous
avons alors f3 (x) # fi (z)
> Etude de fs (z) = a®”)

Voila une trés longue étude!! Tout d’abord, écrivons f3 (z) = ™ %¢
e Le domaine de définition est bien stir R et la dérivée est donnée par

xzlnb

x In cIn b
Fi(@) =Inalnb x e*™bemae™™" — 15 41nb x e(inbiinac™™?)

Le signe de la dérivée ne dépend donc que de celui de Inalnb
e Supposons Inalnb > 0, c’est adirea > letb>1oul0<a<let0<b<l1;alors
f4(xz) > 0 et f5 est croissante sur R
Etude des limites
B Supposons a > 1 et b > 1, c’est a dire Ina >0 et Inb >0

. . x Inb N .
* Tout d’abord hT Inae*'"® = 400 et donc 111’4I_1 elnae = +o00, c’est a dire
T——+00 r—+00
lim ) = 400
T——+00 f3 ( )
. . . . xzlnbd
% Ensuite, lim zlnb= —oo,donc lim e*™®=0etdonc lim e =1, c’est
r—r—00 r——00 Tr—r— 00

adire lim f3(z)=1
T——00

B Supposons 0 <a<let0<b<1,cestadirelna<0Oetlndb<0

A N . . zlnb
% Tout d’abord lim e*™® =0,d’ot lim Inae*™®=0ectdonc lim eoe =1,
r—+00 r—+00 r—+00
cest a dire lim f3(z) =1
r—r+00
% Ensuite, lim zlnb = +oo, donc lim e*™? = 400, puis lim Ilnae*™? = —oc0
r—r — 00 Tr—r—00 Tr—r— 00
. xlnb N . .
et donc lim e™a¢ =0, cest a dire lim f3(z)=0
Tr—r—00 r— — 00

e D’ou les graphes de f3 pour Inalnb > 0 (figure m :

e Supposons Inalnb < 0, c’est a direa >1et 0 <b<loulO<a<1letb>1;alors
fi(z) <0 et f5 est décroissante sur R
Etude des limites
B Supposons a >1et 0 <b< 1, clest adirelna>0etInb<0

. N . . x
% Alors lim zInb= —oo0, dott lim e*™® =0 et donc lim e™e®
T—r+o0 Tr—r+00 Tr—r+00

dire lim f5(z) =1
r—+o0

In

v X
=1, c’est a

. . . . . zlnb
% Ensuite, lim zlnb = 400, donc lim e*™® = 400 et donc lim e@e =
T—r—00 r—r—00 Tr—r—00

+00, c’est a dire lim f3 () = +oo
T——00
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FIGURE 5.21 — Les graphes de la fonction f3 (z) = a*") pour Inalnb > 0

B Supposons 0 <a <1letb>1, cest adirelna<0etInb>0

xInb

% Donc lim e*™? = 400, &0t lim Inae®™? = —oco et donc lim e™o¢ =0,
T—+00 T—+00 T—+00
c'est a dire lim f3(x)=0
r—r+00
% Ensuite, lim zlnb= —o0,donc lim e*™b =0, puis lim Inae®™® =0 et donc
Tr—r— 00 xr—r—00 Tr—r—00
X zlnb < 4. .
lim emaoe =1, cest a dire lim f3(z)=1
r—r— 00 r—r—00

e D’ou les graphes de f3 pour Inalnb < 0 (figure :

FIGURE 5.22 — Les graphes de la fonction f3 (z) = a(*") pour Inalnb < 0

> Etude de fy (z) = alz")
Nous allons, une nouvelle fois, < triturer > f4;. Nous avons :

blnx

fa () = al#) = o) ma — () na _ e

Donc, le domaine de définition de f; est R*T
e (Calculons la dérivée de fy.

blna
— eblnx

bnz nous avons v/ (r) = —— et donc :
T

En posant u () = Inae

_ blnaeblnx blnax _ blnaeblnz+lnaeblnm

/ % In ae
fi (@) - € -
Le signe de f; ne dépend donc que de celui de Ina

e Etude de la limite en 0.

Nous avons lim blnz = —co et donc lim e®™® = 0, tout comme lim Ina x e?® =0
z—0 z—0 x—0
x>0 x>0 x>0
Donc, pour tout a > 0, nous avons lin% fa(x)=1
Tr—r
x>0
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11 nous est donc possible de prolonger f4 en 0, en posant f4 (0) =1
e Etude de la limite en 400.
Tout d’abord, nous avons lim blnz = +oo et donc lim e®™* = 40

r——+00 r——+00
x Silna >0, c’est a dire si @ > 1, alors lim Inae®™® = +ocoet lim fy(z) = +oc
T—+00 T— 400
x Silna <0, c’est adiresi 0 <a < 11, alors lim Inae’™? = —coet lim f;(z) =0
r—+00 r—+00

e Signe de la dérivée.
* Silna > 0, c’est & dire si a > 1, alors Ina > 0 et alors fj (x) > 0 et f4 est croissante.

* Silna < 0, c’est & dire si 0 < a < 11, alors Ina < 0 et alors f; () < 0 et fs est
décroissante.

e Dot les graphes de fy (figure[5.25)

oy

a>1

a<l

FIGURE 5.23 — Les graphes de la fonction fy (z) = a(=") poura>letl0<a<l1

Il y a,cependant, des cas triviaux, que nous n’avons pas évoqués :

¢ Pour f3(z) = a®) = elnaemlnb, si b = 1, nous obtenons la fonction constante
f3(x) = a et si a = 1, nous obtenons la fonction constante f3 () = 1, pour tout
b>0

¢ Pour fy (z) = alz’) = ¢l ae”™" i b =1, nous obtenons f, (z) = e ae” _ grina

a” ; c’est une fonction exponentielle de base a, et si @ = 1, nous obtenons & nouveau
la fonction constante f4 (x) = 1, pour tout b > 0

Exercice 16 :

r—1
z+1
— Le domaine de définition de g est R\ {—1}
— Limites aux bornes du domaine

-1 -1
~> Nous avons lim =1et donc lim tanh o tanh 1 ~ 0, 761594156
z—doo x4+ 1 r—Foo x+1

1. Etudier et représenter la fonction g (x) = tanh

z—1 rz—1
~» D’autre part, lim = —o0 et donc lim tanh =-1
z——1x+1 z——1 x4+ 1
z>—1 z>—1
r—1 r—1
~» De méme, lim = +o0 et donc lim tanh =41
z——11x+1 z——1 x+1
r<—1 r<—1
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— Calcul de la dérivée
g est une fonction du type g (x) = tanhu () et a donc pour dérivée ¢’ (z) = v’ (z) tanh’ u (z) =
u' (x)

cosh? u (z)

2
g’ est donc du signe de v’ (z) = PNETE et donc, pour tout x € R\{—1}, nous avons ¢’ (x) > 0
T+

D’ou le graphes de g (figure[5.24)

rz—1

FIGURE 5.24 — Le graphe de la fonction g (z) = tanh )
x

2. Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier A € R pour que la fonction
hy (r) = ————— soit définie 7 Etudier et représenter la fonction hs (¥) = ————
» (@) A+ coshx P 2(2) 2 + coshx
Pour que hy, il faut que A + coshx # 0. Or, pour tout € R, nous avons coshz > 1, donc
coshx + X > 1+ )\ et donc nous devons avoir A > —1

L’étude de la fonction hg (z) ne pose aucune difficulté et est déduite de celle de

- 2+ coshx

1
2 + cosh x 3
1 1

<
A+ cosh x 1+ A

cosh z. Nous avons, en particulier, pour tout z € R, 0 < ———— <

En fait, pour tout A > —1, et pour tout x € R, nous avons 0 <

5.6.3 Croissances comparées
Exercice 19 :

1. Soit n € N et nous considérons la fonction f,, définie par :

fm:R — R

O0siz=0
T o 1 _1
56 22 S| I # 0
Montrer que f, est continue en 0 et dérivable en 0

> Il est clair que f,, est continue et dérivable sur R*
> Il faut donc étudier la continuité de f,, en 0

1 1
Faisons le changement de variable X = — alors 2= —ectax=
x

1 -1
—ouzr=—
1 1 * X X
— Siz >0, alors — e = : e~ X = X%e X et donc :
" 1
()
lim —e 27 = lim X%e X = lim ’ =0
rz—0 ™ T—400 T—+00 eX

fn est donc continue a droite de 0
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1 _ 1 1 n
— Siz <0, alors —ne_wl? =7 e X =(=1)" XZe X et donc :
x —_
()
1 n Xz
lim —e 37 = (-=1)" lim X2e X = lim —— =0
z—0 ™ T—+00 r—+00 eX

<0
fn est donc continue a gauche de 0
fn étant continue a droite et & gauche de 0 est donc continue en 0, et de maniere générale,

continue sur R
> Etudions la dérivabilité de f,, en 0
Nous avons : .
Le a2
fo(x) = fu(0) _ zwe # 1 L

p— T
T x

- $n+1 e

Et, d’apres I’étude précédente, nous avons lim —— = 0, donc f, (0) existe et f}, (0) =0

e
x—0 ™
fn est donc dérivable sur R

2. Démontrer que la fonction g définie par :

g:R — R

- 0siz=0
x
o six#0

est de classe C*° sur R

> Tout d’abord g est continue et dérivable en 0

T =0=yg/(0),
—-g(0

— Dérivable puisque, si nous regardons le rapport M, nous avons :
x

9(2)-9g(0) _ 1

. . 1 .
— Continue parce que lim —— = —oo et donc lim e
z—0 12 z—0

D’apres la question précédente, nous avons lin}) —e 22 =0.
z—0
Ainsi, g est dérivable en 0 et ¢’ (0) =0
_ 1 L2
— Pour tout € R*, nous avons ¢’ (z) = € 7 et lim —e 3% = 0. g est donc de classe

; z—0 T
Cl sur R
> Nous allons démontrer, par récurrence sur n € N*, que, pour tout n € N*, g est de classe C"
sur R et que :

g (z) = e 7 et g™ 0)=0

Avec P, polynoéme et o, € N
* C’est vrai pour n = 1 puisque ¢’ (z) est continue sur R. Nous avons P; (z) =2 et a1 =3
* Supposons que, pour n. € N*| g est de classe C" sur R et que :

y () = 2

xrn
Avec P, polynome et o, € N
* Démontrons le a 'ordre n + 1

€737 et g™ ) =0

g™ (@) =g (0) _ Pu(z) o

) (n+1) _ — 22
— Tout d’abord, g (0) = - = onriC
Pn Pn
P, (ac) 1 a 1
— k n 22 = ko=
Comme P, (z) = E ape”, nous avons —-ore +¥ = E pores L
k=0 k=0
. -1 N
Or, nous avons que pour tout k tel que 0 < k < p, lim ————e™ 22 = 0, d’olt nous
z—0 xa”+1_k
Dn (n) (n)
P . ak _ N . T)— 0
déduisons que lim —————e¢ 22 = 0, c’est a dire lim 9" (z) 9™ (0) =0, et
z—0 P rontl=Fk z—0 x

donc ¢+ (0) =0
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o
o
==}
=
8
RIS
=
=}
Q
=
7
]
g
=}
7
Q/\
3
+
N
—
=
|
N
3
—
=
@
|
&
~—
o
=

< o ¢ x”‘ln

an D/ _ Qn —

_ (Jc P! (z) (;nx P, (x) n 2P, (x)) e
Tre%n :L'Oén+3
_ (xa”+3PT’L () — apz®n 2P, (z) + 22" P, (m)) I
z2a"+3

(22" — 2z *?) Py (x) + 2 P3P () ) _

= $2an+3 e

Nous avons donc P41 (z) = (22 — az®+2) P, (z) + 2 3P} (z) et any1 = 204,43
— Comme tout & ’heure, nous avons hn%) gt () =0
r—

g est donc de classe C"*! sur R
C’est a dire que g est de classe C*> sur R

On peut connaitre explicitement le degré du polynéme P, et la valeur de «,

Nous avons, en fait :
o degP, 1 = degP, + v, + 2 o i1 =20, +3

avec degPy =0 et oy =3
(a) Commencons par étudier la suite (ay,), ;-
En prenant la suite auxiliaire (vy,),, définie par v, = o, + 3, la suite (vn),; est
géométrique, de raison 2 et de premier terme v; = 6.
Nous obtenons donc v, = 2" 1oy =6 x 271 =3 x 2"
Donc, o, +3=3x2" <=, =3 x 2" -3

(b) Pour nous simplifier la vie, posons D,, = degP,,. Nous avons alors :
Dn+1 :Dn+3><2n—3+2<:>Dn+1 =D, +3x2"-1

En faisant les sommations, nous obtenons :
n n n n
POIHTER SRS DX oY
k=1 k=1 k=1 k=1

ZDk+3><2(2”—1)—n
k=1

Donc, ZDk+1 —ZDk =3x2@2"-1)—n<= Dy —D; =6(2"—1) —n <
k=1 k=1

Dn+1:6(2"—1)—n

(c) Nous obtenons donc :

a,=3x2"=3 et Dp=6(2"""-1)+1-n

Exercice 20 :

_.'172

Démontrer que la dérivée n-iéme de la fonction g (z) = e~ est de la forme g®) = P, (z)e=*" ou P, est
un polynéme de degré n et de coefficient dominant (—2)"
Nous allons démontrer, par récurrence sur n € N que ¢*) = P, (x) e’

> Clest évidemment vrai pour n = 0, o Py(xz) = 1; on peut remarqger que degPy = 0 et que

1=(-2)°
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> Supposons qu’a ordre n, nous avons ¢(*) = P, (x) e~ ot P, est un polynoéme de degré n et de

coefficient dominant (—2)"
> A l'ordre n + 1, nous avons :

2

g = (Pn (z) 67I2)I =P (z) e — 2P, (z)e " (P, (z) — 2zP, (z)) e

Et donc P41 () = P, (z) — 22 P, (x).
— SidegP,, = n, alors deg — 22 P, = n+1 et comme degP,, = n—1, nous avons degP,y; = n+1
— D’autre part, si P, () = (—2)" 2"+ Qp—1 (x), alors —2zP, () = =2z x (—2)" 2" + Qp—1 ()
et donc, le coefficient dominant de P, est donc (—2)"!
Ce que nous voulions

5.6.4 Miscelleanous

Exercice 21 :

@
Trouver lim =
r—400 ;13(-'17 )

Voila une expression que nous avons plus ou moins travaillée!!

PN T x 2
e Nous avons déja (z%)" = e?In®" = =" In@
xlnx

z% Inx zlnz Inze”

-
, nous avons z(*") = ¢

) .
e Nous avons aussi, z(*") = e ; comme 2" Inx = Inxe

xr\T
2 _ xlnx 2] 1— L zlnx
e De telle sorte que (x(w’)”) — @’ lnz—Inze — " naz( Le )
. 1 3 2 _ 1 zlnz . )"
Comme lim z%lnzx (1 — etz ) — —00, nous avons lim e’ lnm(l 22 € ) = lim (72 =0
r——+00 x2 r——+00 r—+00 x(m)

Exercice 22 :

Soit o € R. Nous notons :
{ fo R — R
x > fol(x)=1e**

Montrer que la famille de fonctions (fa),cp est une une famille libre du R-espace vectoriel RR

Pour montrer que la famille de fonctions (fa),cp est une une famille libre du R-espace vectoriel RE, il
faut montrer que toute famille finie (fa,);¢;<,, extraite de (fa),cp est une famille libre, c’est a dire que
I'implication suivante :

)\lfa1+>\2foz2+"'+/\nfan:O:>)\1:/\2:"':/\n20

est vraie.

Supposons donc qu'il existe A\ € R, Ao € R,...; A\, € R tels que A1 fo, +Aofa, + -+ A fa, = O; ceci
sgnifie donc que, pour tout x € R, Ay fo, () + A2 fa, () + -+ A fa, () =0.

Pour simplifier, quitte a réordonner, nous supposons a3 < ag < --+ < a,. L’hypothese donne donc :

A€ + Xoe®?? 4. X e =0

Nous appelons ¢ (x) = A1 + Age®2® 4 -+ + )\, e*n®
> Regardons le comportement de ¢ (z) lorsque = tend vers +oo.
Factorisons par e*»” ; alors :

o (z) = e*n® ()\le(al_an)l‘ T dgeloz—an)T )\n) =0

Comme, pour tout i tel que 1 <4 < n— 1, nous avons (a; — a,,) < 0, alors lirf Nelei—an)z —
— 400

x

et donc lim ¢ (z) = lim A\,e*® =0, car, pour tout = € R, ¢ (z) = 0.
r— 400 xr—+00

Comme, pour tout z € R, nous avons e** > 0, nous en déduisons que A\, =0
Dot p () = A1 4+ Age®2® 4 .. 4 \,,_1e¥n 17

> Nous poursuivons en factorisant par e®»-1* et en faisant le méme raisonnement que ci-dessus,
nous obtenons A\,_; =0
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> Et ainsi de suite jusque A\ =0
Nous avons donc Ay = Ay = +-- = A, = 0, ce qui montre que la famille (fai)lgign est libre, et que, plus
généralement, la famille (fo),cp est une une famille libre.
Ce que nous voulions

Exercice 23 :

1. Démontrer que la fonction logarithme In n'est la restriction sur |0;4oc[ d’aucune fonction fraction
rationnelle

P(x
Supposons donc que, pour tout > 0, nous ayions Inz = QE ; ou P est le polynéme P (z) =
x
anx™ + -+ ap avec a, # 0 et Q (x) = bpa? + - - - + by avec b, # 0.
P (x anx™ a
Comme lim Inx = +o0, et que lim (z) = lim -~ nous avonsn > pet — >0
T—+00 T—400 Q (.’17) x—+o00 bpxp bp
. Inz ) P(x
Dans le cours, nous avons vu que lim —— =0, donc, silnz = lorsque z > 0, nous avons :
e Q)
P
im () =0.0r:
e 2Q (@)
. P (z) . anx™ + -+ ag ) anpx™ . n e
lim ——~ = lim = lim = lim —z"7P
a—too Q) (x) w400 bpaPTl 4+ - 4 box  w—too bpaPtl  zotoo b,
P(x a Inx
> Sin=p+1,alors lim (z) = - >0, ce qui est impossible, puisque lim —- =0
T— 00 .TQ (gj) bp T—+00 I
: . P(2) N s . . . . Inz
> Sin > p+1,alors lim = 400, ce qui est & nouveau impossible, puisque lim =
z—+o0 () (x) z—+00 T
0
o . P (x) .
Ainsi, 'hypothese Inx = O sur |0; +oo[ est contradictoire.
x
Dong, la fonction logarithme In n’est la restriction sur ]0; +oo[ d’aucune fonction fraction ration-

nelle
2. Démontrer que la fonction exponentielle exp n’est pas une fonction fraction rationnelle
P (z)

Q (v)
apx™ + -+ ap avec a, # 0 et Q (x) = bpaP 4 --- + by avec b, # 0.

Supposons donc que, pour tout z > 0, nous ayions e* =

ou P est le polynoéme P (x) =

. . P (x . a,x" a
Comme lim e* = +oo, et que lim Pl@) _ lim -~ nous avons n > p et — > 0f
T—+00 T—+00 Q (1‘) x—r+00 bpxp bp

Faisons un calcul de dérivée basique :

oy _ (P@)Y . P @)Q(x)—Q (2)P(x) P(z) / /
« =(g) = - oy - o = P @QW@-Q @) P @) = P Q)
Nous avons donc I’égalité P'Q— Q' P = P(Q. En considérant les degrés des polynémes, nous avons :
* deg (PQ) =n+p
x deg(P'Q)=n—1+petdeg(PQ)=n+p-—1
* Et donc deg (P'Q —Q'P)<n+p—1
Ce qui est en contradiction avec P'Q — Q'P = PQ
Donc, la fonction exponentielle exp n’est pas une fonction fraction rationnelle.

Exercice 24 :

Démontrer que, pour tout x € ]0;+1[, nous avons z* (1 — m)l_‘” >

DN | =

Ce n’est pas un exercice bien difficile, plutot calculatoire.
Nous appelons ¢ (z) = 2% (1 —z) et u(z) =Inp(z) =zlnz + (1 —2)In (1 — z)

3. Mais, ceci ne nous apportera rien!!
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e Dérivons u; nous avons u'(x):1+1na:—ln(1—m)—1:lmc—ln(1—x):ln(l % )
-z

€T .

Nous pouvons remarquer que, pour tout x € ]0; +1[, nous avons 1 > 0, hr% ' (z) = —o0 et
-7 >0

lim v’ (x) = +o0.

r—1

<1

N =

Deplus,u’(a:)zO(z)%zl(z)x:
-z

Par contre, il est assez difficile de connaitre le comportement de v’ (z) sur I'intervalle |0; +1]
e Tentons dons la dérivée seconde de u :
1 1

1
" _ 1t _
u(m>7$+1—x xz(1—1x)

Nous avons donc, pour tout z > 0, u” (z) > 0
e Ainsi, v/ (z) est une fonction croissante sur ]0; +1]

1 1
— SiO<x<i,alorsu’(x)goasii<x<+1,alorsu’(x)>0

— C’est a dire que u est décroissante sur

1 1
0; 5} et croissante sur {5 : —|—1{

1
— Et donc, pour tout € |0; +1[, nous avons u (z) > u (7)

2
1 1 1
Or, u (5) =lny (5) =In 3

Nous en déduisons que, pour tout z € ]0; +1[, nous avons :

=" (1-2)"">

N
N —

1
Inp(x) > 1115 = p(z) >
Ce que nous voulions

Exercice 25 :
2 1
tanh2x  tanhx

1. Démontrer que pour tout x € R*, nous avons tanh x =

Nous allons utiliser les formules d’addition des fonctions hyperboliques qui ont déja été démontrées.
Nous avons, en particulier :

tanh 2z = th:g
1+ tanh®
Donc :
2 12 (1+ tanh? x) 1
tanh2z  tanhz 2 tanh x tanh z
1+ tanh“x — 1
o tanh x
= tanhx
Ce que nous voulionsﬁ
2. En déduire Z 2% tanh (Zka‘)
k=0
En réutilisant le résultat précédent, nous avons :
2 1 2k+1 2k
2" tanh (2"z) = 2* ( - ) = -
anh (2°7) tanh (2 x (2%z))  tanh (2*z) tanh (25+12)  tanh (2Fz)

4. Simple comme < Bonjour!! >

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 335



Chapitre 5 : Fonctions transcendantes

5.6 Quelques exercices corrigés

Dot :
n n 2k+1 2k¢
2" tanh (2F2) = -
;0 anh (27z) ;0 tanh (2+1z)  tanh (2Fz)
- tanh (2k+15) tanh (2% 1)
prs tanh (2++1z) #— tanh (2Fx)
N tanh (2kz) tanh (2kz)
k=1 k=0
ontl 1
~ tanh (27tlz)  tanhx
n X X 2n+1 1
D 2" tanh (2 = —
one kZ:o anh (") tanh (27*t1z)  tanhx
Exercice 26 :
. . I N W
Soient n € N* et x € R. Evaluer I1,, (z) = kli[l cosh <2k) En déduire nll)ar_lx I, (x)

> La clef de la démonstration tient dans les différents formules des fonctions hyperboliques. Nous

avons : ]
sinh 2x

sinh 22 = 2 sinh x coshz <= coshz =

sinh (%)

2 sinh (2%)

2sinh z

De telle sorte que cosh (27) = .Dou :

I, (z) = kf[lcosh (2%)

1

271
s 1 inh

Ainsi, 1T, (z) = H cosh (2%) = om X %
kel sinh (27)

> L’étude de la limite de II,, (x) lorsque n tend vers 400 vient de I’étude d’une limite remarquable.

sinh ¢
e Nous avons, en effet, }111(1) S 1 En voici la démonstration :
—
sinht el —e?
t 2t

_ 1(et—1+1—e—t>
2 t

B l(et—l_’_l—e*t)
2 t t

_ 1(6t71+67t71)
2 t —t

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 336



Chapitre 5 : Fonctions transcendantes 5.6 Quelques exercices corrigés

t —t _
Nous avons, comme limite remarquable : lim = lim ¢ =1, et donc :
t—0 t—0 —

. sinht o l/et—=1 e t—1

lim = lim — + =1

t—0 ¢ t—0 2 t —t

Et, en corollaire, lim — =
t—0 sinh ¢
T
e D’ou nous tirons lim 27713: =1
=+ ginh <—)
271
1 inh inh on
Or, I, (z) = — X Swhe ST X 2" , et donc :
n . X T . xr
sinh (—) sinh (—)
n AL
inh
lim II, (z) = . ki
n—-+oo xT

Exercice 27 :

Soit G : }—g; —&—g { — R définie, pour tout t € }—g; —&—g [ par G (t) = Argsinh (tant)

1. Montrer que G est dérivable sur } —%; +g { et que, pour toutt € }—g; +g { nous avons

G’ (t) = cosh (G (1))

> G est la fonction composée de 2 fonctions bijectives, continues et dérivables :

T
tan : }——

2;+z[—>RetArgsinh:R—>R

2

Donc, G est une fonction bijective, continue et dérivable.
> D’apres les résultats sur la composition des fonctions dérivables, nous avons G (t) = tan’ tArgsinh’ (tant).
Or :
x tan’t =1 + tan®t

1
x Et Argsinh’ v = ——
& V1422
De telle sorte que G’ (t) = V1 + tan®t

Or, des propriétés de bijection, nous pouvons écrire : tant = sinh (Argsinh (tant)) = sinh (G (¢))

et donc G (t) = /1 + sinh? (G (1))

)
Comme nous avons coshxz = /1 + sinh® z, nous avons donc :

G’ (t) = y/1 +sinh® (G (t)) = cosh (G (t))

1
V1 + tan?t

et donc Argsinh’ (tant) =

Ce que nous voulions

2. Démontrer que, pour tout t € },g; +g [ nous avons tanh (G (t)) = sint

Voila un exercice classique, que nous retrouvons dans l’étude des fonctions trigonométriques
réciproques.
Pour commencer, nous avons, par définition de la fonction Argsinh

reRetyeR

y = Argsinhz <— { 2 = sinhy

sinhy T

coshy 1+ 22

Or, tanhy =
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Donc, de G (t) = Argsinh (tant) nous tirons, en remplagant x par tant :

tant int t
tanh (G (t)) = tanh (Argsinh (tant)) = - —fr’;ath = SHLO;:(;S —sint

Ce que nous voulions

Exercice 28 :
1. Soit ® : [0: 1] — R, I'application définie par :
®:0:1] — R
1
xr — @(I):ln( +;13) -2z

Il faut montrer que, pour tout x € [0 : 1], nous avons ® (z) > 0

s . +x .

* Premiere remarque, ® (0) = 0 et comme lim = 400, nous avons lim ® (z) = +oo
ST 71
x x

* Une autre écriture de ® est donnée par : ¢ (z) = In(1+2) —In(1 —z) — 22 et le calcul de
dérivée donne :

& (2) 1 1 2:1—x+1+x—2(1—x2) 22

:1+x+1—x 1—22 T 12

Donc, pour tout z € [0 : 1[, nous avons &' (z) > 0
* Comme la dérivée est positive, la fonction ® est croissante et donc, pour tout € [0 : 1], nous

avons @ (z) > ®(0), c’est a dire que pour tout z € [0 : 1], nous avons ¢ (z) > 0
Ce que nous voulions

2. Soit n € N*; on appelle f,, I'application définie par :

{fn:R — R
x — fo(z)=2a"e"

Il faut montrer que, pour tout x € [0 : n|, nous avons f, (n+x) = f, (n — x)

Ce n’est pas une question d’une grande évidence!! Il faut, bien entendu, utiliser la question

précédente.
* Soit « € [0 : n[. Nous avons, dans ce cas, f, (n+x) > 0 et f, (n — ) > 0. Nous allons faire le
rapport M Donc :
fn (n - .’L‘)
faln+z) (n+z)en® (n—i—x)” o ((n—i—x) 72£)" 1+2\ L.\"
= - = — et ) = e
fao(n—z) (n—z)"ente n—x n—x -2

* En prenant le logarithme, nous avons :

fo(n+x) B 1_|_% e n - 1+% N
a(e) e () ) ) - (= () )
+

14z
* Comme z € [0: n[, nous avons e [0: 1] et donc, comme P (E) T L— 2 > 0, d’ou
n _z
nous déduisons In (M) > 0.
fn(n—2)
Or: £ )
n—+x
1n(n )20<:> In(fp(n+z)—In(fu(n+2x)) >0
(e (fu (n -+ 2)) ~ 0 (f (4 2))

Ce que nous voulions
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n 2n
3. Montrer que, pour tout n € N*, nous avons / fn @) dt < fn (t) dt
0

n

2n

Intéressons nous & l'intégrale fn (t) dt.
n

Faisons le changement de variables t = x +n <= x =t — n et donc du = dt. Nous avons alors :

2n n
fu (1) dt A(fm+w)$

n

D’apres la question précédente, si x € [0 : n], alors f,, (n + ) > f, (n — ). Nous pouvons alors

écrire : " N
2n n dt = n dr > n = d
nf (1) dt Atfm+m)x>l<fm r) da

n

Faisons maintenant, dans I'intégrale / fn (n—x) dt le changement de variables t = n — z <

x =n —t et donc dx = —dt. Nous avons alors :

/Onfn(n—x) dajz/nofn(t) —dt:/onfn(t) dt

2n

2n n n
Et nous avons donc Jn (t) dt > / fn (t) dt = / fu (t) dt < fn (t) dt
n 0 0

n
Ce que nous voulions

T
4. Démontrer que, pour tout x > 0 et tout n € N*, nous avons : fn (t) dt =nl! (1 —e
0

Nous allons faire cette démonstration par récurrence sur n € N*
— Vérifions pour n =1

Nous avons / fi(t) dt = / te ' dt.
0 0

En faisant une intégration par tarties, nous avons :

u=t uw =1
v=—e"t

v =et —e
Et donc : / .
/ te tdt = [—te7!]; +/ e tdt
0 0, .
=z [
= —ze¥4+1—e"
= 1(1-e*(1+4x))
1 .'Ek
= | —_ ez i
= 1 (1 ey k!)
k=0

C’est donc vrai pour n =1
— Supposons que c’est vrai a ’ordre n
— Démontrons a 'ordre n +1

x x
Comme tout & I’heure, nous avons / Frg1 (t) dt = / t" et dt.
0 0

En faisant une intégration par tarties, nous avons :

u=t"t o =(n+1)t"

vVV=elt v=-—et
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Et donc :

/0 o=t gy [—t"“e*t]g + (n+ 1)/0 t"e~tdt
— _gntlg—z + (TL + ]_)/ fn (t) dt

0,
n k

= —a"tle 4 (n+1)! <1 —e " Z 2) d’apres I'hypothese de récurrence
k=0

_xn+1e—m . n Z‘k
=0
n+1 k
—x x
(n+1)! (1—6 kzk">
=0

Ce que nous voulions.

x n k
x
Ainsi, pour tout z > 0 et tout n € N*, nous avons : / fn () dt =n! (1 —e " g )
0

T
. Pour n € N* fixé, démontrer que lim fn (t) dt =nl!
r—+o0 0

Soit donc n € N* fixé. Alors, pour tout « > 0, nous avons :

" e Txk x nl
=2

k=0

/Omfn(t)dtn!

En utilisant les croissances comparées entre la fonction exponentielle et les fonctions puissances,

e %xF x n! " e gk x nl
nous avons lim ————— =0, et donc lim Z —— =0, de telle sorte que
z—+00 k! T—+00 P k!
x
xEToo /0 fn(t) dt—nl{ =0
x
. o
et donc mgrfm ; fn (t) dt =nl!
. nk: en
. Démontrer que pour tout n € N*, Z T > >
k=0
T n k
. " _ xz .
De l'identité / fu (t) dt =n! (1 —e "y k,) , nous tirons, pour & =n
0 k=0
n n nk
—n! —_e _
/0 fa®)dt=n!{1—¢ Zk'
k=0
C’est a dire : .
k n n
n e
k=0 © /0
De telle sorte que :
n k n n n n
n e e e
W2 T3 ),
: 0

D’autre part :

n n n n 2n 2n
2/0 fn(t)dt=/0 fn(t)dt+/0 fn(t)dt</0 fayiee [ g ar= [ g i

0
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2n
Pour tout ¢ tel que ¢ > 0, nous avons t"e~! > 0 et donc 0 < fn () dt. D’autre part, pour
2n x 0
tout & > 2n, nous avons aussi fn @) dt < / fn (t) dt.
0 0
2n T
En particulier, fn(t) dt < lim / fn (t) dt = nl. Ainsi, nous avons
0 T—>+00 0
2/ o) dt<nl<= [ fu(t) dtg?
0 0
n n en n! en
D — Hdt < — X —=—.
e Tn () dt < nl 2 2
en n 671
Nous en déduisons ——/ fo@) dt > ——
n! Jo 2
n k n n n
n e e e
Etdonc:y ———>2_" =9
one o272 2
k=0
“onk _en
M *
Nous avons bien, pour n € N*| ,;) i > -
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