Chapitre 6

Développements limités

6.1 Etude des développements limités

6.1.1 Définition de développement limité au voisinage de 0

Soit f une fonction définie au voisinage de zéro, sauf peut-étre en zéro. On dit que cette fonction
admet un développement limité d’ordre n € N au voisinage de zéro, s’il existe un intervalle ouvert
I de centre 0, tel que, pour tout = € I, = éventuellement non nul,

f(z)=ao+az+ax@® +---+a,2" + 2" (z) ou lii)%g (r)=0
x

> La partie ag + a1z + asz® + --- + a,2" est appelée partie réguliére, ou partie principale
> z"e (x) est la partie complémentaire

Remarque 1 :

1. Si f admet, au voisinage de 0, un développement limité & lordre n > 1, f (z) = ap +a1x + agz? +
< 4 apa™ 4 a"e (z), alors 1ir%f () =ag
r—

2. Si f admet, au voisinage de 0, un développement limité a I'ordre n > 1 et si, maintenant, nous
supposons f définie et continue en 0, alors f (0) = ag et nous avons :

f(z) —ao

X

=a; +agr + - +az" 2" e (x)

) —a
Alors lim M =a.
x—0 x
En d’autres termes, si une fonction f est continue en 0 et admet un développement limité d’ordre

n > 1 au voisinage de 0, alors, f est dérivable en 0 et admet pour dérivée f' (0) = ay

Remarque 2 :

On peut se poser plusieurs questions :
1. Quelles sont les conditions pour que f admette un développement limité au voisinage de 07?7

2. Si f admet un développement limité au voisinage de 0, ce développement limité est-il unique ?

6.1.2 Théoréme d’existence

Si f est de classe C" sur I, contenant 0, alors, f, admet, au voisinage de 0, un développement limité
d’ordre n :

n

X f”(0)+-~-—|—£ x £ (0) + 2" (z) obr lime (x) =0

n! z—0

F@) =) +af 0+
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Démonstration

C’est la formule de Taylor-Young 4.4.5

Remarque 3 :

Si f est de classe C", et si f("1) existe et est majorée sur un intervalle I contenant 0, la formule de
Taylor nous montre que f admet un développement limité sur I :

2 1

xnt

CES " (ba)

F @)= FO)+af )+ T x £ 0) 4 T £ (0) 4

2!

Comme } frtD) (9x)| < M, la formule de Taylor nous permet de majorer 'erreur commise en n’utilisant
que le polynéme pour approcher f

6.1.3 Théoréme

Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, alors, ce développement est unique.

Démonstration

On suppose, comme d’habitude, que f admet deux développements différents, c’est a dire :

f(x)

ap + a1z + agr? + -+ + apa™ + 2" (z)
= bo+ b1z +boz? + -+ bya™ + 2"’ ()

Pour lequel, il existe au moins un ko tel que ax, # by, <= ag, — bx, # 0

Alors, (ag —bg) + (a1 —b1)x+ -+ (an —bp) ™ + 2" (e (x) — ' (2)) =0

Soit k le plus petit entier tel que (ax — by,) # 0; alors, pour x # 0, on simplifie par ¥, et nous obtenons :
(ar = bi) + (@r1 = brgn) @+ -+ (an = bp) 2" F 42" 7F (e (2) — ' (2)) = 0

Or,

lim ((ak — be) + (aks1 — beg1) @ + -+ (an — by) 2" F + 2" (e (2) — &' (2))) = ar — by

z—0

Or, nous devrions avoir ay — by, = 0; Il y a donc contradiction.
Le développement limité est donc unique

6.1.4 Proposition

Soit f une fonction qui admet un développement limité a I'ordre n en 0. Alors,
> Sif est paire, tous les termes d’ordre impairs sont nuls
> Si f est impaire, tous les termes d’ordre pairs sont nuls

Démonstration

On suppose que f (x) = ag + a1z + asx? + - - - + apa™ + 2" (x)

1. On suppose f paire

Alors, pour tout « € I, f(z) = f (—x), et en utilisant le développement de f et en remplacant x
par —x, nous avons :

f (=)

ap + a1 (—x) + as (—x 2

= a07a1x+a2x2+~~+

+otan ()" + (—2)" e (—x)
(=1)" apz™ + (—1)" 2" (z)

Ou nous avons posé ¢’ (z) =€ (—x)
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D’apres P'unicité des développements limités, et comme f () = f (—x), nous avons

a; = —ap - 2a1 =0 — a1 =0
a3 = —as — 2a3 =10 — az3 =0
Aopy1 = —Q2pt1 — 2a2p+1 =0 = a2p+1 = 0

Les termes d’ordre impair sont donc nuls.

2. Si f est impaire, la méthode est la méme pour montrer que ag, = 0

Exemple 1 :

1. Le développement limité de cosx au voisinage de 0

La fonction cos x est une fonction paire. Nous allons calculer le développement limité de la fonction
cosz au voisinage de 0 et montrer que les termes de rang impair sont nuls

Nous allons utiliser la formule de Taylor-Young 4.4.5

11 suffit donc de connaitre la forme des dérivées n-iemes de la fonction cosinus (déja étudiée dans
le chapitre sur les dérivées)

Nous avons donc : f(™ (x) = cos (ac + ng) et donc, f(™ (0) = cos (ng)
s o fM(0)=0, si n est impair;
C’est a dire { £ (0) = (1), i n=2p
D’ou, au voisinage de zéro, nous obtenons :
22 gt g8 , % )
- r - — A o d — - p
T —|—4! S +--4+(=1) (2p)!+$ e (x)
Les termes de rang impair sont bien nuls
z? 2?2zt

FIGURE 6.1 — Deux fonctions polynémes approchant cosz en 0 : 1 — > et 1 — > + 21

2. Le développement limité de sin x au voisinage de 0

La fonction sinz est une fonction impaire. Nous allons calculer le développement limité de la
fonction sin x au voisinage de 0 et montrer que les termes de rang pair sont nuls

Nous allons utiliser la formule de Taylor-Young 4.4.5

11 suffit donc de connaitre la forme des dérivées n-iemes de la fonction sinus (déja étudiée dans le
chapitre sur les dérivées)

Nous avons donc : f(™ (z) = sin (z+n%) et donc, £ (0) = sin (n%)

et TP O =0 simest pair
Cest a dire { f(n) (O) _ (_1)197 si n=2p+1
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D’otn, au voisinage de zéro, nous obtenons :

o R S ¢ 22p+1

Sinx:x_§+§_ﬂ+"'+(_l)p

Les termes de rang pair sont bien nuls

3
x
FIGURE 6.2 — Deux fonctions polynémes approchant sinz en 0 : z et  — 3

6.1.5 Théoréme

Supposons que [ admette au voisinage de zéro le développement limité d’ordre n

f(x) =ao+ a1z +ax® + - + a,2" + 2"¢ (z) ol lim ¢ () =0
r—
Alors, pour tout entier p tel que p < n, f admet au voisinage de zéro, le développement limité
d’ordre p

f(z) =ao+arz+axx® + -+ a,a? + 2P (z) ol ,”L%E/ (x) =0

Démonstration

On suppose que f () = ag + a1z + agx? + - - + apa™ + 2" (x)

Soit p < n.

Alors, f (z) = ap + a12 + aza”® + - - + apa? + 2P (ap412 + api2x® + ...+ anaz™ P + 2" Pe (
Et en posant ¢’ (z) = (app1® + apyoa® + ... + apa™ P + 2" Pe (:U)) nous avons bien hrn e’

),
(z) =

Ce que nous voulions

Remarque 4 :

Soit k, le plus petit entier tel que ay # 0
Alors,

f(x) = apa® (1 g Il SRR g2 GhiS s Ly Sngnek g gk (x)) ou lime(z)=0
ag ak ag G

Donc, comme

. x . k1 Q42 k3 Op -
hmf():hm1+ Py S22 L BRSSP R () =1
z—0 apx z—0 ag ag ag ag

Nous avons : f () = apz®

z—0
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