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6.5 Généralisation des développements limités

Tout l’exposé précédent a mis en place les développements limités au voisinage de 0. En mathématiques,

il n’est pas question de privilégier un point.

Nous allons donc étudier les développements limités en un point xq, et en oco.
L’¢tude en oo s’appelle les développements asymptotiques.

6.5.1 Développement limité au voisinage de xg

On dit que f admet, au voisinage de z(, un développement limité, si la fonction ' (X) = f (zo + X)

admet, au voisinage de 0, un développement limité.

Remarque 10 :

Tout se passe comme si nous faisions le changement de variable x = x¢ + X ; ainsi, si

F(X)=ao+aX +asX?+asX?+ -+ + a, X" + X"e ()

Nous avons alors

f(x):ao+a1(m—xo)+a2(x—x0)2+a3(x—xo)3+--~—|—an(x—xo)"—i—(w—mo)ns(x)

avec lim e (z) =0
T—rTo

Exemple 8 :
1. Méthode de changement de variable

Cherchons le dévelopement limité de e”, a ’ordre n, au voisinage de 1
On fait donc le changement de variables X = x — 1 < ¢ = X + 1, ce qui veut dire que si x
est voisin de 1, alors X est voisin de zéro. Nous connaissons le développement limité de eX au

voisinage de 0 et e* = eX+1 = ¢ x eX. Or,
X2 x3 X¢ X"
X _ B T n
N =1 X+ T Gttt T A X ()
donc
(@-1° (@-1° (z—1) (z—1)" n
x_ — .- .. —_— —_ —
e"=14+(x—-1)+ 5ttt " +(@x—-1)"e((z—-1))

C’est donc le développement limité de e, a l'ordre n, au voisinage de 1

2. Utilisation de la formule de Taylor Young

7r
Donnons le développement limité de cosx a ’ordre 3 et au voisinage de 1

- . e . Q
On utilise donc la formule de Taylor-Young; il faut calculer les dérivée successives de cosx en 1 ;

elles sont connues : cos(™ (E> = cos (z + nz) D’ou,

4 4 2

2
w0 () =e() = 7
cosM) (%) = cos (% + g)

cos(? (%) = cos (g + Qg)

cos(®) (%) = cos (I

V2

i
3—) -
t93) =5

4

™
Nous avons donc, le développement limité de cosx a ’ordre 3 et au voisinage de 1

V2 Ve (-

- -2 (=-5)
osr=r T\ 2 2
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FIGURE 6.7 — Approximation de cosx au voisinage de 1

Exercice 10 :

Utiliser la formule de Taylor-Young pour calculer le développement limité de e, a I’ordre n, au voisinage
de 1

6.5.2 Développements asymptotiques au voisinage de I’infini

Soit f une fonction définie au voisinage de I'infini; on dit que f admet,

1
au voisinage de co, un développement asymptotique, si la fonction F' (X) = f <7> admet, au voisi-
X

nage de 0, un développement limité.

Remarque 11 :

. .. . 1
Tout se passe comme si nous faisions le changement de variable X = —
x

Ainsi, si, au voisinage de 0,
F(X) =ap+ alX + a2X2 + a3X3 4.4+ (lnX” 4+ X"e (LC)

Nous avons alors

1
avec lim ¢ <7> =0

T—r 00

Exemple 9 :

2
p . < . . e —1
Donnons un développement asymptotique, a I'ordre 4, au voisinage de +oco de P o
x X

Nous avons :
2o1 22 (1-L) 1-

1
x2
B 2

2 - 2
2 +2x 2?2 (14 2) 142
1
En utilisant la définition, nous faisons le changement de variables X = —, et nous obtenons alors :
x

-1 1-2% 1-X?

_ z2

2242z 1—|—% :1+2X
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1
Nous faisons alors un développement limité de T7ax a l'ordre 4, en zéro, et nous obtenons :
1
=1-2X +4X? - 8X3 +16X* + X' (X
Trax + 8X° +16X" 4+ X (X)
_y2
Donc, pour otenir le développement limité de T7ox on multiplie la partie principale du développement
limité de TTox par 1 — X2 en ne retenant que les termes de degré inférieur ou égal & 4. On obtient
ainsi :
=X 1-2X 4+3X% - 6X° +12X* + X4 (X)
142X
et donc,
22 -1 2 3 6 12 1 ( 1)
e O i S
2+ 2z z x2 x?2 xt 2t \z
z2 —
FIGURE 6.8 — Comportement asymptotique de ————— en 400
2+ 2z

Remarque 12 :
2

1+2X
d’utiliser la division euclidienne des polynomes suivant les puissances croissantes.

Pour otenir le développement limité de au voisinage de 0, il était aussi tout a fait possible

6.5.3 Développement asymptotique au voisinage de 0

Soit f une fonction définie au voisinage de 0, n’admettant pas forcément de développement limité
en 0

On suppose qu'il existe k € N tel que la fonction ¢ (z) = 2 f () admette un développerment limité
d’ordre n au voisinage de 0

SO(I) = aog +a1x++a21’2 +a3x3 + .. +anIn +$n€ (I)

et donc )
a a1 a9 as Gnp,
fla) = ok T T g2 T s Tt e T :L»nszg(’r)

est le développement asymptotique de f au voisinage de 0
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Exemple 10 :
Recherche du développement asymptotique, au voisinage de 0 de 5
r—x
1 1 1
Or, il est évident que 5 == X
r—x r 1—=x

Or, le développement limité, a 'ordre 4, en 0 de est donné par :

1

| =1+4+2+2%+ 23+ 2! + 2% (2)
—x

et donc,
1

r — 2

1
=4 1+a+2?+2°+2%(x)
T

6.5.4 Exercices
Exercice 11 :
Calculez les développements limités suivants :

1. sinhz, a l'ordre 3, au voisinage de 1

2. Inx a Pordre 3, au voisinage de 2

Exercice 12 :

Donner le développement asymptotique, a l'ordre 3, au voisinage de +oo de :

1. La fonction e*

1
2. Puis de la fonction 1/1 + —
x
1

3. Et enfin, du produit des 2 fonctions : la fonction exy/1+ -
x

Exercice 13 :

Donnez le développement asymptotique, au voisinage de 0 et a 'ordre 4 de

smmx
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