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6.6 Application des développements limités

6.6.1 Application a la recherche des limites

Ici aussi, nous allons donner des exemples :

Exemple 11 :

r(l+cosx)—2tanx
Rechercher lim {1+ _b"L) ne
z—0 2x —sinx —tanx

On fait un développement limité a 'ordre 3 des différentes fonctions.

22

cosz =1——+ a3 (v)
23

tanz =z + — + x3eq (1)

sinz =z — % + a3e3 (z)

(14 cosz) — 2tanz

Dong, si f (z) = , au voisinage de 0, nous avons

2r —sinx — tanx

x (27 %2 + x3e; (:E)) -2 <x+ m—g + 23e9 (:v))

3

f(z) = 3 3

2r — <:I: - % + x3e3 (:1:)) - (a: + % + 2329 (sc))

d’ou
23
(@) ~5 "3 3+ 23 (2) —6x3+x35(a:) —+¢(x)

xTr) = = =

%3 - ; + 3¢’ (x) —%3 + 3¢ (z) Lo (x)

Et dong,lim f(z) =7
z—0

6.6.2 Application a la recherche d’asymptotes

La recherche de développement asymptotique nous permet de connaitre le comportement des fonctions
en oo, et donc de trouver les courbes asymptotes (droites, ou autre chose..)

Exemple 12 :

3

Soit f (z) = —

On fait un développement asymptotique de f au voisinage de I'infini.

x 1
Auparavant, nous avons : f(z) = |z|4/ 1= |z] T et en faisant le changement de variables
1’ —_ —_ =
x

Nl=

X = —, il ne nous reste plus qu’a chercher le développement limité, au vooisinage de 0 de (1 — X)™ 2.
Nous avons : x 3 5
1
(1-X)"2= 1+5+§X2+EX3+X35(X)

1
et donc, en remplacant X par —, nous avons :
x

f()—||<1+1+3><1+5><1+1(1>)
= 2¢ &8 x22 16 23 9:3€x

Donc :
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> Sia >0, alors f(z) +1+3>< +5><1+1<1>
i T )=+ -+-X—4+—=X—=+—¢e|—
v T Ao 23 16 22 22 \z
1 3 1 5 1 1 1
> Six <0, al =X —-—=-—X———X—— — (—)
ix alors f (x) R VR (i 1
1 1
D’ou, au voisinage de +00, f admet pour asymptote la droite y = x + 3 et en —oo, la droite y = —z — 3
§=
f‘l&‘l‘l»‘i}‘i[*ﬁE’rﬁ6343}392326242}29131&1‘}1}1D7375*‘1*?2 2 4 6 B 1012141618202224262830323436384042449464850x%
3
FIGURE 6.9 — Graphe de f (z) = ] avec ses asymptotes
7 —
6.6.3 Exercices
Exercice 14 :
Etudier les limites suivantes :
sinx —xcosz 1
1. lim —————— 6. lim <7 _ i)
z—0 (1 — cosx) z—1\Ilnx Inzx
1 —
2. lim — -~
z—0 tan“x 1
1 1 €z — COS —
3. lim (— - ) 7. lim L
=0 \x sin“x z—+too 1
1 1 “Vi-=
. x
R
z—0 \ 2T In (1 + JT)
— %) si sinx + cosx — e”
5 (1—e®)sinz 8. lim + .
20 .133 + 23;2 z—0 ln(l +x )
Exercice 15 :
Etudier les asymptotes des fonctions suivantes :
x 3
1 )= _ T2
f() 1+e% S.f(m)_:CQfl
x?’e_%
2. =
f) =2
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Exercice 16 :

Dans cet exercice, on considere a > 0 et b >0

1. Donner un développement limité, a l'ordre 2, au voisinage de 0 de a”

a$—|—b”>

2. En déduire le développement limité , & 'ordre 2, au voisinage de 0 de f (z) = ( 5

2 n—-+oo

1 1 n
s . o aw + bw .
3. On consideére la fonction f définie sur R** par u,, = () . Donner lim wu,

Exercice 17 :

>+ +1

2 —z+1

(a) Ecrire le développement limité de f, & l'ordre 3, au voisinage de 0

1. On considére la fonction suivante : f (x) =

(b) A la lecture du développement limité, donner I’équation de la tangente au graphe de f en 0

2. Ecrire le développement asymptotique de f, a 'ordre 3, au voisinage de l'infini.

Exercice 18 :

Toutes les questions de ce probleme sont indépendantes les unes des autres.
1. Ecrire le développement limité de Inx a ’ordre 4 au voisinage de 5
. Ecrire le développement limité de e VI+e 3 Pordre 4 au voisinage de 0

2
3. Quel est le développement limité de arcsinx, au voisinage de 0, a 'ordre 7
4

. Donner un développement asymptotique de en +oo a ordre 3; en déduire une droite

1
1+4+e=
T
1
1+ex=
DANS LES 2 EXERCICES QUI SUIVENT, A CHAQUE QUESTION CORRESPOND DES AFFIRMATIONS NUMEROTEES.
IL FAUT DONC DONNER LES AFFIRMATIONS CORRECTES

asymptote, en +oo de f (z) =

Exercice 19 :

On considere la fonction définie sur R par f(z) = 2 — In (cosh z).
On se propose de déterminer quelques propriétés de f.

Question 1
1. La fonction cosh est paire

2. Un développement limité de la fonction cosh a l'ordre 4, au voisinage de 0 est :

z?2 ot

N A
coshz =1 5 +24—|—x e (x)

avec lim e (z) =0
z—0

3. Un développement limité de la fonction In (1 + h) & Pordre 2, au voisinage de 0 est :
h2
In(1+h) :1—h+7+h25(h)

avec lim € (h) =0
h—0
4. Un développement limité de la fonction f a l'ordre 4, au voisinage de 0 est :

z?2 ot

f(x):$—7+ﬁ+$45(33)

avec lim e (z) =0
z—0

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 362



Chapitre 6 : Développements limités 6.6 Application des développements limités

5. La courbe représentative admet la premiere bissectrice comme tangente a ’origine
Question 2

La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est :f (z) = 1 — tanh
La fonction f est strictement croissante sur R
La fonction f peut s’écrire f(z) =1n2+In (1 + 6*2‘”)

lim f(z)=1In2

Tr—+o0

5. lim f(z) =40
r——00

= L b=

Exercice 20 :
a® 4+ b 4+ c*

1
>
3 ) avec a, b et ¢ trois parametres réels

On considere la fonction définie sur R par f (z) = (
strictement positifs
Question 1
1. La fonction f n’est pas définie pour z strictement négatif
2. Le développement limité a 'ordre 2, au voisinage de 0 de e” est
2
e’ = 1+:r+?+x25(x)
avec lime (x) =0
z—0
3. Le développement limité a ’ordre 2, au voisinage de 0 de a” est
2,2

a~xr

17:1
a + ax + B

+ 2% ()

avec lim e (z) =0
z—0

a””—|—b””+cx);
— ] est

4. Le développement limité a ’ordre 2, au voisinage de 0 de ( 3

8=

T T T . 212 12b 12
(%) :1—|—gcllr1(\/3'abc)—|—aC (In"a+ 70+ In C)+x2€(x)

3

avec lime (z) =0
z—0

2
5. ln(1+w):x+%+x25(a§)

Question 2

In(a®+b% +c%)
[ T

1. =

/@) -
xr b{L‘ i

2. Le développement limité a ’ordre 1, au voisinage de 0 de In (%) est :

In (#) =zln (\/3 abc) + ze (z)

avec lim e (x) =0
z—0

a+b+ec

3. il_}mof(x): 3
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a‘”—l—bm—&—cm—l—d”’)
est

4. Si d > 0 le développement limité & ’ordre 1, au voisinage de 0 de In < 1

ln(a + ZC + ):a:ln(vsabcd)—i-xa(x)

avec lim e (z) =0
z—0

1
5. lin%(a tb IC + ) = Vabed
T—
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