Chapitre 7 : L’intégrale de Riemann 7.2 Fonctions intégrables au sens de Riemann

7.2 Fonctions intégrables au sens de Riemann

7.2.1 Rappel de la définition de fonction en escalier

Cette définition a déja été donnée en 3.2.18

Soit [a;b] C R.
On appelle fonction en escalier ou fonction étagée toute fonction f : [a;b] — R pour laquelle il
existe une subdivision S = {sg,s1, -+ ,s,} de l'intervalle [a;b] telle que f soit constante sur les

intervalles [s;; s;+1[ ou nous avons, pour tout z € [s;; s;11[, [ (x) = C;

Remarque 6 :

Il est clair que la subdivision S n’est pas unique, en particulier pour toute subdivision T plus fine que
S, f est constante sur chacun des intervalles ouverts ayant pour extrémités deux points consécutifs de
T. 1l y a donc une infinité de subdivisions S telles que f, fonction en escalier soit constante sur chacun
des intervalles ouverts de S (c’est a dire les intervalles ayant pour extrémités deux points consécutifs de
S ). Nous appellerons subdivision associée & f, fonction en escalier, toute subdivision S telle que f soit
constante sur chacun des intervalles ouverts de S. La moins fine des subdivisions associées a f, fonction
en escalier, est constituée des points a et b et des points de discontinuité de f dans ]a, b[.

7.2.2 Proposition

Soit [a;b] C R. Toute fonction en escalier [ sur [a;b] de subdivision adaptée subdivision S =

{50,581, ,Sn} est intégrable au sens de Riemann sur [a; )] et
b n—1
/ f@)de =" (sis1 — i) Cs
Ja i=0
Démonstration
Soit f : [a;b] — R une fonction en escalier sur [a;b] et S = {sg,s1, -, S, } une subdivision adaptée &

f, c’est a dire que pour tout i tel que 0 < i < n — 1 et tout « € [s;;8:41], f (¢) = ¢;. Alors :
n

NE

>o(f,S)= Z (sk — sk—1) inf  f(x)= (s — Sk—1) Ck
e TE[SK—1;5k] —1
> X(f,8) =) (sk—sk-1) sup f(x)=) (sk—sk-1)ck
k=1 z€[sk—1;5k[ k=1
> Ainsi, o (f,5) =X (f,S), c’est a dire X (f,S) — o (f,5) =0
b n—1
La fonction f est donc intégrable et / f(z) dz = (sit1 — 8i) Ci
a i=0

7.2.3 Proposition

Soit [a;b] un intervalle de R. Alors, toute fonction monotone sur [a;b] est intégrable sur [a; ]

Démonstration

1. Soit f : [a;b] — R, une fonction monotone sur [a;b] ; ceci veut dire qu’elle est ou croissante, ou
décroissante. Supposons f croissante.

Alors, pour tout x € [a;b], f(a) < f(x) < f(D)
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2. Soit £ > 0 et S = {s0,51, -, 5n} une subdivision de [a;b] de pas p () < . Alors :
S(f,8)—a(f,8) = nz_é (si1 —si)w (f, [si * siva)
= nz_; (si41 = i) (f (si1) = [ (50))
< 26 (f (si41) = f (s3)) = 62_;1 (f (si41) = f (s3)) = e (f (b) — £ (a))

D’apres la proposition 7.1.9, la fonction f est intégrable

7.2.4 Définition de fonction caractéristique

Soit A C R. On appelle fonction caractéristique de A, la fonction 1, définie par :

1,:R — {0;1}

lsize A
v dale) = Osiz¢g A

Remarque 7 :

1. La fonction caractéristique de A est aussi appelée fonction indicatrice de A

2. Plutot que 14, la fonction indicatrice est aussi notée x 4

3. Soit f : [a;b] — R une fonction en escalier sur [a;b] telle que S = {sg, 1, ,S,} soit une
subdivision de I'intervalle [a; b] adaptée & f, c’est & dire telle que f soit constante sur les intervalles
[$i; Si+1] : nous avons, pour tout = € [s;; Si+1[, f (x) = C;.

Alors nous pouvons écrire f :

n—1 n—1
f= Z Cillsissia] = Z CiX[sissita]
=0 1=0

4. Cette notion de fonction indicatrice ou de fonction caractéristique a déja été étudiée dans la
chapitre < Logique > de Lg

Exercice 1 :

Soit A C R. Démontrer que :

1. laup=1a+1—1ann

2. 1AQB = 1A X 13

3. 1g4e =1—14 ou A€ désigne le complémentaire ensembliste de A
Exzercice trés facile !

7.2.5 Ensemble mesurable au sens de Riemann

Soit A C R. On dit que A est mesurable au sens de Riemann si sa fonction caractérisique 1, est
intégrable au sens de Riemann

7.2.6 Proposition

1. Soit A = {a1,as2,--- ,a,} un sous ensemble fini d’un intervalle [a;b] C R; alors A est Riemann-
mesurable

2. Soit [a;b] un intervalle de R; alors A = Q N [a;)] qui est I'ensemble des rationnels contenus
dans l'intervalle [a;b] n’est pas Riemann-mesurable
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Démonstration
1. Soit A ={aj,as, -+ ,a,} un sous ensemble fini de [a;d]
Pour toute subdivision S = {sg, s1,--- ,sp} de [a;b], il y a au plus n intervalles [s;; s;41[ contenant

les a;, et pour ces intervalles, nous pouvons écrire w (14, [s; : s;+1[) = 1, et sur les intervalles ne
contenant pas les a;, nous avons w (14, [s; : s;+1[) = 0; donc :

|
—

n

¥(1a,8) =0 (1a,8) = . (siv1 — si) w (fy [si : siy1])

= > (si+1 —s3)

i tels que a; €[si;38i41]

< np(9)

N
Il
=)

€
Soit € > 0. En choissisant une subdivision S telle que p (S) < —, nous avons
n
X(14,5) —0(1a,5) <e
Donc, si A est fini, 14 est Riemann-intégrable.

b
Pour tout @ € R, b € R avec a < b, nous avons / 1a(z)dz=0
a

2. Soit [a;b] un intervalle de R et considérons A = Q N [a; b

Soit S = {so, $1,,82, - , S, } une subdivision de I'intervalle [a;b]. Quelque soit le pas p (S) de la
subdivision, pour tout i tel que 0 < ¢ < n — 1, il existe au moins un rationnenel r; € [s; : s;41[ et
un irrationnel z; € [s; : s;41[, de telle sorte que, pour toute subdivision S = {sg, $1,,82, " ,Sn}

de lintervalle [a; b], et pour tout i tel que 0 < i < n—1, w(f,[s;: six1[) = 1. Donc, pour toute
subdivision de [a; ] :

|
—

n n—1

E(IA,S) — O’(IA,S) = (51‘4_1 ~ si)w(f, [31 : Si+1[) = Z (3i+1 — Si) = b—a

1=0

Il
o

%

Donc, quelle soit la subdivision, nous ne pourrons pas rendre X (14,5) — o (14,S) aussi petite
que nous le souhaitons

Ainsi, si A = QN [a;b], alors 14 n’est pas intégrable, et donc A n’est pas Riemann-mesurable.

Remarque 8 :

Dans le cas ot A = QN [a;b], 14 est souvent notée 1g

7.2.7 Théoréeme

1. Z([a;b]) est 'ensemble des fonctions intégrables sur l'intervalle [q;b] et a valeurs dans R.
Alors :
Z ([a;b]) est un sous-espace vectoriel de R
[a; b] et a valeurs dans R

[a:0] 1@ R-espace vectoriel des fonctions définies sur

b
2. L’application I : 7 ([a;b]) — R qui, a tout f € Z ([a;b]) associe I (f) = / f(t) dt est une
forme linéaire ‘

3. Soient f € Z([a;b]) et g € Z([a;b]) 2 fonctions telles que, pour tout ¢ € [a;b], nous ayions
b b
f(t)<g(t),alors I(f) <1I(g)c’est a dire / f@) dt < / g (t) dt

a b
4. Soit f : [a;b] — R, intégrable. Par convention, nous posons f@) dt= —/ ft) dt
b a
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Démonstration

1. Pour montrer que Z ([a; b]) est un sous-espace vectoriel de RI%%] il faut montrer que si f € Z ([a; b))
et g € Z([a;b]) alors f + g € Z ([a;b]) et que pour tout A € R, Af € Z ([a;b])

(a) Soient f € 7 ([a;b]) et g € Z (Ja; b]) ; montrons que f+ g € Z ([a;b])
> Tout d’abord, il y a un résultat que nous allons utiliser tout au long de cette démonstration
et que nous allons rappeler.
Soit A C [a;b], alors, pour tout € A, nous avons : in1f4f () < f(x) et ingg () < g(x)
TE TE
et donc int;f (x) + ingg () < f(z)+g(x)
e Te
D’ot inf inf < inf
ou, nous avons inf flz)+ Inf g (x) inf (f () +g(x))
> De méme, pour tout € A, nous avons : sup f (z) = f(z) et supg(z) = g(x) et donc
z€EA z€A
sup f () +sup g (z) > f () + g (x)
€A €A
D’ot, nous avons, en particulier sup f (x) + sup g () = sup (f (z) + g (x))

T€A z€A z€A
En synthese, nous avons :

inf f (z) + inf g (z) < Inf (f(@)+g () < sup (f(@)+g(x) < sup [ (@) + Sup g (z)

> Soit S = {sg, S1," - , S, } une subdivision de I'intervalle [a;b] adapté & f et g. Alors :
n—1

(1.9 +0(0.8) = 3 (s —s) (it f@)+ it (@)

z€[si58i+1] z€[si58i+1

S e
[l
—o

< Yom-so(_imt (@ +9@))=0(i+0.5)

z€[si38i41]

(e}

7=

En synthese, nous avons donc o (f,S) + 0 (9,5) <o (f+g9,95)
> De la méme maniere, et en utilisant les mémes arguments, nous avons

E(f 49,9 <E(f,5)+X(g,9)
D’ou les inégalités multiples que nous avons en synthese :
o(f,8)+0(9:8) <o(f+9.5)<Z(f+9,5) <Z(f,9)+X(g,5)

> Pour montrer que f + g est intégrable sur [a; ], il faut montrer que

gléga(f+g,5)=slrelf82(f+975)

ou S désigne 'ensemble des subdivisions de I'intervalle [a; ]
f et g étant intégrable, nous avons par la définition de fonction intégrable 7.1.6 :

sup (o (f, 5)) = Inf (2(7,5)) et sup (o (g, 5)) = ink ({9, 5))
Appelons A = sup (o (f,.5)) = inf (X(f,5)) et p = sup (v (g,5)) = inf (X(g,5))
Ses € sSeS €

En utilisant les inégalité précédentes, nous avons :

sup (o (f,5))+sup (0 (9,5)) <supo (f +9,5) < inf X (f +9,5) < inf (X(f,5))+ inf (3 (g,5))
ses ses Ses ses ses Ses
C’est a dire :
Adpu<supo(f+9, 9 <inf X(f+9,5 <A+u
Ses Ses
C’est a dire que nous avons sup o (f +¢,5) = én‘fsE (f+g9,S) =X+p
€

SeSs
> Nous venons de démontrer 2 choses :

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 392



Chapitre 7 : L’intégrale de Riemann 7.2 Fonctions intégrables au sens de Riemann

¢ La premiere, c’est que si f € Z ([a;b]) et g € T ([a;b]) alors f + g € Z ([a;b])
o La seconde, c’est que I (f +g¢g) =1I(f)+1(g), c’est a dire

b

b b b
[urawa=[ro+ema= [ roa+ [ g0

(b) Soient f €7 ([a;b]) et A € R; montrons que \f € Z ([a;b])

Soient f € T ([a;b]) et A € R; nous devons donc montrer que sup o (Af,S) < ;nst (Af,S)
Ses €
— Pour tout A C [a;b], et pour tout A € R tel que A > 0 nous avouns :

inf Af(z) = A inf f(z) et sup Af(z)=A sup f(z)

Et donc, pour toute subdivision S de l'intervalle [a; b], nous avons :
o (Af,5) = Ao (f,S) et T(Af,S) =AZ(f,5)
Et donc :

zléga(Af, S) = Azléga(ﬁ 5) et inf B(Af,5) = A inf B(f,5)

Comme f est intégrable, nous avons sup o (f,S) = inf X (f,S) =pu
ses ses
Nous avons donc : sup o (Af,S) = Au = inf 3 (Af,S)
ses Ses
Ce qui montre que si f € Z ([a;b]), alors, pour tout A € Ret A = 0, \f € Z ([a;b]) et nous

avons, de plus, montré que I (A\f) = AI (f), c’est & dire

/ab()\f)(t) dt:/ab)\f(t) dt=>\/abf(t) dt

— Montrons que si f € Z ([a;b]) alors —f € Z ([a; b])
Pour toute partie A C [a;b], nous avons :

— Inf f(z) = sup —f(z) et inf —f ()=~ ilelgf (x)

Ce qui nous conduit a écrire

U(f,S)iZ‘*EJ(f,S) etzltff’sj::—fg(f’s)
Et donc

;telga(ff, S) = *gtelgE(f, 5) et inf X (~f,5) =~ inf o (£,5)

Si f est intégrable, nous avons sup o (f, S) = inf X (f,S) = p et donc :
SeS Ses

supch—f,S):z _’Sup§:(f75v:: _ltet inf ch—f,S)ZZ'—M
Ses ses Ses

Nous avons donc sup o (—f,S) = 5116122 (—f,9) = —pn.

SeS
Donc, —f € Z([a;b]) et I (—f)=—I(f), c’est & dire

/ab(—f)(t) dt:/ab—f(t) dt:—/abf(t) at

— Soit A € R tel que A < 0. On pose A = —\. Alors :
TOM) = T(=Nf) = NI(~f) = —NI(f) = A (f)
Donc si f € Z ([a;b]) alors Af € Z ([a;b]) lorsque A € Ret A <0
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En conclusion, nous avons démontré 2 résultats :
o Pour tout A € R, si f € Z([a;b]) alors Af € T ([a; b]).
o Pour tout A € R I (A\f) = A (f), c’est a dire, pour tout A € R :

/ab(/\f)(t) dt:/ab/\f(t) dt:/\/:f(t) dt

Nous venons donc de montrer que Z ([a; b]) est un R-espace vectoriel

2. Nous avons aussi démontré, dans le point précédent que, pour toute fonction f € Z ([a;d]), g €
Z ([a;b]) et tout A € R que :
* I(f+9)=1(f)+1(g)
* T(Af) =AM (f)

L’application I : Z ([a;b]) — R est donc une forme linéaire.
Il est clair que nous pouvons écrire, pour toute fonction f € Z ([a;b]), g € Z ([a;b]) et tout A € R
et tout 1 € R que :

b b b
/Af<t>+uf<t>dt=A/ f(t)dt+u/ £ () at

3. Soient f € Z([a;b]) et g € Z ([a;b]) 2 fonctions telles que, pour tout ¢ € [a; b], nous ayions
ft)<g(t)
Soit A C [a;b]. Alors, de I'inégalité f (t) < g (t), nous tirons :

inf < inf t <
a}gAf(x) ;gAg(I) e itelgf(w) itelgg(x)

Et donc, pour toute subdivision S de I'intervalle [a;b], nous avons :
o(f,8) <ol(g,9) et B(f,5) <X (g,9)
Et en passant au sup ou a l'inf, nous avons :

‘ .. . .
?éga(f’s) < Zléga(g,S) et inf X (f,5) < inf 3 (g, 5)

Des égalités sup o (f,S) = inf o (f,S) et supo (g,5) = inf o (g,5), nous déduisons I (f) < I (g),
SeS Ses SeSs Ses

b b
c’est & dire / f@) dt < / g(t) dt

Remarque 9 :
b b
1. La propriété f(t) < g(t) = / f@) dt < / g (t) dt est dite propriété de positivité de
a a

I’intégrale.
a b
2. La convention / f() dt = —/ f(t) dt ne vient pas < ex cathédra >
b a

Soit f : [a;b] — R, intégrable.
Cette propriété peut se justifier en reprenant toute I’étude précédente avec des subdivisions
S de [a;b] par des suites finies décroissantes S = {b=s9 > 51 >+ > Sp_1 > $, = a}.
En conservant les mémes définitions de o (f, S) et X (f,S), le seul changement par rapport
aux subdivisions croissantes de [a;b] est que les expressions (si — sx—1) sont négatives
ce qui implique une inversion des inégalités entre o (f,S) et X (f,S); on a maintenant
2(f,9) <a(f,9)

Associons & chaque subdivision décroissante S de [a;b], la subdivision retournée S’ =

{sh < s} <--- < s'n} définie par s, = s, =a,...,s, =so=">
Alors S’ est une subdivision croissante de [a;b] et o (f,S) = =X (f,5') et X(f,5) =
—o (f,5").

Nous en déduisons immédiatement que, en posant S; I’ensemble des subdivisions décroissantes
et S 'ensemble des subdivisions croissantes :
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> sup o (f,S)=— 1nf S(f,S /f
S€Sq
- S B0S) = - ppalrS /f
b
Etdoncssggda(f, S) = mf S(f, S / ft —/a f@) de

b
Tout ceci légitime donc la propriété / f@) dt= f/ f@) dt
b a

7.2.8 Proposition

Soit (f,),cn une suite de fonctions intégrables sur [a; b], c’est a dire que pour tout n € N, f,, € 7 ([a;b])

On suppose que cette suite (f,,), . converge uniformément vers une fonction f. Alors :

1. La fonction f est intégrable sur [a;b] (i.e. f € Z ([a;}]))

|
b b
2. Et nous avons ll}r_il_l / fn (t) dt :/ f(t) de

Démonstration

1. Démontrons que la fonction f est intégrable

Ce n’est pas la partie la plus facile du théoréme a démontrer; mais sans avoir démontré cette
question, on ne peut pas aller plus loin

Soit € > 0. Il existe alors N € N tel que, si n > N; alors, pour tout t € [a;b], |f, (t) — f (t)] <e.
Ainsi, pour ce n > N,, nous avons, t € [a;b] —e < f (t) — f, (t) < € ou encore :

@) —e<fO) < fn(t)+e

Ainsi, pour tout A C [a;b], nous avons :

sup (fn (t) - E) = sup fy (t) —e< Squ(t) < sup (fn (t) +E) = sup fn (t) +e
z€A z€A T€A

T€A €A
De méme :

inf f, (t) —e < inf f(¢) < inf f, (t) +

z€A z€A T€A

Et en multipliant par —1 :

—inf fo (t) —e < —inf f(t) < - inf £ () +¢

z€A T€A

Et en additionnant, nous obtenons :

— inf ~2< — inf f(t) < sup f, (£) — inf f, (£) +2
sup fn (t) = Inf fu (1) = 26 < sup £ (1) = inf, /(1) < sup [ (8) — inf, o (1) + 22

C’est a dire :
w(f, A) Sw(fa, A) +2¢
Ainsi, pour toute subdivision S de I'intervalle [a;b], nous avons :

E(f,8) =0 (f,8) <E(fn,5) =0 (fn,5) +2e(b—a)
Toujours pour n > N, chacune des f,, étant intégrable sur [a;b], il existe une subdivision S de
Iintervalle [a; b] telle que & (f,,,S) — o (fn,S) < ¢
Et donc, il existe une subdivision S de U'intervalle [a; ] telle que :

S(f,8) —o(f.8) <e+2(b—a)=c(1+2(b—a))

Ce qui montre que f est intégrable
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b b
2. Démontrons maintenant que lim / fn () dt = / f(t) de
n—-+oo a a

b
f étant intégrable, / f (t) dt existe. Alors, en utilisant les résultats de|7.2.7|sur la linéarité et la
a
positivité de I'intégrale, nous avons :

/abfn(t)dt_/abf(t) at| = /abfn(t)— ) dt /|fn £(0)] dt
Soit € > 0

La suite (fn), ey €tant une suite qui converge uniformément vers f, il existe N. € N, tel que si
n > N, alors, pour tout ¢ € [a;b] |fn (t) — f(t)| <€

/abfn(t)dt—/abf(t)dt

b b
Ce qui montre bien que EIE / fn @) dt = / f(t) de

Alors, pour n > N, nous avons

b
</ [ (B) = F(B)] dt <& (b—a)

Remarque 10 :

1. Nous avons la, un exemple de permutation entre intégrale et limites; s’il y a convergence uniforme
de la suite de fonctions (f,), oy vers f, nous avons :

b b
Jim [rwa= [ im0 a

2. 1l est tres difficile de s’affranchir de la convergence uniforme pour permuter limite et intégrale. Le
résultat suivant tente de le faire, mais c’est bien dans un cas particulier.

7.2.9 Proposition

Soit [a;b] C R et (fy), oy une suite de fonctions intégrables sur I'intervalle [a;b]. On suppose que :

1. Pour chaque n € N, la fonction f,, est décroissante sur [a;b], c’est a dire :
(Vo € [a;0]) [(Vy € [a;0]) ((z < y) = (fu (2) = fn (9)))

2. La suite (f,), oy converge simplement vers une fonction f

Alors :

1. f est intégrable sur [a; )]
2 gim [ [ s

Démonstration

1. Montrons que f est intégrable sur [a;b]
Nous allons montrer que f est aussi décroissante sur Uintervalle [a;b]; étant monotone, d’apres

f est donc intégrable.
> Soient x € [a;b] et y € [a;b] tels que z < y. Alors, pour tout n € N, nous avons f, (x)

P
fn (y) et donc, en passant a la limite, la limite respectant la relation d’ordre : lim f, () >

n—-4o0o
lim_ fo (y), Cest & dire £ (z) > f (y)
n—-+oo
f est donc décroissante
> Donc, f décroissante sur [a;b] y est donc monotone, donc intégrable.

b b
2. Montrons que lim / fn (@) dt = / f) dt
n——+o0o a a
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> Pour toute subdivision S = {s, s1, $2,--- , sp} de [a; b], nous avons
p—1
S(f,9) =Y (six1—s:) sup  f()
=0 T€[si;8i41[

f étant décroissante, nous avons :

p—1 p—1
E (Si41 — 56 sup E (si41 — 83) f (s0)
i—0 I€[8i§8i+1[ i=0
p—1
et, par le méme raisonnement o (f, S E (Si+1 — f(sit1)
=0
p—1
> Nous avons les méme calculs pour les fonctions f,, : X (f,,S) = (Sit1 — 8i) fn (8i) et
i=0

p—1
0 (fn:S) =D (si41— i) fu (i11)
1=0

> f étant intég_rable sur [a;b], pour tout & > 0, il existe une subdivision S = {sg, s1, S2,** ,Sp}

telle que :
S(f,8) - << / fH)dt<o(f.5)+

> Comme la suite (fy), oy converge simplement vers f, pour chaque i tel que 0 <4 < p, il existe

Ni € N tel que si n > Nzalors|f() fn(l)|<bL
—a

En posant N, = max {Nz ou 0 < p} alors pour tout ¢ tel que 0 < i < p, si n > N, alors

F () = fu(s0) € 5—

p—1
> Nous avons X (f,S) — X (fn,S) = Z (sie1 — 85) (f (8i) — fn (84)), et en passant & la valeur
i=0

absolue, nous avons, pour n > N; :

p—1 p—1
|E(fa ) fn» Z Si+1 — Si ‘f(sz) fn Sz \ CLZ Si+1 _sz =¢€
=0 1=0

C’est a dire que nous avons —e < X (f,5) — X (fn,S) < e et donc X (f,5) =X (fn,S) —¢
> Par le méme raisonnement, nous avons |X (f,S) — X (fn,S)| < € et donc —e < o (f,S5) —
o (fn,S)<edouo(f,S)<o(fn,S) +e
b

> Utilisons maintenant I'inégalité X (f,S) — e < / f@®)dt<o(f,S)+e
Des inégalités X (f,,S) —e < 2 (f,5) et o (f, SSIS o (fn,S) + &, nous déduisons que :

S (f, S) - /f o (farS) + 26

Des inégalités o (f,, S / fu (t < X (fn,S), nous déduisons :
b b b b
/fn(t)dt—2e</f(t)dtg/fn(t)dt+2s<:> t)dt—/fn(t)dt <2

b b
Ainsi, pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n > N, alors / f(t) dt— / fn (t) dt| < 2e

b b
ce qui exprime que lim / fn (t) dt = / f() de
n—+oo a a
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Remarque 11 :

b b
Nous avons, & nouveau lim / fn () dt = / lim f, (t) dt et une permutation des signes intégrale
n—-+o0o a a n—-+oo

et limite

7.2.10 Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Alors f est intégrable au sens de Riemann sur
[a; 0]

Démonstration

Ce théoréme est la conséquence et la syntheése de 3.8.10 et

1. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]; alors, d’aprés 3.8.10, f est limite uniforme

d’une suite (e,), cy de fonctions en escaliers

2. Pour chaque n € N, e, est Riemann-intégrable sur [a;b]; f étant limite uniforme des (e, )
d’apres f est donc Riemann-intégrable

neN?

Remarque 12 :

b b b
Nous avons donc / f@) dt = / lim e, (t) dt = lim en (t) dt

n—-+oo n—-+oo a

7.2.11 Définition de fonction réglée

On dit qu’une fonction f : [a;b] — R est réglée sur [a; 0] s'il existe une suite (f,),.y de fonctions
en escaliers qui converge uniformément sur [a;b] vers f

Exemple 3 :

Un premier exemple de fonctions réglées sont les fonctions continues

7.2.12 Théoreme

Soit f une fonction réglée sur un intervalle [a;)]. Alors f est intégrable au sens de Riemann sur [q; b]

Démonstration

Comme le théoréme précédent, ce théoréme est la conséquence et la synthese de 3.8.10 et [7:2.§]

Remarque 13 :

Il existe des fonctions Riemann-intégrables et non réglées
1
Soit E = {27 oun € N*} et nous considérons f = 1, la fonction indicatrice de FE.
1. La fonction f est bornée et Riemann intégrable sur [0; 1]

> Que f soit bornée est évident
> Soit S la subdivision de [0; 1] suivante :

1 1 1 1 1
S = {80:0;3%:1271_122n;5%:12n;8:1]):12n+122n;
1 _ 2 _ el — .
Sk_Qk 92n” k_27’5k 2k+22n"
1 1 1 1 1
1 _ Le2 o3 .
S =5 T 5aniSh = 5iSn 2+22n"93"+2_1}
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1 1
Pour l'intervalle {0; o= ﬂ{ nous avons inf f(x) =0 et sup fx)y =1
e welosah ks e [0ighe— s
1 1
puisqu’il y a une infinité d’éléments de F dans {O; on " 3on {
1 1
En ce qui concerne I'intervalle {5 + Jan’ 1 {, nous avons inf f(x)= sup  f(z)=
EE[%+22%§1[ 16[%%—22%;1[
1 1
0 puisqu’il n’y a aucun élément de E dans I'intervalle {5 + San’ 1{
Pour les autres intervalles, nous avons  inf  f(x)=0et sup f(z) =1, de telle sorte
TE[trstrya] T€[tpstry1]
que :
1 1 1 1 2n —1
O'(f,S) =0et E(f,S) = <% - ﬁ) +2Tl (22n> — 27 + 722n
C im — 420 —1_ inf ¥ (f,5) = 0. C (f,S) =0
omme lim — + ——— = 0, nous avons in = 0. Comme sup o = 0, nous
n—+oco 27 22n ’ Ses ’ Seg ’ ’
avons :

glégo(f, 5) = mf ¥ (f,5)

1
Et donc f est intégrable et telle que / fxz)dz=0
0

2. La fonction f n’est pas réglée sur [0;1]

Soit (¢m),nen une suite de fonctions en escaliers qui converge uniformément vers f.

Soit S = {0 =505 81 .Sy = 1}7 une subdivision adaptée a ¢,,, c’est a dire que, pour tout
x € s st [, om () = A"
Soit € > 0

Il existe N; € N tel que si m > N, alors, pour tout = € [0;1], nous avons |p., (z) — f (z)] < e
Soit donc m > N, et observons 'intervalle [0; s7*[.
1

Il existe n € N tel que on € [0; sT*[; ainsi, sur l'intervalle [0; s7*[, nous devons avoir, & la fois
[AD] < e et |AJ* — 1] < &, ce qui est impossible pour tout € > 0; il suffit de prendre, par exemple

1
£=

3

En conclusion, il ne peut y avoir de suite de fonctions en escaliers qui converge uniformément vers
f; ainsi, f n’est pas une fonction réglée.
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