Chapitre 7 : L’intégrale de Riemann 7.3 Caractérisation des fonctions intégrables

7.3 Caractérisation des fonctions intégrables au sens de Rie-
mann

7.3.1 Définition d’ensemble négligeable

Soit A C R un sous-ensemble de R. On dit que A est négligeable si, pour tout £ > 0 il existe une
suite d’intervalles (I,,) d’intervalles I,, = ]a,;b,] tels que :

Ac | JInet Y (bp—an)<e

neN neN

neN

Exemple 4 :

Soit x € R; alors 'ensemble A = {z} est négligeable.
En effet, soit ¢ > 0;

Alors {z} C |z — %;z + % [, et nous avons (:v + %) — (1’ o _
L’ensemble A = {z} est donc négligeable.

7.3.2 Proposition

Toute réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable

Démonstration

Soit (Ng),ey une suite dénombrable d’ensembles négligeables.
Soit € >0
Pour chaque k € N, il existe une suite (1) . d’intervalles I} = Jay;bj| tels que Ny C J If et

c neN
k k
neN
Alors |J N, C | ( U I,’f) et nous avons [ ( U Iﬁ) qui est une famille dénombrable d’intervalles

kEN kEN \neN KEN \kEN

€
telle que Z (Z (oF — aﬁ)) < Z 5 = 2e
keN \neN keN

Ainsi |J N est négligeable

kEN
Exemple 5 :

Ainsi, tout sous ensemble dénombrable de R est négligeables : N, Z, Q, ’ensemble des termes d’une suite.

Remarque 14 :

De la négligeabilité de {«} pour tout = € R, dans la définition [7.3.1} les intervalles ouverts I, = |an; by |
peuvent étre remplacés par des intervalles fermés I = [a,,; by]

7.3.3 Définition

Soient A C R, f: A — R une fonction numérique et z( € A.
On appelle oscillation de f en z, le nombre

w(f,zo) = inf w(f,V)= inf (supf(x) — inf f(x))

vEV(x0) vEV(z0) \zeV zeV

Ou V (z¢) désigne I'ensemble des voisinages de z(
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7.3.4 Proposition

Soient A C R, f: A — R une fonction numérique et o € A. Alors f est continue en z; si et
seulement si w (f,29) =0

Démonstration

1. Supposons f continue en x
Alors, pour tout € > 0, il existe 7. > 0 tel que |z — 2| < ne = |f (z) — f (zo)| < &
C’est & dire que, pour tout € > 0, il existe un voisinage V' € V (zg) tel que si € V, alors

|f (z) = f (zo)| <.

Nous pouvons en déduire que, pour tout € > 0, il existe un voisinage V' € V (z¢) tel que si z € V|

alors (sup f(x)— inf f (x)) <e.
eV zeV
Nous pouvons donc en déduire que inf <sup f(z)— inf f (:c)) < g, et comme ceci est vrai
veV(zo0) \zeV zeV
pour tout € > 0, nous avons  inf (sup f(z)—inf f (a:)) =0
veV(w0) \geV zEV
C’est a dire w (f,z9) =0
2. Supposons maintenant que w (f,z9) =0

Ceci signifie donc que  inf <sup f(z)—inf f (x)) = 0 et que, donc, pour tout € > 0, il existe
veEV(z0) \geV zeV

V eV () tel que 0 < <sup f(x)— inf f (x)) <e
eV zeV

Comme nous avons, pour tout z € V :

inf f (z) < f (2) < sup f () inf f(2) < f (2) < sup f (a)

eV zeV — zeV eV

inf f (z) < f (20) < sup f () —sup f (x) < —f (o) < — inf f ()
zeV eV eV zeV

Nous avons alors inf f(z) — sup f(x) < f(x) — f(xo) < sup f(z) — inf f(x), c’est & dire
zeV zEV g 54 eV
|f () = f (w0)| < S_ggf(@ — inf f(2)<e

Ainsi, pour tout £ > 0, il existe un voisinage V' € V (x¢) tel que si z € V alors |f (z) — f (zo)| < €
f est donc continue en xg
7.3.5 Proposition
Soient A C R, f: A — R une fonction numérique et i > 0. Nous appelons E;, I’ensemble suivant :
Ep ={z € A tel que w(x, f) > h}

Alors E}, est un sous-ensemble fermé de A

Démonstration

Nous appelons Ej, ’adhérence de Ej, ; comme Ej, est un fermé, nous allons démontrer que Ej, = E},
1. Tout d’abord, nous avons E;, C E,
2. Démontrons maintenant que E;, C E},
Soit = € E},, un point adhérent & Ej, ; montrons que nous avons aussi x € Ky,
Comme z € Ej, pour tout V € V (z), nous avons V N E;, # 0 et il existe donc y € Ej, tel que
yeV.
Comme y € Ejy, alors w(y, f) = h et donc w(f,V) > h. Comme, pour tout V' € V (z), nous

avons w (f,V) > h, nous avons, en particulier inf (supf(x) - m‘f/f(a:)) > h, c'est a dire
e

vEV(2) \zeV
w(x, f) = h.
Donc = € Ej, et, pour conclure, E), C Ej,
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En conclusion Ej, = E}, et Ej, est un ensemble fermé.

7.3.6 Proposition

Soient [a;b] C R, f: [a;b] — R une fonction numérique bornée
f est intégrable sur [q; b] si et seulement si I’ensemble des points de discontinuité de f est négligeable

Démonstration

Appelons E 'ensemble des points ou la fonctions f est discontinue.

1. Supposons [ intégrable sur [a; ]

On appelle toujours Ej, = {z € [a;b] tel que w (z, f) > h}. En rappelant que f est continue en

xo € [a;b] si et seulement si w (zo, f) =0, nous avons £ = |J Ex
neNs "

Si nous montrons que, pour tout h > 0, F;, est un ensemble négligeable, alors, d’apres E,
réunion dénombrable d’ensembles négligeables, est un ensemble négligeable

Soit e >0et h >0
f étant intégrable, il existe une subdivision S de [a; ], c’est adire S = {a = 59 < 51 < --- < 5, = b}
telle que :

p
E(f,S)*O’(f,S) ghX5<:>Z(si*si—l)w(fa[si—l;si[) Shxe
=1

Regardons, pour 1 < i < p, un intervalle particulier [s;_1; s;[ et supposons que Ejy N [s;_1; s;[ # 0,
c’est & dire qu’il existe zg € Ep, N [s;—1; 8.
Nous avons :
> D’une part : Ej, C U (Ep N [si-1;84])
1<i<p
tel que
Enn(si—1;s:[#0

> D’autre part w (xo, f) = ivn(f )(w (f,V)) = h, et donc, en particulier w (f, [s;—1;8:[) = h
veV(xo

Nous avons :

(8i = sic1)w (fs[si138]) =

Z (si = si—1) w (f, [si—138i]) + Z (88 —si—1) w (f,[si-1; 84])

M~

1<igp SN
tel que tel que
EpNlsi—1;s:[#0 EnN[si-1;s:[=0
Et nous avons donc E (Si - Si—l) w (f> [Si—1§ 31[) <eh
1<i<p
tel que

EpNlsi_1;8:[#0
De w (f, [si—1; si[) = h, nous tirons :

Z (si = si—1)w (f,[si—138i]) = Z (si = si—1)h

1<i<p 1<i<p
tel que tel que
EpN[si—1;si[#0 EpN[si—1;si[#0

Nous avons donc :

h Z (si—si_l) <eh <= Z (81‘—81‘_1) <e€

1<i<p 1<i<p
tel que tel que
EnpN[si—1;5:[#0 EpN[si—1;5:[#0
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Ainsi, E}, est inclus dans une somme finie d’intervalles dont la somme des longueurs est inférieure
ac.
Ainsi Ej est négligeable, et E ensemble des points ou la fonctions f est discontinue, réunion
dénombrable d’ensembles négligeables, est un ensemble négligeable
2. Supposons que E ’ensemble des points ou la fonctions f est discontinue soit négligeable
Soit € > 0
(a) Nous appelons E. = {z € [a;b] tels que w (z, f) > &}
Comme w (xg, f) = 0 si et seulement si f est continue en z(, nous avons E. C F, et comme F
est négligeable, E. est aussi négligeable.

Il existe donc une suite (I,,) d’intervalles I,, = |ay,; b, [ tels que

neN

E. C UInet Z(bn—an)<5

neN n;nN

(b) E. est un fermé de [a;b] et est donc un compact de [a;b]. D’apres la propriété de Borel-

P
Lebesgue, on peut extraire de la suite (In)neN une suite finie (Ik)1<k<p telle que £, C |J Iy,
p
P
et comme |J Iy C |J In , nous avons Z (by —ag) < e
k=1 neN 1

¢) Quittes a ré-organiser les ([ , nous les supposons disjoints et ordonnés de telle sorte que
g 1<k<p )
pour 1 < k < p, nous ayons by < apy1

p p
(d) La réunion J I est un ouvert de [a;b] et donc K = [a;b] \ | Ii est un fermé de [a;b], donc
k=1 k=1
compact dans [a; b]

(e) K ne contenant aucun point de discontinuité de f, nous avons, pour tout x € K, f continue
en z et w(z, f) = 0 et donc, que pour tout z € K, il existe un voisinage V' € V () inclus dans

[a; ] tel que w (f, V) < ¢
f) Regardons un segment [bg,ar.1]. Tout d’abord, [bx,ary1] C K. Nous pouvons trouver une

g g s Wk+ ) s Uk+ p
subdivision S de [bg, ap41] S = {br = s0 < 51 <--- < 55 = ag41} telle que w (f,[s;-1;5;]) <€
(g) Soit T une subdivision de U'intervalle [a;b], c’est a dire T = {a =tg < t; < -+ < ts = b} oules
(t5), <js—1 sont les points a;, b; ou s; des subdivisions construites précédemment. Considérons
S

alors Z (tr —tr—1) w (f, [tr=1;t[)
r=1

Nous avons alors a regarder 2 choses :
> Si Vintervalle [t,._1;¢.[ C K, alors w (f, [tr—1;t:[) < € et donc :

Z (tr_trfl)w(fu [trfﬁtr[) <e Z (tr_t'rfl) <E(b_a)

r tels que r tels que
[tr—1;t-[CK [tr—1;tr[CK

P
> Ou bien si l'intervalle [t,_1;t.[ C |J Ix = [a;b] \ K, alors w (f, [tr—1;t-[) < M puisque f
k=1

est bornée et donc :

Z (tr - trfl)w (fa [trfl;tr[) < M Z (tr - trfl) < Me

r tels que T tels que
P P
[trfl;t'r[c U I, [trfﬁtr[c U Iy,
k=1 k=1

Et donc, nous avons trouvé une subdivision T telle que :

S

S (tr—tr)w (ftr-1st:) =S (£,T) =0 (f,T) <& (M + (b—a))

r=1

Ce qui montre que f est bien intégrable.

Et la proposition est démontrée.
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Remarque 15 :

1. Voila une démonstration tres délicate; il faut prendre du temps pour la comprendre, voire la ré-
écrire.

2. C’est un résultat important qui généralise l'intégrale vue en Ly qui se limitait aux fonctions
continues.

7.3.7 Corollaire

1. Le produit de 2 fonctions f et g intégrables au sens de Riemann est intégrable au sens de
Riemann

2. Soit f : [a;b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann, alors |f| est aussi intégrable

au sens de Riemann, et
b b
[ rwad< [

Démonstration

1. Montrons que le produit de 2 fonctions intégrables est intégrable
Soient f et g 2 fonctions intégrables au sens de Riemann sur Uintervalle [a; ).

Ey est 'ensemble des discontinuités de la fonction f, E, est 'ensemble des discontinuités de la
fonction g et Ey, est ’ensemble des discontinuités de la fonction fg.

f et g étant intégrables, les ensembles Ey et E, sont négligeables.

Nous avons Ey, C EfUE,; By UE, étant réunion d’ensembles négligeables est négligeable. 11 en
est donc de méme de Ey,.

Donc, la fonction fg est intégrable.
2. Supposons f : [a;b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann

(a) Montrons que |f| est intégrable au sens de Riemann

Nous appelons Ey I'ensemble des discontinuités de la fonction f et E|y est I'ensemble des
discontinuités de la fonction | f]

Nous savons que la fonction |z| est continue sur R, et donc, par composition, |f| est continue
partout ou f est continue et donc Ey = Ejy).

J étant intégrable, F'y est négligeable et donc E|y| aussi.
Alinsi,| f| est intégrable au sens de Riemann

/:fu) i S/ablf(t)dt

Pour tout t € [a;b], nous avons — |f (¢)] < f(¢) < |f (¢)| et donc, en utilisant la positivité de
l'intégrale (c¢f 7.2.7), nous avons :
b
[t
a

(b) Montrons que

b b b b
7/ |f<t>|dt</ f(t)dt</ ()] dt — </ £ ()] dt

Exercice 2 :

Soient a € R, b € R et f : [a;b] — R intégrable et a valeurs positives. Démontrer que la fonction /f
est intégrable sur I'intervalle [a; ]
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Remarque 16 :

1. D’aprés ce corollaire, si f est intégrable sur I'intervalle [a;b], alors f2 = f x f est aussi intégrable

b
sur [a;b], c’est & dire que l'intégrale / (f (t))? dt existe

b b
2. La propriété / ft) dt] < / |f (t)] dt est bien une conséquence de la propriété de positivité
a a

de l'intégrale.

3. Si f € Z([a;b]), alors f est une fonction bornée sur [a;b]. Si B ([a;b]) est l'espace des fonctions
bornées sur 'intervalle [a; b], nous avons Z ([a; b]) C B ([a; b]).
Ainsi, pour f € 7 ([a;b]), le nombre ||f|| = sup |f(z)| est bien défini. On démontre que || f||,

z€la;b

est une norme sur B ([a;b]), appelée norme de la convergence uniforme

b
/ £ () dt] < (b—a) Il

En effet, pour tout & € [a;b], nous avons 0 < |f(z)| < ||f|l,, et donc, en passant &

Nous avons

b b
lintégrale, et en utilisant cette positivité de l'intégrale, / |f (z)| dz < / I fll dz =
a a

(0—a) [ fllw-
b
/ F(t) dt

/bf(t) dt

4. Soit f : [a;b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann ; il nous est possible de modifier
f en un nombre fini de points. Elle reste intégrable et sonintégrale ne change pas.

< (b—a)|[fllo

b
Comme < / |f (t)| dt, nous avons bien I'inégalité
a

Exercice 3 :

Soient f : [a;b] — R et g : [a;b] — R 2 fonctions intégrables au sens de Riemann.
1. Démontrer que les fonctions min (f, g) et max (f, g) sont intégrables au sens de Riemann sur [a; ]
2. On appelle O la fonction nulle, f* = max (f,0) et f~ = max(—f,O) = —min (f, 0).
Démontrer que f1 et f~ sont intégrables sur [a;b] et que

/abf(t)dt:/abf*(t)dt—/abf—(t) dt

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice 4 :

On généralise ici linégalité établie pour les fonctions continues
Soient f : [a;b] — R et g : [a;0] — R 2 fonctions intégrables au sens de Riemann. Démontrer

que :
b b
<\/ [ uw th\/ [ ao)a

2. Applications de 1’inégalité de Schwarz

b
/ FH)g(t) dr

(a) Soit f:[0;1] — R, intégrable. Montrer que, pour tout k € N

1 2 1
</o xkf(x)dm> <2k:1+1/0 f(x)2d:c

(b) On suppose, cette fois ci que f : [0;1] — [0; 1], intégrable. Montrer que

(/Olf(x)dz>2</01f(x)2dx</01f(x)dx
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(¢) Soit f une fonction continue sur [0; 1], & valeurs réelles strictement positives. Montrer que :

([ srae) ([ ) =1

(d) Soient f : [a;b] — R et g : [a;b] — R 2 fonctions intégrables sur [a;b] telles que il existe
A > 0 tel que pour tout z € [a;b], f(x) g (x) > A. Démontrer que

/abf(:n) dxx/abg(x) dz > A(b—a)?

7.3.8 Définition

Soienta e R, beR,ceRetdeR tels que a <c<d<b.
Soit f : [a;b] — R une fonction numérique. On dit que f est Riemann-intégrable sur I'intervalle [c; d]

d
si la restriction de f a I'intervalle [¢; d] est Riemann-intégrable. On note alors / f(t) dt I'intégrale
(&3

de cette restriction.

7.3.9 Proposition

Soit [ : [a;b] — R une fonction numérique ; alors :

1. f est intégrable sur I'intervalle [q; )] si et seulement si, pour tout ¢ € Ja;b], [ est intégrable
sur [a; c] et sur [c;b]

b c b
2. Dans ce cas, nous avons, pour tout c € |a; b, / f(t) dt = / ft) dt +/ f(t) dt

Démonstration

1. Démonstration du premier point

La démonstration de ce premier point, utilise pleinement la proposition |7.3.6
(a) Si f est intégrable sur [a; b], alors f est bornée sur [a; b] et 'ensemble des points de discontinuité
de f sur [a;b], noté El[fa;b} est négligeable.
Soit ¢ € ]a; b
> Si f est bornée sur [a;b], comme [a;c] C [a;b] et [¢;b] C [a;b], f est aussi bornée sur les
intervalles [a; c] et [c; D]

> Si Ej[fa;c] est ensemble des points de discontinuité de f sur [a; ], nous avons Ej[fa;c] - Ej[ca;b],

et donc El% est un ensemble négligeable.
f est donc intégrable sur [a; |
> Par le méme raisonnement, f est intégrable sur [c; b]
Ainsi, f est intégrable sur [a;c] et sur [c; b]
(b) Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € Ja; b[, f est intégrable sur [a; ] et sur [c; ]
> Donc f est bornée sur [a; c] et sur [c; ], et donc f est bornée sur [a; c] U [¢; b] = [a; b]

> Les ensembles de points de discontinuité sur les 2 intervalles E][ca;c et E}C;b] sont négligeables

et donc E}a;b] = E][ca;c] U El[f;d est aussi négligeable
f est donc intégrable sur Uintervalle [a; ]

2. Démonstration du second point

Soit f intégrable sur l'intervalle [a;b] et soit ¢ € ]a;b[. Alors, f est intégrable sur [a; c] et [c; ).
Si S; est une subdivision de [a; ¢] et S une subdivision [¢; b], alors S = S U S5 est une subdivision
de [a;b]. Nous avons alors :

U(f,S):U(f,Sl)+U(f,SQ) etE(ﬁS):E(f,Sl)—i—E(f,Sg)
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Ainsi

Et

Comme :

inf O’(f,Sl)+ 1nf O'(f,SQ)\ uéga(ﬁS)

S1€81

sup X (f,8) < sup X (f,51)+ sup X(f,S2)
Ses S1€S1 S2€82

> f est intégrable sur [a; ¢], nous avons :

inf o(f,S1)= sup Z(f,S1) / ft
S1€81 S1€81

> f est intégrable sur [c; b], nous avons :

inf o(f,S2)= sup X(f,52) = / f(t

S2€S82 S2ESs

> f est intégrable sur [a;b], nous avons :

inf o(f,S)= bupE (f, s /f

Ses

Et donc, nous avons

C’est a dire

/acf(t) dt+/cbf(t) dt</abf(t) dtg/:f(t) dH/cbf(t) v
/abf(t) dt:/:f(t) dt+/cbf(t) d

7.3.10 Corollaire : Relation de Chasles

Pour tout réels a, b, ¢, nous avons :

b c b
f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t) dt

pourvu que [ soit intégrable au sens de Riemann sur I'intervalle [min (a, b, ¢) ,max (a, b, c)].

Démonstration

La démonstration est simple et est laissée dans sa grande partie au lecteur
Supposons b = [min (a,b,c)} et ¢ = max (a, b, c)

Alors, d’apres |[7.3.9

—[f(t)

nous avons / f@) dt= / f@) dt+ / f (t) dt En transposant, nous avons :

/f dt+/f dt<:>/f dt = /f dt+/f

Ce que nous voulions

Remarque 17 :

1. Contrairement a m il n’est pas nécessaire d’avoir ¢ € |a; b]

2. D’apres la relation de Chasles, si f est intégrable sur U'intervalle [a;b] alors, pour tout ¢ € [a; b],

nous avons / f@)dt=0

La demonstratlon n est pas difficile :
Soient ¢ € [a;b] et d € [a;b]; alors :

/f dt/f dt+/f dt/f dt—/f
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7.3.11 Définition

Soit f : [a;b] — R une fonction et S = {a = sp,51, -+ ,5, = b} une subdivision de [a;b] a pas
constants, c’est a dire telle que :

b—a k(b—a)
> Ty =a4+ ——

b Tgy1 — T = n

On appelle somme de Riemann de [ sur [a; )], I'expression :

Sn(f)_b;lanz_:lf _aZf( b—a))
k=0

Remarque 18 :
b—a

1. Le pas de la subdivision S est donc p (S) =

2. On peut définir une autre somme de Riemann, pour lesquels nous aurions les mémes résultats :

Sylz(f):b;az_:f(mkﬂ biaZf (zk) naz ( M)
k=0

k=1

3. Il y a aussi une autre définition des sommes de Riemann, plus générale, qui donne aussi les mémes

résultats :
R, (f) = [@k; Tt |

Cette fois-ci, & n’est pas forcémenr une borne de [xg; Tx+1]

7.3.12 Théoreme
b—a v k(b—a)
Soit f : [a;b] — R une fonction continue sur [a;0] et S, (f) = Z f (a + ) sa somme
n n
k=0

de Riemenn sur l'intervalle [a;0]. Alors :

i S (s HO) < [

Démonstration

b
1. Tout d’abord, f étant continue, d’apres 7.2.10 'intégrale / f (z) dz existe

2. D’apres 3.8.10 toute fonction continue est limite uniforme d’une fonction en escalier. Le résultat
donne méme I'expression de cette suite (e;,),,cy

k(b—
f(xk) six € [rg; Tryr] pourk:O,...,n—letzk:a—FM

,_/H
[
3 3
—
s &8
[
~
—
(ol
=

D’aprés 7.2.8, la suite (ey),, oy convergeant uniformément vers f, nous avons :

b b
lim en (z) doz = / f(z) dz

n—-+o00 a
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b n—1 Tht1
3. En utilisant la relation de Chasles, nous avons / en () doz = Z / en (x) dz.
a k

—o Tk

Or, /‘”k+1 en (z) dz = /wk+1 F () dz = f (xx) (Ther — 1) = f (%) (b;a)

Et donc /ben (z) dxznz_:lf(xk) <b;a) = <b;a)§f(mk)
@ k=0 k=0

n—-+o0o n

n—1 b
b— k(b—
D’ot1, nous avons bien lim a4 E f (a + M) = / f(z) dz
k=0 " a

Exemple 6 :

Soit 1g : [0, 1] — R la fonction indicatrice de Q, c’est & dire la fonction telle que :
1lp:[0,1] — R
_J1lsizeQ
T lo(@)= { 0 sinon

Nous allons montrer que 1g n’est pas intégrable au sens de Riemann & ’aide des sommes de Riemann

1. Tout d’abord, redémontrons que lp n’est pas continue sur [0, 1]
En effet, il nous faut pas oublier que Q est dense dans R, et méme que R\ Q est aussi dense dans
R. Donc, soit € [0,1]; il y a alors 2 possibilités :
— Six € R\ Q, alors 1g (z) = 0; il existe une suite de rationels (gn),,cy telle que lim ¢, = x;
n—-+oo

or, pour tout n € N, 1g (g,) =1, et lirf lo(gn) =1#1g(z) =0
n——+0o0
— De méme, si x € Q

2. Montrons que 1g n’est pas Riemann-Intégrable a I’aide des sommes de Riemann

On note o, la subdivision 0 = a{” < a{™ < ... < a!™, < a{

[0,1] dont le pas tend vers 0 avec n.

Soit un point quelconque &, (i) € ]agﬁ)l ; al(.n)

et a la suite &, :

= 1 une subdivision de 'intervalle

[ et on définit la somme de Riemann associée a o,

n

S (19, 0n, €n) = Y 1o (& (1)) (af™ — ai™))
i=1
1
Si 1g est intégrable, alors, ngr-&I-loo S (1g,on,&n) = /0 1o (t) dt
1 2

n—1 <
—; = ~~7;1}, c’est a dire que a
nn n

m) _ &

i = s

On choisit la subdivision o, simple suivante :{O;
n

st & dive o™ _ g _ 1 _ 1y RN Kt B
c’est a dire a; —ai_l—g,etdonc,S(l@,an7§n)—ﬁ21<@(§n(z)) oufn(z)e} i

De la densité de Q dans [0,1], on peut trouver, pour tout n € N* et 0 < ¢ < n des &, (i) €

}iil : i{telsQueEn(i)GQetalorsiZ;lQ(fn(i))1

n

De la densité de R\ Q dans [0, 1], on peut trouver, pour tout n € N* et 0 < i < n des &, (i) €

[t i tels que g () e R\ Qe alorsiEl@@;(i)):O

n

On vient donc d’extraire 2 sous-suites de la somme de Riemann qui admettent des limites
différentes; il y a donc contradiction et 1g n’est pas Riemann-intégrable sur Uintervalle [0, 1]
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7.3.13 Quelques exercices

Exercice 5 :

n—1 et 1
. . . bz -
1. Soit z > 0. Démontrer que lim — en =
n——+oo n 0 X
p—

x
2. Utiliser ce résultat pour établir que pour tout nombre x > 0 / etdt =e” —1
0

Exercice 6 :
Soit « > 0

27
1. Pour quelles valeurs de «, l'intégrale I, = / In (1 —2a.cosx + a2) dx est-elle définie ?
0

2. Donner la valeur de cette intégrale I, lorsqu’elle est définie.
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