Chapitre 7 : L’intégrale de Riemann 7.7 Quelques exercices corrigés

7.7 Quelques exercices corrigés

Exercice 2 :

Soient a € R, b € R et f : [a;b] — R intégrable et & valeurs positives. Démontrer que la fonction /f est
intégrable sur I'intervalle [a; b]

Rien de bien sorcier : il suffit de réutiliser la démonstration de 7.3.7
Nous appelons donc Ef 'ensemble des discontinuités de la fonction f et E NG est ’ensemble des discon-

tinuités de la fonction /f
Nous savons que la fonction \/x est continue sur R, et comme f est & valeurs positives, la fonction /f
est bien définie sur Uintervalle [a; b]

Par composition, la fonction v/f est continue partout ol f est continue et donc Ef = E JF

f étant intégrable, E; est négligeable et donc F NG aussi.

Ainsi,\/f est intégrable au sens de Riemann

Exercice 3 :

Soient [ : [a;b] — R et g : [a;b] — R 2 fonctions intégrables au sens de Riemann. Démontrer que les
fonctions min (f, g) et max (f, g) sont intégrables au sens de Riemann sur [a;b]

T4y —|r—y T4y + v —y

et max (f,g) = et de

conclure en utilisant le fait que les fonctions intégrables forment un R-espace vectoriel

Tres simple : il suffit de remarquer que min (f, g) =

Exercice 4 :

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient f : [a;b] — R et g : [a;b] — R 2 fonctions intégrables au sens de Riemann. Démontrer que :

\/ / 2 dt x \/ /
La démonstration n’est pas nouvelle!!

Soit ¢ un réel quelconque. Par le corollaire 7.3.7, puisque f et g sont intégrables au sens de
Riemann, les fonctions f2, g2, fg et (tf + g)2 sont aussi intégrables au sens de Riemann.

) dt

De maniere classique, posons P (\) = / Af () +g () dt
a

Il est clair que P ()) est positif ou nul pour tout A réel. Or en développant le carré (Af () + g (t))?
et en utilisant la linéarité de I'intégrale, nous obtenons :

P(/\))\Q/b(f() dt+2)\/f dt+/b(g(t))2dt

On reconnait, 13, un trinome du second degré du type AA?> + BX 4 C dont les coefficients A, B
b

et C sont des intégrales. Ce trindme ne peut avoir de signe constant, celui de A = / (f (£)? dt,

a

que si son discriminant A = B? — 4AC est négatif ou nul
Remplacant A, B et C par leurs expressions sous forme d’intégrales, on en déduit :

(/abf(t)g(t) dt>2—/ab(f())2 dt/b(g(t))2 dt <0
\// dtx\//

) dt| <

Q.E.D.
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2. Applications de I'inégalité de Schwarz

(a) Soit f :[0;1] — R, intégrable. Montrer que, pour tout k € N

1 2 1
</o xkf(x)dx) ngl—i—l/O f(I)QdI

Nous avons g (z) = 2*, et donc, en appliquant I'inégalité de Schwarz, nous avons :

</lekf(x) dx>2 s /01 (a:k)2dxx/01 (f (x))de:/le%dxx/ol (f (2))2 dz = %1_H/01f(x)2dx

(b) On suppose, cette fois ci que f : [0;1] — [0; 1], intégrable. Montrer que

</01f(l')dz>2</01f(w)2dw</01f(z)dx

Pas de grande nouveauté : on choisit, ici g (z) = 1, et donc, en appliquant l'inégalité de
Schwarz, nous avons :

(/Olf(x) dm>2 e /O1 12z x /01 (f (2)) da = /01 (f (2))? da

Or, comme f est & valeurs dans [0; 1] nous avons (f (z))> < f (z). En utilisant la positivité

de l'intégrale, nous avons : / dz < / f(z) dx.
0

En synthese, nous avons bien (/ f () d:c) < / f(z)dx
0 0

(¢c) Soit f une fonction continue sur [0; 1], a valeurs réelles strictement positives. Montrer que :

1 1y
(./0 f(gc)da:)x(0 f(:r)dm>>1

> De maniere simple, nous avons :

/Olf(x)dx/ol(M)deet /Olf(lx)dx/ol( e

> D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

1 2 1 9 1 2
(/0 f(z) x dm) </0 ( f(a:)) da:x/o ( f(lx)> dx
DComme</01f(x)dx><f(lx))21et
1 9 1 2 1 1
/0< f(x)) dxx/()( f(la:)) dx—(o f(w)dx)x(/o f(lx)dx>

Nous avons bien : ) ..
</0 f(x)da:) X </0 f(m)dx> >1

s
~
N——
[\v]
o
8
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Ce que nous voulions

(d) Soient f: [a;b] — R et g : [a;b] — R 2 fonctions intégrables sur [a;b] telles que il existe A > 0
tel que pour tout x € [a;b], f(x) g (xz) = X\. Démontrer que

Abf(z) dxx/ubg(x) dz > A(b— a)?

> Tout d’abord, f et g ne s’annulent jamais sur [a;b] puisque si il existe xg € [a;b] tel que
f (o) =0, alors f(x)g(x) =0, ce qui est contraire a ’hypothese.
D’autre part, comme nous avons f (z) g (x) = XA > 0, f et g sont de méme signe sur [a; b]
> Supposons que pour tout x € [a;b], nous ayions f (z) > 0 et g (x) >0
Posons ¢ (x) = v/ f (z) et ¥ (x) = 1/g () et appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz & ¢

et 9 :
b
(/UmwwwdQ
b 2 b b
(/ \/f(:v)g(:v)dt> <[ rwax [ g a

Or, \/f (z) g (z) = VA, et donc :

b 2 b 2 )
</ ,/f(x)g@)dt) 2(/ ﬁdt) =(VAb—a)) =A(b—a)’

2

b b
<[ s [ @ a

C’est a dire :

b b
Nous avons donc : A (b—a)? < / f () dt x / g(t) dt
> La démonstration pour le cas oll pour tout = € [a;b], nous avons f (z) < 0 et g(x) < 0 est

tout a fait semblable
Ce que nous voulions

Exercice 5 :

Je dirais volontiers que cet exercice est un peu tarabiscoté ; il y a tellemment plus simple pour résoudre
la question!! Cependant, je I’ai laissé dans son jus, tel que je l’ai trouvé, puisqu’il met en pratique les
sommes de Riemann.... Donc.....

n—1 -
. . . pz e’ —1
1. Soit x > 0. Démontrer que lim — en =
n——+oo n x

p=0

n—1 n—1
N Jo pz z bz NP
> Premierement, nous pouvons écrire e= = (en)p, de telle sorte que E en = E (en) et

p=0 p=0

cette somme apparait donc comme la somme des termes d’une suite géométrique. Donc :

—1 -1 A\
n ﬂ_’n ip_lf(en) _1—61
der =D () =gt
p=0 p=0
-1
= e 11—
> De telle sorte que — en = — X —.
n n l—en
p=0
1 1 = )
Or, — x =—X = et, pour terminer :

n—1
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> Pour connaitre la limite lorsque n tend vers 400, nous allons utiliser la limite remarquable :

v—1 u
lim = lim =1
u—0 u u—0 e — 1
x z
Comme lim — =0, nous avons donc : lim n_—=-1
n—+4o0o N n—+oo ] —en
n—1
. pT 1——6 62——1
Et donc lim — en =—1x =
n—+oon 0 €T x
p—

Ce que nous voulions
T
2. Utiliser ce résultat pour établir que pour tout nombre x > 0 / eldt =e” -1
Jo

> Pour résoudre cette question, nous subdivisons I'intervalle [0; ] en n intervalles de longueur

égale a f.
n
Nous obtenons ainsi une subdivision S = {0 =59 < 81 < 83 < ++- < 8, = T} OUl §, = k;x pour
k=0,-
> Si f est une fonctlon intégrable sur I'intervalle [0; ], nous avons la somme de Riemann S, (f) =
z n—1 ) .
- ,;) f (sk) qui est telle que nErJrrloo Sn / f(t) dt

> Pour f (t) = €' qui est intégrable sur tout intervalle [0; ] ot & > 0, nous avons :

n—1 n—1 x
T kz -, T kz t
:fE en et lim — en = e"dt
n n—+oo n
k=0 k=0 0
n—1 T
% pT e —
> Nous avons montré, dans la question 1 que lim — E en = et donc
n—+oo n 0 x
n—1
. kz e’ —1 z
lim — E en =1x X =e" -1
n——+oo n X
k=0

xr
En conclusion / etdt =e* — 1
0

Exercice 6 :

Soit aw > 0
2m
1. Pour quelles valeurs de o, I'intégrale I, = / In (1 — 2accosx + a2) dx est-elle définie 7
0

Il est clair que In (1 — 2acosx + a2) est défini si, pour tout x € [0; 27], nous avons 1 — 2a cosz +
a? >0
> Appelons P (a) = 1—2a cosz +a?. Considérant P comme un polynéme en o du second degré,
le discriminant nous apportera beaucoup d’informations :

2 2

A=cos’z—1=—sin"z

Comme A < 0, alors, pour tout « € R, P (a) 2 0
Si A = 0, alors il existe une valeur de « telle que P (o) = 0. donc :

A=0<«<=sinz=0<«<=zc=kmraveck €Z

Et alors, P (a) devient :
2
P(a)=1-2acoskr +a*=1-— 204(—1)’c +a?= (a— (—1)k>

Ainsi P («) s’annule si @« = —1 ou si @ = 1, lorsque z, considéré comme parametre, vout
r=kmw
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> Comme nous avons choisi « > 0, nous excluons donc la valeur o = 1. Ainsi,l'intégrale I, est
définie si a« > 0 et o # +1

> Sia=1,alors f(z) = In (1 —2acosz + a?) devient f(z) = In(2(1 — cosz)), laquelle n’est
pas définie en x = 0

2. Donner la valeur de cette intégrale 1, lorsqu'elle est définie.

Ainsi, nous choisissons a > 0 et a £ +1.

Pour calculer cette intégrale, nous allons utiliser les sommes de Riemann.

> Nous divisons donc lintervalle [0;27] en n subdivisions & pas constants, c’est & dire une

2k
subdivisionS:{0:50<51<--~<sn:27r}oi15k:—7roﬁk:0,~-~,n.
n

n— n—1
. ., 2 27 2km 9
La somme de Riemann associée est donc Sy, (f) = b Z f(sk) = — ;0 In (1 — 2a.cos - + o )
D’apres le théoreme 7.3.12, nous avons

2k 271'
lim Zln(l—2acos—+a):/ 1n(1—2acosx—|—a2) dx
0

n—4oo N

n—1 n—1
2k 2k
> Premiere remarque, nous avons E In (1 — 2acos 28 + a2> =1In <H (1 — 2acos 28 + a2)) .
n n
k=0 k=0

2k
> Considérons le polynéme 1 — 2a cos & +a?
n

Ce polynome admet 2 racines complexes et conjuguées a; = X" et ag = e == , de telle

sorte que 1 —2040052]% +ao?= (1 _ e2z:w> (1 _ 672:;”).

Donc :

nt Qkﬂ' nl —2ikm i 2ikm nl —2ikm
H(lfQOzcosTJraQ):H(lfen)(176 n )ZH(].*@")H(Z[*G n )
k=0 k=0 k=0 k=0

2ikm . RN .
> e n est une racine n-iéme de 1, et la famille {e

racines n-iemes de 1 et donc

2ikm

n 0K k< n} est la famille de toutes les

n—1

H (1 - e%y) =(a"-1)

k=0

—2ikm —2ikm
De méme, e~ »  est une racine n-ieme de 1, et la famille {e n 0<k< n} est la famille de

toutes les racines n-iemes de 1 et donc

n—1

IT(-e7)=("~1)

k=0

De telle sorte que :

”1:[1 (1 - eh:ﬂ> (1 - 6_2:”) = (a™ — 1)2 = |a™ — 1|2
k=0

2 4
> Nous avons maintenant S, (f) = Tin lam —1)* = il In |a™ — 1]
n

— Supposons 0 < a < 1

4m
Alors, hm a™ =0 et donc hm In |a™ — 1| = 0; comme nous avons aussi lim — =0,
— 400 n—+oco N

nous en concluons lim S, ( f) = 0, c’est a dire :
n——+0o

27
1, :/ In (1-2acosz+a?) dz =0
0
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— Supposons « > 1

Alors In o™ — 1| =1n (a

1 1
n 17—):nlno¢+ln 1— —] et donc :
a™ a™

Sn (f) = 4% (nlnonrln

1 4 1
ID 47rlnoz+7rln‘1‘
am™ n a™

. . N . . 1
En suivant le raisonnement de tout & 'heure, (puisque si o > 1, alors — < 1), nous avons
Q

47 1
lim —Inf{l——|=0etdonc lim S, (f)=4nlna, c’est a dire :
n—+oo N am n—-+00
2
o= / In (1-2acosz +a?) dz =4rlna
0
Exercice 7 :
. s . v dt .
Soit n € N*. Pour € R, nous considérons la fonction I,, (x) = m Trouver une relation de
0
récurrence permettant le calcul de I,, (z).
1. Nous faisons donc une intégration par parties
> Nous avons donc :
u' =1 u=t

1 —3nt?
= vV —m——
(1 + t3) (1 + tg)n-‘rl

Nous avons alors :

I (z) { t r+3 /I Py Y 43 /x Py
n@)=|—F n = - n _
(1+t3) 0 0 (1+t3)n+1 (1+x3) 0 (1+t3)n+1

> Penchons nous maintenant sur /

110" — gt
Nous pouvons écrire :

/m £ 2 4+1-1
0 (1 +t3)n+l 1 +t3 ’IL+1

/ ¢
3.4 =

/ t+n+1dt—/ Lt
+t3 o (1+13)

,/m;dtifn(lf)*jn—&-l (z)
o (

(1+ t3 14 3)"Ht
> Nous en déduisons donc que I, (z) = ﬁ +3n (I, (z) — Iny1 (2))
Cest a dire : 3nl,41 () = Bn—1) 1, (z) + ﬁ

2. Pour connaitre les intégrales successives, calculons [; (x)

Todt
Nous avons I; (z) = Tie

> Nous commengons par décomposer en éléments simples . Clairement, apres calculs clas-

1
1413

siques, nous avons :

1 _1( 1 N 2t )
14+t 3\1+t 2—t+1
T q¢

> Nous avons =In(1+2x)
o 1+ 1+t
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1\ 1 1\ 3
l>D’autrepart,tzftJrl:(t—i) 71+1:(t7§) Jr, D’ou :

vo2-—t o2t
/270“:/ VI
o 2—t+1 0o (t—1)7+2

2

1
Faisons le changement de variables u =t — 3 et alors dt = du. Alors,

x 2t w7%§7u wfé 3 mfé
[ e [ [ e,
A A A SN A SR

[

1
2 2

1
o1
2
> Intéressons nous a l'intégrale / wiE du, parce que c’est la plus simple!! Nous avons
R
-1 1

donc :

/w% v 1/“15 .
——du= - ——du
1w+ 3 2/ 1 w2+

S

|

2 -4
= } In (zQ —x+ 1)
2
= In —x+ )
z—1 3
> Considérons, maintenant, I'intégrale / 2 + du. Nous avons :
-1 u? + 5
zfé 3 3 937% 1
2 = = du
N 3 2/ 1 w4 3
3 /gﬂé 1
= —= U
2/ 1(Gw+1)
3 4 /”“'_E 1
= — X = 5 du
L ()

2 V3

2 d
Faisons le changement de variables v = Tkl et donc 2 — du= > dv et donc :

V3 du /3

z—3 3 z—2
T3 5 2 1

(&
L (22—1)
= 2x \/g/ﬁ ! dv
2 J_a (v2+1)
L (22
= /3 [arctanv] \/i Y
i 1
= 3 (arctan (— 20— 1 ) — arctan <——)>
V3 ﬁ( ) 7

= 3 <arctan <\/§ (22 — 1)) * %)

En remontant, nous obtenons :

™

I (x) = %ln(lJFx)*%hl(ﬂC?*erl)Jr arctan(\[(xl)) E)
= éln (M) + ? (arctan (Lg (2z — 1)) + 6)

5
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7.7.1 Correction des exercices complémentaires

Exercice 8 :

. . 1
Soit f la fonction définie sur l'intervalle {Z; +1} par

f(x)= ou [e] désigne la partie entiére

1
Faire une représentation graphique de f et calculer / f(z) dx

1

1

Petit rappel simple & faire : pour z € R, nous avons toujours [z] < z < [z] + 1

1 1 1 1 1
Donc, pour z € } - f}, nous avons 3 < — < 4, et donc {f} =3 dou f(x) = ==

4° 3 x x 3
Par des calculs semblables :

11 2 2
e o
ive |z f@=315=5
1 2 1
N <F .1 — —
Slxe}z’ }’f(x) 341 2
1\ 2
*f(z)—?
D’oi1 le graphe (figure
—
[

FIGURE 7.2 — Le graphe de f

Et maintenant, il ne reste plus qu’a donner I'intégrale :
1
1/1 1 2/1 1 1 1 31
w3202
Af(x)x334+523+2 2) = 90

Exercice 9 :

1. Soienta € R,be RetceR telsquea < b < cetsoit f : [a;c] — R intégrable au sens de Riemann.
Montrer que :

C b c
cia/a f(.r)dxémax{b_la ’ f(ﬂ:)dx;cib/b f(x) dx}

I I
Nous appelons M = max —/ f(z) da; —/ f(x) dz ;. Alors :
b—a/, c—bJ,
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> Nous avons, de maniere évidente :

b b
>bia/a f(x)dx<:>M(b—a)>/a f(z) dz

M/c—b/f der <= M (c-b /f

> En additionnant, nous obtenons :

M@G—-—a)+M(c—b /f da:+/f dz <= M (c—a) /f

C’est a dire M >

/ f (z) dz, autrement dit :

cC—a

L@ e G [ @ an L [ 10w
Q.ED.

2. Soienta € R, b € R tels que a < b et soient [ : [a;b] — R et g : [a;b] — R 2 fonctions numériques
réelles intégrables au sens de Riemann.

b b b
(a) Montrer que / Inf (f,g) (t) dt < Inf < 1@ dt;/ g (1) dt)

Nous avons déja montré dans le cours que si f et g étaient 2 fonctions numériques réelles
intégrables au sens de Riemann alors Inf (f, g) était une fonction Riemann-Intégrable.

f+g-— If gl

D’autre part, nous avons Inf (f, g) = et donc :

/abInf(f, ;(/f dt+/ dt—/ If (t |dt)

Nous avons
/ () —g(t) at

/f )~ g (1) dt
dt)

/|f (8)] dt = —

C’est a dire :

/ablnf(f, ;(/ F( dt+/ (t) dt —
/f ) dt /f()dt /abodt,
/abInf(f, ;(/f dt+/ (t) dt —

Or,Inf(/abf(t)dt;/ab );(/f dt+/ g(t) dt — i
Nous avons donc bien /ab Inf (f,g) (¢ (/ (@) dt; / g (1) dt)
(b) Montrer que /:) sup (f,g) (¢ > sup (/ 1 () dt; / g (t) dt>

La démonstration de cette inégalité est absolument semblable; il suffit de partir de ’égalité

/abf(t)—

et donc :

t)dt—/bg(t)dt>
t)dt/bg(t)dt

)

et de dérouler ensuite la démonstration.
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Cette question donne une démonstration d’une inégalité qui porrait étre intéressante :

/abInf(f, )t Inf(/ £ dt/ ) dt)gsup(/abf(t) dt;/:g(t) dt) g/absup(f,g)(t) at

Exercice 10 :

1. Soient a € R, b € R tels que a < b. Soit f : [a;b] — R, continue et positive, c'est a dire telle que

b
(Vz € [a;b]) (f (x) = 0). On suppose de plus que / f(t) dt = 0. Démontrez que la fonction f est
nulle sur I'intervalle [a; b] o
Supposons que f soit non nulle sur l'intervalle [a;b], c’est & dire qu’il existe zg € [a;b] tel que

f(x0) #0

De la continuité de f, pour ¢ =

|f (wo)]

5 > 0, il existe 1. > 0 tel que, pour tout x € [a;d], si

| — zo| < ne, alors |f (z) — f (x0)] < |f(2$0)|

Remarquons que l'inégalité triangulaire nous permet d’écrire :

1 @)~ 1f o)l < 1 () — £ (wo)) < LED s WOy gy < 20
Ainsi si x € [a;b], si |z — xo| < 1, alors |f (z)| = |f(2170)|.

Appelons a = max {a;x9 — 7} et 8 = min {b;xo + 1} ; ainsi, si © € [a;b] est tel que a <z < B

alors | f (x)] > |f (;0” Nous avons alors :

/bf(t)dt>/ﬁf(t)dt>/ﬁ |f(2$0)|dt: |f(;0)‘(6_a)>0

Ce qui est donc en contradiction avec le fait que / f@®)dt=0

a
Ainsi, pour tout x € [a;b], nous avons f (z) = 0 et la fonction f est donc nulle sur 'intervalle
[a; b].
Ce que nous voulions.

2. Soient a < b et f :[a;b] — R, continue. On pose M = sup f (x) et on suppose que
z€[a;b]

/bf(t) dt = M (b—a)

Démontrer que f est une fonction constante.

*x Premiérement, il faut faire remarque que, f étant continue sur [a; b], 'existence de M est bien
réelle.
* D’autre part, la fonction g = M — f est une fonction continue et positive sur [a; ]

* De plus M (b — a) / M dt, et nous avons donc :

b—a) /f dt = /Mdt—/f dt = /Mf dt = / (t) dt =0

b
Comme g est positive sur [a;b] et que / g (t) dt =0 on en déduit que g est nulle sur [a;b],

et donc, que pour tout = € [a;b], M — (}(x) =0<«<= M = f(x). f est donc constante sur
Pintervalle [a; b]
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Exercice 11 :

1.

b
Soit f une fonction continue sur [a; b] telle qu'il existe x1 € [a; 1] telle que f (z1) > 0 et/ f(x) de =
a

0. Démontrer qu'il existe x5 € [a;b] telle que f (xz2) <0
b

Supposons que, pour tout x € [a;b], nous ayions f(z) > 0; alors, / f(z) dz > 0 ce qui est
a

b
compatible avec / f(x)dz=0.

On sait qu'il existe x1 € [a;b] telle que f (z1) > 0; comme f est continue, il existe un intervalle
[a; B8], contenant x; tel que, pour tout = € [a; 3], nous ayions f (x) > 0. Soit m = i[nfm f(x);
re|a;

B
alors m > 0 et nous avons / f(x)dx>m (B —a) >0, et alors :

/:f(x)dx/abf(x)dz+/:f(ac)dx+/abf(x)dx>m(ﬂa)>0

b
Cette inégalité esr contradictoire avec ’hypothese / fx)dz=0
a

Il existe donc z2 € [a;b] telle que f (x2) <0
De la continuité de f sur Uintervalle [a;b], par le théoreme de la valeur intermédiaire, on peut
déduire qu’il existe xg € |x1;z2[ tel que f (x9) =0

1
, 1 L
Soit f une fonction continue sur [0;1] ve’riflant/ f(x) de = 3 Montrer que f a un point fixe.
0

Considérons la fonction g (z) = f () —

(a) g est continue sur [0; 1] comme somme de fonctions continues sur [0; 1]
1 1 1 1 1 2211
(b) Nous avons/ g (x) dxz/ f(x)—xdxz/ f(x) dac—/ rdr = - — {—} =0
0 0 0 0 2 21y
(¢) Supposons que f n’admette pas de point fixe, c’est & dire qu’il n’existe pas de point zy € [0; 1]
tel que f (zg) = 2o ou, ce qui est équivalent, qu’il n’existe pas de point zy € [0;1] tel que
g(x0) =0
g étant continue sur [0; 1], alors g ne change pas de signe sur [0; 1] ; Ainsi, supposons que, pour

1
tout z € [0;1], g () > 0. Alors, comme 'intégrale respecte la relation d’ordre, / g(x) dz >0,
0

1
ce qui est en contradiction avec le fait que / g (z) dz = 0.
0

Ainsi, 'hypothése que nous avons faite que f n’admette pas de point fixe est fausse, et donc
il existe xg € [0;1] tel que f (zg) = xg

Exercice 12 :

Soient a € R, b € R tels que a < b. Soient f : [a;b] — R et g : [a;b] — R 2 fonctions intégrables au sens
de Riemann sur I'intervalle [a;b] On suppose que ces deux fonctions vérifient la relation :

{/:f(x)g(:c) dIr/a’b(f(x))2 dxx/ub(g(x))Q da
b

b .
Etque [ (f(x))* dox [ (9(a))* do£0

1.

b
Démontrer qu'il existe k € R tel que / (f () — kg (z))* dz =0

a
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b
— Considérons l'expression P (k) = / (f (x) — kg (z))? dz. En développant I'intérieur de Iintégrale,

: b
PO = [ (7@~ kg @) do= [ (@) + K () 20 (0)g (@) do

/:(f( >>2dx+k2/ (g (x dx—zk/ fa
k:Q/a( dm—Qk/ f@ dx+/a (f (2))? da

— P apparalt ainsi comme un polyndéme du second degré en k& dont nous cherchons des racines ;
le discriminant A est donné par :

A= (/abf(fc)g(x) dxf— (/ab<g<x>>2 d:c) </ab(f(r))2 dx) 0

b 2 b b
puisque nous avons, par hypothéses {/ f(x)g(x) dz} = / (f (2))? dz x / (g (2))? da

P admet donc une racine double ky =

b
— Ce nombre kg que nous venons de trouver vérifie donc / (f () — kog (2))? dz =0

a

2. Que conclure si les 2 fonctions f et g sont continues sur l'intervalle [a; ] ?

Si f et g sont continues sur [a;b], alors, d’apres P'exercice précédent, f (x) — kog (z) = 0, c’est &

dire :
/ e

/ (9(2))* do

a

f(x) = kog (z) = [ (x

Exercice 13 :

1. Soit f une fonction en escalier sur l'intervalle [a;b]. Démontrez que :

b
lim / f(x)sinnz de =0

n——4oo a

b

(a) Nous allons d’abord démontrer que lim sinnx der =0

n—-+o0o a

Cette question n’est pas tres difficile : ¢’est un simple calcul de primitive.

b

b —cosnx cosna — cosnb
sinnz dr = =
a n a n

cosna — cosnb 2 . cos na — cos nb
Or,| ———— | < — Comme lim — = 0,nousendéduisons que lim ——— =
n n n—+oo n n—+00 n
b
0, autrement dit, que lim sinnz dr =0
n—-+oo a

(b) Soit f une fonction en escalier sur [a; b]
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Soit @ = ag < a1 < --- < ap = b une subdivision de [a ; b] adaptée & f. Pour simplifier, nous
écrivons, pour = € lay ag41], f () = A. Alors :

b p=l apg
/ f(x)sinnz dx = Z/ f (x)sinnz dx
a k=0 " @k
p—1 ak41

= Z AL / sinnz dx
k=0 a

k

Ak41

En adaptant ce qui a été trouvé ci-dessus, nous pouvons écrire que lim sinnz dz = 0,

n—-+oo ap

de telle sorte que :

b p—1
nll)I_Poo/ f(z)sinnz dx = Z)\k x 0
a k=0

= 0

b

Donc, si f est une fonction en escalier sur l'intervalle [a ; ], alors lim (z)sinnz dxr =0
n—-+oo a

2. Soit f une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a ; b]. Démontrez que :

b

ngrfoo ’ f(z)sinnx de =0

Soit f une fonction continue par morceaux sur lintervalle [a ; b]

(a) L’ensemble des fonctions en escalier sur [a ; b] est dense dans 'espace des fonctions continues
par morceaux sur [a ; b], c’est a dire qu’il existe , fonction en escalier sur [a ; b] telle que

YV € [a; b] nous ayons |f (z) — ¢ (z)| < ﬁ

(b) Nous avons f (z)sinnz = f (z)sinnz — ¢ (z) sinnz + ¢ (z) sinnz, et donc :

b b b
/f(x)sinnzdx = /f(:c)sinn:z:fgo(x)sinnxdqu/ @ (z) sinnx dx

+

b b
< / f(x)sinnz — ¢ () sinnz dx / ¢ (z) sinnx dr

(¢) Nous regardons le premier membre

b
/ [ (x)sinnz — ¢ (z) sinnz d

Nous avons :

b b b
/ f(x)sinne — ¢ (z)sinnz dx </ |f () — ¢ (2)||sin nz| d:cg/ lf () — o (2)] dwéﬁx(b—a)

(d) Nous regardons le second membre

b
/ @ (z) sinnx dx

Nous savons que lim
n—-+oo

b
/ ¢ (z) sinnx dz

(e) Donc, pour € > 0, il existe N, € N tel que si n > N, alors :

=0, il existe donc N. € N tel que si n > N., alors

b
/ ¢ (x)sinnzx dx

e
S3

S;+5;=¢

b
/ f (z) sinnx dx

<
2

DN M

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 445



Chapitre 7 : L’intégrale de Riemann 7.7 Quelques exercices corrigés

On vient donc de montrer que si f une fonction continue par morceaux sur 'intervalle [a ; b,
b

alors ngrfm f(x)sinnz dx =0

3. Soit donc f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a ; b]. montrer que :

b b

2

1. 1 = —
7L_1>1r]ﬂ+oo/a f(x) |sinnx| dx 7T/a f(x) dzx

Le résultat de cet exercice ne manque pas d’intriguer. L’ajout d’une simple valeur absolue modifie
la limite!!
La résolution de cette question est tres classique :

> On démontre d’abord le résultat pour les fonctions étagées (ou en escalier)

> Puis, on conclue par densité

b
2
(a) On montre que lim / |sinnz| de = — x (b—a)
™

a
Il est intéressant de remarquer que / |sinnz| dez = / |sinnz| dx —/ |[sinnz| dz et que
0

les deux dernieres intégrales sont semblables.

Nous allons donc étudier / |[sinnz| dx et nous en déduirons le résultat. Nous allons montrer
’ 2
que lim [sinnz| de=— xb
n—-+oo 0 T

du
i. Par le changement de variable u = nx, pour lequel nous avons dr = —, nous obtenons :
n

b 1 nb
/ [sinnz| dz = f/ |sinu| du
0 n Jo

ii. 11 faut remarquer que la fonction |sinu| est périodique et de période 7, et que, pour tout
teR:
t+m ™ e
/ [sinu| du = / |sinu| du :/ sinu du = [cosu]] = 2
t 0 0

b
iii. Soit k € N tel que km < nb < (k+ 1), c’est a dire que k = {n—} ol le symbole [e] désigne
™

la partie entiere. Alors :

nb km nb
/ |sin u] du:/ |sin | du+/ [sinwu| du
0 0 km

km
iv. Regardons / [sinu| du
0

km ]+1
/ |sinu| du = / |sinu| du
0 im

= / |sinu| du =2k
—Jo

.
| H
=

<
Il
o

1 2k
Donc f/ |sinu| du = —
n Jo n
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v. Il faut maintenant rechercher lim —

n——+oo n
nb nb nb
Nous avons | —| < — <
s T

}—1—1 c’est a dire
T

C’est a dire

Et nous en déduisons que lim — = —
n—4oco n e

R L 2b
Et on conclue donc lim — |sinu| du = —
0 T

n—+oo n
1 nb
vi. Regardons, maintenant — / |sinu| du

km
f/ [sinu| du| = f/ |sinu| du < -
n Jkn n Jkn n

De l'inégalité km < nb < (k+ 1) 7 on déduit 0 < nb — k7 < 7, et donc nous déduisons que

1 nb
7/ [sinw| du| <
" Jkr

Nous avons :

N
S

X

nb — kmw
n

b
s I Y
Et nous en déduisons que lim — |Sln u| du=0
n—+ocon

vii. En conclusion, nous avons donc lim / |sinnz| de = —
n—-+oo

De l’egahte/ |sin nz| dm—/ |81nnac| dz— / |sinnz| dz, nous déduisons que hm / [sinnz| de =
0

lim |sinnz| de — lim \sin nx| dz, c’est a dire que
0 n—-+0oo 0

n——+oo

b
2 2 2
lim / [sinnz| de=—=Xxb——=xa=—=x(b—a)
A ™ T T

n—-+oo

Ce que nous voulions.

(b) Soit f une fonction en escalier sur [a ; b]

Soit @ = ag < a1 < --- < a, = b une subdivision de [a ; b] adaptée & f. Pour simplifier, nous
écrivons, pour = € Ja ak+1], f () = Ap. Alors :
b ak+1
/ f(x) |sinnzx| dx = / x) sinnz| dz
a

Ap+1
= Z/\k/ |sinnz| dx

En adaptant ce qui a été trouvé ci-dessus, nous pouvons écrire que

Ap41 2 _
lim (sinna| do = 21 =)
n—+4oo ak s
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De telle sorte que :

lim
n——+oo

b
/ f(x) |sinnzx| dx

ax)

Z/\ X ak“

k(]

- Z Ak (a1 — ak)

/f

(c) Soit f une fonction continue par morceaux sur [a ; 0]

b
Nous allons conclure la question en montrant que hm / f(2) |sinnx| doe = = / f(z) dx
a

Soit € > 0

Nous allons essayer de majorer

i. L’ensemble des fonctions en escalier sur [a ;

b b
/ f (z) |sinnx| dz—%/ f(x) dz

b] est dense dans I’espace des fonctions conti-

nues par morceaux sur [a ; b], c’est & dire qu’il existe ¢, fonction en escalier sur [a ; b] telle

que Vz € [a; b] nous ayons |f (z) — ¢ (z)]

<5
“3(b-a)

b b
2
ii. Nous allons évaluer / f(z) |sinnz| de— — / f (z) dz en introduisant des quantités qui
a ™ a

pourront nous aider :

b b
[ @ sinnel a2 [ @) ao -

Et en utilisant 'inégalité triangulaire,

b
z) |sinnz| dx — 2/ f(z) dz| <
™ a

iii. Etudions le premier terme

b
/ f (z) |sinnx|
a
Nous avons :

b b
/ f (x) |sinnx| dx—/ ¢ (z) |sinnz| dx

b b
/ f (z) |sinnz| dz f/ v (z) |sinnz| dx
“ b Yo b
—|—/ o (x) [sinnz| dx — 7/ ¢ (x) dr
a T a

2/abg0(x) dx—i/abf(x) dx

_’_7
™
b
x) |sin nx| dxf/ v (z) [sinnz| dx
a

+ /:<p(x)|smm| das—i/abw(%) de
2/:7@(9;) dx—i/abf(x) do

+ J—
7r
b
da:—/ o (z) |sinnz| dx

b
[ @)= o) sinns] ds

b
< / f (@) - ¢ (@) [sinnal d
< / 76 = oo as
< b ) (b —a) (lié & la densité des fonctions étagées)
—a
< —

3

Cette majoration est une majoration uniforme sur Uintervalle [a ; b]
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iv. Etudions le second terme

b 9 rb
/ ¢ (x) [sinnz| dx — —/ v (x) dr
a ™ a

b b
2
Nous avons montré que lim / ¢ (x) |sinnz| dx = f/ o (x) dx.
n—-+oo a e a

Il existe donc N, € N tel que si n > N, alors <

b 9 b
/ o (z) [sinnz| dr — f/ ¢ (z) dz
a ™ a

i/abgo(x) dx—i/abf(x) dx

i/abap(x) dx—i/abf(x) dx

w| M

v. Pour le troisieme terme , NOUS avons :

b
_ ‘2/ (0(2) - [ () do

™ a
9 b
< 2 [ e@-f@lds
2 a
< =X ﬁ (b — a) ( toujours lié & la densité des fonctions étagées
7r —a
2 e ¢
S —Xgs3
™ 3 3

A nouveau, cette majoration est une majoration uniforme sur l'intervalle [a ; b]
Ainsi, pour un ¢ > 0 quelconque, il existe un N € N tel que si n > N,, alors
+

=€

b b
/a f (z) |sinnx| dm—%/ﬂ f(z) dx

S
< =
3+

Wl M
Wl ™

Nous venons donc de montrer que si f une fonction continue par morceaux sur [a ; b, alors

b b
lim / f(z)|sinnz| de = %/ f(z) dx

n—-+oo

Exercice 14 :

/abf(t) dt

constant sur l'intervalle [a;b]. La réciproque est-elle vraie ?

/abf(t) dt

b b b
/If(t)l dt:/ 0 dt<=>/ F @)~ () dt=0

b
Soit f : [a;b] — R, une fonction continue telle que = / |f ()] dt. Montrer que f a un signe
a

1. Pour commencer, supposons f (t) > 0

b b
Alors / ft) dt :/ f(t) dt, et 'égalité

b
:/ |f (t)| dt devient

0,

b
Comme nous avons f < |f], c’est & dire |f (¢)| — f(¢) > 0, de I'égalité / [f @) — f@) dt
a
nous tirons que |f (t)] — f (t) = 0, c’est & dire que f est positive sur U'intervalle [a; b]
2. Si nous supposons, maintenant que f () < 0, la démonstration est tout & fait semblable.

3. Et évidemment, la réciproque est vraie!!!

Exercice 15 :

Seconde formule de la moyenne

Nous nous mettons dans les hypothéses suivantes :
= a et b sont 2 nombres réels tels que a < b;
= f:a;b] — R est une fonction continue
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= On appellem = inf f(x)et M= sup f(x)
w€[a;b] z€[a;b]

On suppose de plus que g : [a;b] — R est une fonction positive et intégrable.

b
1. Montrer que F : [a;b] — R définie par : F (x) = f (x)/ g (t) dt est continue, et trouver ses extrema
a

en fonction de m et M

b
Puisque g est positive et intégrable sur [a;b], nous avons / g (t)dt > 0; c’est donc un nombre
positif ; appelons le k. Donc, F' () = kf (x), et, comme f est continue, F Pest aussi.

Bien entendu, du fait que g est positive, nous avons m / Hdt< F(z) <M / g(t)dt
a

b
2. Montrer que nous avons m/ g(t)dt < / f@®)gt)dt < M/ g(t)dt
a a a

Nous avons, bien entendu, m < f (t) < M ; en multipliant par g (¢t) > 0, nous obtenons :
mg (t) < f (1) g (t) < Mg (t)
En passant a l'intégration, nous obtenons le résultat.

b b
3. En déduire qu'il existe ¢ € [a; ] tel que / f®gt)ydt=f (c)/ g(t)dt

b
Nous venons de montrer que le nombre / f(t) g (t)dt était compris entre les extrema de F. F'

a
étant une fonction continue, d’apres le théoreme de la valeur intermédiaire, F' atteint ses bornes et

toutes valeurs comprises entre ses bornes. Il existe donc ¢ € [a; ] tel que F (¢ / f

b
c’est & dire tel que / f®g@)dt=f(c) / g(t)dt
a a
4. Que pouvez vous dire lorsque g est la fonction constante toujours égale a 17

Si g est la fonction constante toujours égale a 1, alors g est positive et intégrable et il existe donc

¢ € [a; b] tel que \ \
[raa=5@ [ da=-0-050

C’est la premiere formule de la moyenne

Exercice 16 :

1. Soient a et b 2 nombres réels tels que a < b et soit [ : [a;b] — R est une fonction continue. Soit
u : [a;b] — R une fonction continue et strictement positive, c'est a dire telle que pour tout x € [a;b],
1

b n
u(z) > 0. Montrer que lim ( [ @@ d> = swp |f (@)

z€[a;b]

(a) f est continue sur l'intervalle [a; b], et donc, par composée des applications, | f| est aussi continue

sur Uintervalle [a;b] et donc M = sup |f (x)| est bien défini et est méme atteint.
z€[a;b]

Il existe donc zg € [a;b] tel que |f (zo)| = M

(b) S = 0, alors, bien évidemment, pour tout x € [a;b] nous avons f(z) = 0 et donc

1
( / |f (z (z) d ) = 0 et 'inégalité est vérifide
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(¢) Supposons M > 0.
Soit 0 <e < M
Comme il existe xg € [a;b] tel que |f (z9)] = M, il existe donc un intervalle [«; 5], contenant
xo, tel que, pour tout x € [o; B], nous ayions M —e < |f (z)| < M
Nous en déduisons donc :
— Pour tout x € [a;b], nous avons |f (z)|" < M™ et donc |f (x)|" u(z) < M"u (z)
— Pour tout z € [a; 8], nous avons (M —¢)" < |f (z)|" et donc (M —&)" u(x) < |f (2)]" u (x)
(d) Comme la fonction |f (z)|" u (z) est positive sur I'intervalle [a;b] et que [a; 8] C [a;b], nous
avons :

B b
o< [ @l u de< [ 1@ ) ds
Et donc

(M—e)"/ju(a:) dxé/ab|f(ac)|"u(a:) dng"/abu(x) da

: 1o : .
(e) La fonction 7 (x) = x» définie sur RT est une fonction croissante sur R, et donc :

wr-o ([ uas) < ([ 1o as) < ([uco as)’

B 1
(f) L’intégrale / u (x) do est un nombre K > 0; et lir_irrl Kn =1, c’est a dire

a n—-+00
1
B n

lim (/ u () dx) =1

n—-+oo a
1
b n
De méme, et pour les mémes raisons, lim / u () dx) =1
n—-+oo a

= Il existe donc un entier N; € N; tel que pour tout entier n > Nj, nous ayions :

1
B n
1—5<</ u(x)dx) <l+e¢

C’est a dire que si n > Ny, alors :

1
B n b n
(M—s)(l—s)é(M—e)(/ u(x)dx) S(/ |f(x)|nu(x)dx>

C’est a dire, tous calculs faits :

—

n

b
M-e(M+1-¢)< (/ If ()" u(x) d:c)

= De méme, il existe un entier Ny € N, tel que pour tout entier n > No, nous ayions :

b n
15§</ u(x)dx) <l+e¢

C’est a dire que si n > N, alors :

b - b -
</ |f(x)|”u(x)da:> gM(/ u(ac)da:) <M(1+¢)

|=

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 451



Chapitre 7 : L’intégrale de Riemann 7.7 Quelques exercices corrigés

C’est a dire, tous calculs faits :

S

b
(/ F @) @) dx> <M+ Mz

(g) Ainsi, si N > max {N1, N2}, pour tout entier n > N, nous avons :

M—-e(M+1-¢)< (/b|f(m)nu(x) dm)n < M+ Me
a@
b
—e(M+1-¢)< (/ |f (2)]" u(x) dx) — M < Me

b
Ceci étant vrai pour tout € > 0, nous en déduisons que lirf (/ |f (@)™ u (z) dx) =M
n—-+0o0
a

1
b n
c’est a dire lim (/ If (@)™ u(x) dx) = sup |f(2)]

n—+oo z€[a;b]

Quelques commentaires

> L’énoncé ci-dessus est un énoncé tres général englobant plusieurs autres résultats. Nous
pourrions encore trouver plus général :
Soit f : [a;b] — R est une fonction continue. Soit u : [a;b] — R une fonction continue

et strictement positive, c'est a dire telle que pour tout x € [a;b], u(x) > 0. Soit A € R**.
Alors :

1
b by
Jlim (/ 1 @) u (@) dx) = sup |f (@)

z€a;b]

La généralisation résidant dans le fait que A est réel, mais la démonstration est semblable
> Il est possible de faire jouer plusieurs roles & la fonction u :
* Siu est la fonction constante u () = 1, nous obtenons le résultat ultra-classique :

1
b n
i ( / @) dx) )

z€[a;b]

1
* Si u est la fonction constante u (x) = 5 ous obtenons le résultat :
—a

3=

b

z€[a;b]

En fait, nous nous intéressons, ici, & la valeurs moyenne de la fonction F (z) =
|f (z)|" sur lintervalle [a; b]
> la fonction u est, en fait, une fonction de poids.

2. Dans cette question, on suppose que, pour tout z: € [a;b], f (z) # 0.

b n
Donner alors ngrfoo <A If ()] " u(x) dz)

— On pose g (z) = 7 (193)‘ ; alors, pour tout = € [a;b], g (z) >0 et |f (2)]" = (g (z))"
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— D’autre part :
b
(/ @) ") d:c)

— Donc :

b 3
HEIEOO </ I @) u ) dx) - b : = suplg(:v)
m ( /a (9 (x)" u(x) dx> w€asb]

— Or, comme |f| est continue sur lintervalle [a;b], il existe des nombres m et M tels que
m < |f (z)] < M. De plus, comme pour tout = € [a;b], nous avons |f (z)| > 0, nous avons
aussi m > 0. Ainsi :

-1
n

1
m<|f(x))| <M<+ — < @Mgg(x)é

M S (2)]

1 1
m m

1
Et donc, sup g(z)=—
z€[a;b] m

—1

b n
Nous en déduisons que liIJIrl (/ If (2)] " u(z) d;z:) =m= inf |f ()]
n—-+oo .
Exercice 17 :

n—+oo n

1 — k
1. En utilisant les sommes de Riemann, calculer lim — E In (1 + 7)
n
k=1

k
En écrivant x = — et f () = In(1 4 z), nous sommes devant une somme de Riemann du type
n

n 1 1
Z f (zx) qui admet pour limite / f (z) dz. Ici, ce sera donc / In(1+ z) dx qui se calcule
0 0

1
n
k=1

1
par une intégration par parties. Nous trouvons : / In(1+z) dr:=2In2-1
0

1 — 4
Donc lim —Zln(1+ﬁ):2ln2—1:ln(7>
n—>+oonk:1 n e

I\ =
9. En déduire lim (Qn)')

n—+oo \ nlnm
- . " @)\ "
Pour nous simplifier la vie, nous écrivons : A,, = — ) Des lors, nous avons :
nin"
1
InA,= —{ln(2n!)—Ilnn! —nlnn}
"f 2n n
= —_— 1 — —
- {Z nk Zlnk nlnn}
k=2 k=2
1 2n
= - > (nk—Inn)
k=n-+1
2n
1 k
= - In —
n
k=n-+1
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On pose alors k' = k — n <= k = k' + n. Nous avons alors :

2n
1 k
InA, = - In~

k=n-+1
n

1 (k’+n>
= 72111
n n

k'=1

l & K
= 72111 14+ —
n n

k'=1

1
1 « k 4 )\ 4
D’apres la question précédente, lim — Z In (1 + —) =In <7>, donc, lim (( n) ) = -
n— n & n e nln™ e

—+o0 n—-+oo

Exercice 18 :

. n k2
Donner lim 11 (1 + ﬁ)

n—-+oo E—1

. n k2 n k2 n n k2
Premierement, remarquons que kl;ll (1 + ﬁ) = ( 1 (1 + ﬁ)) , et qu’en posant A,, = < I1 (1 + )

nous allons, comme tout a I’heure, utiliser le logarithme de A,,.

1 n k2>)
I An = ﬁln(,}l (“ﬁ
n 2
1S m <1+ k—Q)
n n
k=1

k
En écrivant z, = — et f(z) = In (1 —|—x2), nous sommes devant une somme de Riemann du type
n

n 1 1
Z f (z) qui admet pour limite / f(z) dx. Ici, ce sera donc / In (1 + x2) dx qui se calcule par
0 0

k=1
une intégration par parties.

1
n

2z
=1n(1 2 =
U n( +x) U T a2
v =1 v=2

D’ou :
222

1 1
2 _ 21t i
/Oln(lJrzzr)d:c [:z:ln(1+x)}0 /0 1+x2dx

1 2
= ln27/ de
o 14 a2

bogg?
Calculons maintenant / — dx
o 14+ a2
1 2 19,2 1
2 2 2-2 2
Nous avons :/ % :/ Ldzz/ 2— ——dr= [2x—2arct3mgc]é:2—z
0o 1l+z o 1+a2 0 1+ 22 2

n 2
En conclusion, lim InA4, =In2-2+ T ot donc, lim /] <1 + 7) =2e372
n— 400 2 n—+00 k=1 n2

Exercice 19 :

Démontrer que, pour tout k € N*,

SHE

1. On considére la fonction f : R** — R*T définie par f (z) =

k+1 dt 1
nous avons : —— < — < -
k+1 /k t Tk
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Nous allons utiliser la décroissance de f sur l'intervalle [k ; k + 1]. Nous avons, pourt € [k ; k + 1] :

Et, en passant a l'intégration,

kL gt k1 gt k1 gt 1 HLage 1
/ 7</ 7</ —@—é/ — <7

n

1
2. On appelle S,, = Z T Démontrer que In (n + 1) < S,,. En déduire lim S,

n—-+oo
k=1
1 Mlar 1
En sommant de kK =1 a n 'inégalité < / — < —, nous obtenons :
k+1 & t k
" L AR | sy n g
Yy, FeXie Z@ 7\5n
k=1 k=1 k=1 k=2
1
— Z%— 1<1n(n+1)<sn
k=1
= 5, <In(n+1) <8,

Nous avons, en particulier In (n + 1) < S,,, ce qui montre que lirf S, = +o0
n—-+0oo

3. Démontrer qu'en +c0, S, +§ Inn
oo

On réutilise I'inégalité S, — 1 + 1S <ln(n+1) <S5, que 'on peut écrire autrement :
1
Inn+1)<S, <nn+1)+1—- ——
n+1
En divisant par Inn, nous obtenons :
1n(n+1)<i<ln(n+l)+ii 1
Inn Inn Inn Inn  Inn(n+1)
Or: | )
— lim M -1
n—~+00 Inn 1
— i — — — =0
noteo lnp  Inm (n+1)
Et, donc, par encadrement, lim —— =1, ce qui montre qu’en +o0, S,, ~ Inn
n—+00 lnn o0
n 1
4. Soit o > 0 et B > 0. Donner la limite lorsque n tend vers +oo de Z _
— no+ kB
= 1 I 1
Nous avons : 27 = 72 —.
kilna—i—kﬁ ni~a+pfr
1
En écrivant x, = — et f(r) = ———, nous sommes devant une somme de Riemann du type
n a+ ﬁx

1
1
— E f (zx) qui admet pour hmlte/ f(z) dx. Ici, ce sera donc/ ———— dx qui s’integre tres
0o a+px

=
facilement.

! 1 1
Nous avons /o a+6x ﬂ a—&—ﬁx =3 [In (a+6x)]é =3 (In(a+B8) —In(a)) =

%ln(lﬁ-g)
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n

1 1

Donc, lim ——— =—1In (1 + é)
oo L~ maor + kB B «

Faire le lien avec les questions précédentes

Le lien avec les questions précédente n’est pas tres évident. Par contre, on peut dire que si on
regroupe n termes qui forment une progression du type an + k3, la somme de 'inverse de ces n
termes a une limite finie alors que la somme des inverses tend vers +oo

Exercice 20 :

2n 1
Démontrer que — &
q Z \/E +o0

k=n-+1

Voila un exercice qui ne pose pas tant de difficultés!!
> Tout d’abord, nous avons :

2(V2-1)vn

Et, nous avons la, quelque chose qui ressemble a une somme de Riemann.
Ben, en fait, pas vraiment!! Nous avons, en fait

n

D M ] £ 9PrLe
" "o+ E
> Nous allons donc étudier —

1
”,;\/l—kfl

Par les théoremes des sommes de Riemann, nous avons

lim

szﬁ I
/—du_ 2va] =2 (v2-1).
> Nous avons donc lim

n—>+oonz\/7 (

> S a(vaen)E

) et de I’étude précédente, nous tirons

Ce que nous voulions.

Exercice 21 :

b
Sans utiliser de primitive, calculer, pour a < b, I'intégrale / e’ dx
a

Nous allons utiliser les sommes de Riemann.

h—
= Nous subdivisons l'intervalle [a;b] en n intervalles réguliers de pas a ; les points de la subdi-

b—a

n
n—1

b
. b—a b—a
Nous avons donc lim E eOTEX T = e® dx
a

n—-+o0o n
k=0

vision sont donc z = a + k X
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a+k><7b_a kx—b_a o—a »
= Nous avouns : e n =e*Xxe n =e*x|len . Donc :

n—1 k b—
b—a b—a b— b—a e*(b—a 1—e@
2 at+kX— ea X e n — ( ) % —
k=0 k=0 1—e n
= Nous avons
— b—a b—a
e’ (b—a 1—ebe _ — —
( ) . — % (1 _ eb a) % n _ (6 _ eb) % n
n b—a b—a b—a
l—en l1—en 1—e n
b—a
Il nous faut donc calculer lim e
n—+4o0o b—a
l—en
et —1 . z ). . b—a
Nous avons lim =1 et donc lim = —1, d’ol;, comme lim = 0, nous avons
z—=0 T z—01 —e® n—+oo 1
b—a
lim n =-1
n——4o00 2—a
1— n
—1 b—a b
<. b—a < b—a . — .
= D’ou lim E TR = lim (e“ — eb) X —— = e? —e?, cest A dire : e“dr =
n—+o00 N n——+oo b—a
k=0 l—en a
el — e

Ce qui ne nous surprend pas!!

Exercice 22 :

Soient f : [0;1] — R intégrable au sens de Riemann sur [0;1] et g : [0;1] — R dérivable et & dérivée
bornée. Il faut montrer que :

n—1 1
1 5 k k;+1> B
'rLBr—&I-loo E P f (ﬁ) g < n B Jo f (:E) g (55) d

La question semble, quand méme, assez bizarre puisque d’apres les théoremes sur les sommes de Riemann,

nous avons :
lim f ( ?
nJ>+OO n Z /

Pour résoudre la question, nous allons prendre des chemins de traverse. Tout d’abord :

i (o) [ s 15(0)s (“)—"Zlf() ()
IS [0

Et en passant aux valeurs absolues :

nZlf( )o T)—/Olfmg(x)dx < ;zf(fj)g(’”l)_zf( ) < )|+
k=0
1= k
nkzof(n /f
= FEtudions i;éf(z)Q(k:l)—;:Z:f(z)g(z)
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Tout d’abord :

(o) 2 ()s(3)

k=0

ko k+1
* Appliquons le théoréeme des accroissements finis & g entre — et i .

g (51) — g (k)

k k+1
Il existe donc ¢ € {7; i} tel que : ¢’ (¢) = T
n.n X
n
. . (%) —9 () .
Comme la dérivée est majorée, nous avons s < M, c’est a dire :
n

k+1 k M
g gl = )| < —
n n n
Et nous avons donc :

n—1

(o) 2 ()s(3)

k=0

M[(1&
<n@§3

k=0

k
19)
n

* La fonction f est Riemann-intégrable sur [0;1], et donc |f| lest aussi.

n 1
Dot lim — /|f )| da
n—>+oonk
n—1
M (1 k
ot 2 (L5 (1)
T <nk_of " )

= Nous avons, d’apres la remarque de début d’exercice

=0

=
li —
7Jan; R RCICE R
= En utilisant les regles d’addition dans les limites, nous avons :
; }jf() (B0 - [ f @ g i =0
im — —
n—+oco [N 0 g r

N[ 1@ w

C’est a dire hm Z f ( >

Ce que nous Vouhons

Exercice 23 :

Soient f :]0;1] — R continue sur [0;1] et ¢ : R — R convexe. Il faut montrer que :
1 1
¢</fwm)</wwumx
JO J0

1. ¢ étant convexe sur R, alors, pour tout y; e Roui=1,...,net \; e Ravec \; > 0 et Z’\i =1,

nous avons :

¢ (Z Ay) <Y i (i)
i=1 i=1
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2. ¢ étant convexe sur R, est aussi continue sur R et donc ¢ o f est aussi continue sur [0; 1], donc

1
intégrable au sens de Riemann sur [0; 1] et donc / po f(x) dz est bien définie.
0

k
3. Soit ¢ = —, pour k = 0,...,n une subdivision de [0; 1], nous avons alors, par la convexité de ¢ :
n

¢ (iZf(%)) < %Zso(f(xi))

4. f continue sur [0;1] est donc intégrable au sens de Riemann sur [0;1] et :

n 1
ngrfwi;fm)—/o f (@) da

De la continuité de ¢, nous déduisons :

: 1 & B '
e <n 2. (‘“’) =7 </o o2 d‘”)

5. ¢ o f étant intégrable au sens de Riemann sur [0; 1] nous avons :

. 1
lim —
n—+oo n

;m(xi»/o oo f () de

6. Les limites conservant la relation d’ordre, nous avons donc

w(/olf(w) dx> </01900f(x) d

C’est 'inégalité de Jensen

Ce que nous voulions

Exercice 24 :

Soient f :[0;1] — R continue sur [0; 1], dérivable sur |0; 1] et telle que cette dérivée soit bornée sur |0;1].
On appelle M = sup |f’ (x)|. Démontrer que, pour tout n € N*, nous avons :
z€]0;1]

M

<
= o

[ w1505

1 n k
1. Tout d’abord, il est bon de remarquer que / f(x)dz = Z/ f(z) dz
0 k

1 k n
2. On peut poursuivre ces préliminaires en remarquant aussi que — X f <7> = / f <7> dx
n k—1

3. De telle sorte que

L 1~ ,(k S k
/Of(w)dm—nk;f(n)‘: Z/ (r@-1(3)) e

k=1 n

nork
<Z/“
k=1""n

n
n

f(w)—f<k>‘dm
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k z)— f (&
4. D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué entre x et —, il existe c tel que )7{(") =
n \
n
f(c)
De ’hypothese de majoration de f’, nous pouvons écrire :
k k
rw -1 (5)| <ale-
n n

De telle sorte que

n

dx

xr— —

5. Calculons maintenant /
n

C’est finalement assez sirﬁple7 puisque :

k "1 M
—lde=M — =
v n’ v ;2712 2n

! I, (k
[ rean-2320(5)

n k
6. Et donc Mkz_l /@

M

< —
= on

7. En conclusion, nous avons bien

Ce que nous voulions

Exercice 25 :
Soient a € R et b € R tels que a < b. On considére la subdivision de l'intervalle [a;b] a pas constant

h—
Tp=a+ [ pourk =0,...,n. Soit f : [a;b] — R une fonction de classe C* sur [a;b]. Donner :
n
I b £ () do — b—a zn:f )
n—1>1:|I-10<: ¥ a (LE) . n 1 (xk

b—a ’
1. Nous avons liIJIrl 4 Z f(z) = / f (z) dz. Que se passe-t-il donc lorsqu’on multiplie par
n—+oco n
k=1 a

n?...Cest intérét de cet exercice

2. Comme dans 'exercice précédent, nous avons

o Ty b n T
bn“f(xk) /;cklf(xk) dz et /a f(x) dxkz_l/xklf(x) dx
3. De telle sorte que :
b b_ n n Tl
[ @ -0 e =3 [ 1@ - s o
@ k=1 k=1"%k-1
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Tk
4. Etudions de maniére plus précise (x) — f(xg) dx
Tr—1
Nous appliquons le théoréeme des accroissements finis entre x et x. Il existe donc ¢ compris entre

x et xy tel que :
S (@) = [ ()
Tr — Tk

= f'(c)

5. f étant de classe C! sur [a;b], f est donc continue sur [a;b], et il existe donc my, € R et My, € R
tels que, pour tout x € [zp_1; k], nous ayions my < f' (¢) < M.
Mieux, il existe ¢x € [xg—1; 2] et di € [Tr—1;xk] tels que my = [ (ck) et My = f' (dg)

f (@) — f(xn)

Xr — X
donc, en intégrant, nous avons :

6. Donc, nous avons my < < My <= my, (v, — ) < f(z) — f(x) < My (2, — ) et

m;g/M (xk—x)dxg/wk f(mk)—f(a:)dngk/mk (g —z) dx

Thk—1

Tk
7. Calculons maintenant / (g —2) dx
Thk—1

de telle sorte que :

N

_a)? T
B2 < [ fa - ) de <

8. Et maintenant, en passant & la sommation :

2 2
2t = k=17 %k-1 2t 3
(b‘f a)2 " _4 (b‘f a)2 " / . b—a . / _ b /
Or, nous avons o2 ka = "5 kz_:lf (c) et ngrfoo - ;f (cx) = j fi(z) do

<+
I
—

puisque f’ est continue et donc Riemann-intégrable sur U'intervalle [a; b

9. Ainsi, n (“’%5) S (Ck)> nx(b%a)x<bna2f/ («:@) - (b2a)x<bna2f' (Ck)>.
k=1 k=1

2 n b
De telle sorte que lim n <(b :1;1) ;f’ (ck)> = (bQQ)/a f (z) dz

n—-+oo 2

10. De la méme maniere, nous démontrerions que

b—a) & b—a) & b—a b
ngg}oon<( 2n2) ZMk>_nEIJIrloon<( 2n2) f/(dk)>_( 2 )/ J' (@) d
k=1 k=1 a

Tk

n _ b
11. Ainsi nEI-sr-loo; f(zp) — f(z)dz = <an>/a f(z) dz

=1V Tk-1

12. En conclusion,

b g _a) [
nll}r_{l@(n(/a f(x)dx—bn gf(xk)>>:—<b2 )/af’(m)dx

k=1

Ou encore, écrit de maniere plus positive :

) b—a b _ (b—a) b
nggloo<n< . ;ﬂxk)/af(x)dx)) . /af(fv)d:v
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Exercice 26 :
Calculer / Dt gt En déduire / et costdt
0 0

Voila un calcul tout simple :

L 1 a1 . ~1
(14+4)t — (1+2)t - - (I+i)m — = (T
/O e dt —1+Z,[e ]0 (e 1) )

v
En déduire/ el costdt
0

™
C’est simplement la partie réelle de / et qt - done :
0

4 —1(1—=1 -1
/ e’ cost dt = Re (M (e™ + 1)) =—(e"+1)
o 2 2
Exercice 27 :
Le symbole / f (t) dt désigne I'ensemble des primitives. Donner :

A
' chz

d 2 2e”
Nous avons : /—m :/7dx:/idx
chx er +e® 14 e2=

En faisant le changement de variables u = €®, nous obtenons du = e*dz et l'intégrale devient :

1

2e” d
/Ldaz:2/7u:2arctanu+/\:2arctanez+)\011)\GR
1+4e? 14+ u?

chx
2. _
/ chx — shz du

L. chx et +e " 2 et +e % e2x
On commence par écrire :

= X = —
chx — shx 2 et +e T —et4e 2t 2e% *
Le calcul de primitive devient évident

3. /eﬂdx

On fait le changement de variable u = v/z et donc dz = 2udu, de telle sorte que notre intégrale

N[ =

devient : / eVodz = | 2uedu que l'on calcule par une intégration par parties.

X=u X' =1
Y =¢e% Y =¢e"

Donc, /Que“du =2 (ue“ — /e“du) =2¢" (u—1) + A avec A € R. Nous en déduisons que :
/eﬁdx:Qeﬁ(\/E—l)+/\avec>\eR

Exercice 28 :

Soit f une fonction définie et continue sur l'intervalle [—1;+1]. Démontrer que la fonction F définie par :

F(z)= /sz f)dt

0
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est dérivable et calculer sa dérivée.
C’est une question classique, mais importante.
x

Soit G (x) = / f(t)dt. f étant définie, et surtout continue sur [—1;+1], G est définie, continue et

0
dérivable sur [—1;+1], et de dérivée G’ (z) = f ().
F apparait donc comme la composée F' () = G (sinx) de 2 fonctions dérivables. La fonction sinz étant
a valeurs dans [—1; +1], F est dérivable sur R, et sa dérivée est donnée par :

F'(z) = G' (sinx) x cosz = f (sinx) x cosz
Exercice 29 :

€T
On considere la fonction partie entiére notée [x]. Pour x > 0, on considére F (x) = / [t] dt
0

1. Calculer F

Supposons z > 0; alors, nous avons [z] < z < [z] + 1, et nous avons :

T [z] T [x]-1 k+1 T [z]-1 k+1 x
F(z)= tldt = tl dt t|dt = tl dt dt = kd x| dt
() /O[] / 1] +/m[] kg/ 1] +/m[t] ;/ H/m[]
Nous avons donc :
i —1) [z T
F@) =Y ket = U e = Wor o)
k=0

Démontrez que F' est continue.
Il suffit de vérifier qu’elle est continue en ng € Z
2. Est-elle dérivable sur R ?
Elle n’est pas dérivable en ng € Z ; on trouve une dérivée a droite différente de la dérivée a gauche.
Que manque-t-il pour qu'elle soit dérivable 7 7

La fonction partie entiere a des points de discontinuité en ng € Z. pour que F' soit dérivable, il
manque a la fonction partie entiere d’étre continue.

Exercice 30 :

1
Soit k un réel strictement positif. On considére la fonction F' définie pour x > 0 par : F' (z) = / s* sin s ds
0

1 x
1. Etablir I'égalité F (x) = Tﬂ/ uF sinu du
7 0

11 suffit de faire le changement de variable u = sz, et alors Z—u =1 <= d—u =ds
S x

A ce moment la :
! Torunk du 1 w
F(w):/ sksinsxds:/ (7) sinu—:k—ﬂ/ u sin udu
0 0o % T T 0

Ce que nous voulions

2. En déduire que F' est dérivable pour x > 0 et vérifie la relation xF' (x) + (k+ 1) F () = sinx

k

xr
La fonction numérique u” sinu est continue sur R** et donc la fonction H (z) = / uF sin udu
0

est dérivable sur R**+ de dérivée H' (z) = z¥ sinx
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Donc, F (z) = H () est dérivable comme produit de fonctions dérivables sur R**. Touts
sinz k41

T T

k1

F (x) ce qui équivaut, sur R** & zF’ (z) +

calculs faits, nous trouvons F”' (z) =
(k+1)F(z) =sinz

Il est tout a fait possible de calculer F' en résolvant 1’équation différentielle linéaire du premier
ordre zy’ + (k + 1)y = sinx sur R**+

Exercice 31 :

On considére une fonction f, continue sur l'intervalle [0,1]. On définit F sur I'intervalle [0,1] par : F (z) =
1

/ min (x,t) f(¢) dt
0

1. Montrer que F est de classe C? et calculer F"

Soit x € [0,1]; alors :

/ min (z,t) f )dt:/Owtf(t)dt—&—/:xf(t)dt:/Oxtf(t)dt—x/le(t)dt

F est dérivable comme somme et produit de fonctions dérivables. Nous avons :

F (2) /f Yt — xf (2 /f

Comme f est continue, F’ est & nouveau dérivable, et F" (z) = —f ()
f étant continue, F”’ l'est aussi. F' est donc bien de classe C2

2. En déduire que, pour tout x € [0,1], F / (/ ft dt) du

De F” (z) = —f (x), nous tirons F’ (z) = —/ f()dt
1

Etdonc,F(m):/OwF'(t) dt:/ow <—/1tf(u)du> dt:/ow </t1f(u)du> dt

Ce que nous voulions

Exercice 32 :
Soit f la fonction numérique de la variable réelle définie par :
—1siz<0

flxy=4 +1siz>0
0siz=0
14z
On pose F (z) = / f(t) dt
l1—x
1. Vérifier que F est impaire et que I'on peut donc restreindre I'étude a [0 ; +oo].
1—x 1+x
11 suffit de voir que F (—z) = / f(t) dt = —/ f(t) dt = —F (x). On peut donc restreindre
14z 1—x
létude a [0; +oo]
Tracer la représentation graphique de I

On étudie F sur [0; +o0o[ et on construit le graphe par symétrie.

14z
— Si0< o< +1,alors1 —2 > 0, et deméme,l—l—x}O;done,F(m)z/ @) dt =

1—z
14+x
/ dt = 2x
1—x
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— Siz>lalorsl —x<0,et 1+z>0; donc,

F(x)z/mf(t) a— [t dt—i—/olﬂf(t) dt:/o —1dt—|—/1+$1dt=2

11—z 1—x 1—x 0

D’olt le graphe donné figure [7.3]:

FIGURE 7.3 — Le graphe de F'

2. En quels points I est-elle dérivable 7 7

Il est clair que F est dérivable sur R sauf en +1 et en —1

1+x
3. On pose G (x) = / F (t) dt. G est-elle dérivable sur R ?

11—z

x
Il est clair que F' étant continue sur R, la fonction / F (t) dt est dérivable sur R.
0

14z 0 1+
D’autre part, G (x) :/ F(t) dt = F(t) dt +/ F(t) dt

1—x 1—x 0
G est dérivable sur R en entier et de dérivée G’ (z) = F (1+z)+ F (1 —x)
D’autre part, comme F, G est impaire. L’étude de G se fera encore sur [0; +o0|

En tracer la représentation graphique

On étudie G sur [0; +o0[ et on construit le graphe par symétrie.
— Si0o<x<+2,alors -1 <1—2 > +1, et de méme, 1 +2 > 1; donc :

G(z) = /HQ:F(t) dt

1—x

/11 F(t) dt+/1+mF(t) dt

—X

1 1+;
/ 2tdt—|—/ 2 dt
11—z 1

1 1
h2}1—w_+[2ﬂ1+x
4 — 22
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— Six>2alorsl —x < —1,et 14+2>3; donc:

G (z) = /HwF(t) dt

11—

/11F(t) dt+/1 F(t) dt—&-/llﬂF(t) dt

—z -1

—1 1 14z
= / —2dt—|—/ 2tdt—|—/ 2dt
1—z -1 1

= 2(-1-1+2)+ [ +2(1+2-1)
= 4

D’on le graphe donné figure [7.4]:

[ I P

B

FIGURE 7.4 — Le graphe de G

Exercice 33 :

Soit f une fonction continue de R vers R et F' la fonction définie par :

F(:c):% j f(t) dt pourxz #0 et F(0)= f(0)

1. Montrer que F' est continue en 0
Si f est continue sur R, alors la fonction H (z) = / f(t) dt est une fonction dérivable sur R et
0
de dérivée H' (x) = f (x)

1
Ici, nous avons F (x) = % (H (x) — H (—x)). Nous pouvons donc écrire :
x

F(z) = 2;(H(HC)—H(_%))
= 5 (H(2) = H(0)+ H(0) — H (~x))
"2y nat o]
- 5( T * - )
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H(z)—H(0 H
Or, lim H)-H(O) = H'(0) = f(0) et, de méme, lim
z—0 X z—0
telle sorte que limOF (x) = f(0)
rT—r
F' est donc continue en 0
2. En prenant pour f, la fonction valeur absolue, montrer que I’ n'est pas forcément dérivable.

Cette fois ci, nous avons f (t) = |t|
— Six >0, alors

F(x) = %/mf(t) dt
s

- 5 / " dt+/ " dt)
L 0,
—x 0
1 (127" 27"
- 2:c<{2} *MO)

x

_
2
— Six <0, alors
1 x
F = — t) dt
@= 5[ f
1 0 xT
= — t| dt t| dt
5o ([ e [ )
1 0 X
= — / tdt+/ —tdt)
2x —x 0
1 [1121° [—-2]”
- % (M_ﬁ {2})
-
2
t
En fait, nous avons, pour tout € R, F' () = %, ce qui montre que F' n’est pas dérivable en 0.

Exercice 34 :

Soit a > 0 et f une fonction de classe C* sur I'intervalle [0 ; a] telle que f (0) = 0. L'objet de I'exercice est

de démontrer que /Oa If () f/ (2)] do < ;/Oa (f (x))2 dx

1. Montrer que g (x) = / |f' (t)| dt est une fonction de classe C* sur l'intervalle [0 ; a] telle que
0
9(0)=0

Comme f est une fonction de classe C! sur l'intervalle [0 ; al, la fonction f’ est continue sur
I'intervalle [0 ; a], et par composition, la fonction |f’| est continue sur I'intervalle [0 ; a].

x
Donc, / |f' (t)| dt est une fonction dérivable de dérivée |f’ ()], laquelle est continue. Donc, g
0

est une fonction de classe C* sur l'intervalle [0 ; a] telle que g (0) = 0
2. Vérifier que f (z) = / f'(t) dt et démontrer que |f (z)] < g (z)
0
Que f(x) = / I/ (t) dt est évident.
0
[ @< [Cirena=o@
0 0

Ce que nous voulions

Dong, |f (z)] =
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5 (9(a))?

En utilisant la question précédente, nous avons :
f (@) f (@) = 1f @] (@) < g (@)|f ()]

Or, |f' (z)| = ¢ (x), et nous concluons que |f (z) f' (z)] < g(x) ¢ (x)
En passant a 'intégrale, nous avons :

a a 21a . 9
/O f (@) f (@) d:v</0 g(2) g (z) de = {(9(;)) } _ (9(2))

Donc, / |f (x x)| de <

3. En déduire que / If () f (z)] dz <
0

4. En utilisant I'inégalité de Schwarz, démontrez que (g (a))* < a/ (f (x))2 dx et conclure
0

Nous avons (g (a))? = (/Oa lf ()] dt)Q.

En écrivant |f’ (t)] =1 x |f’ (t)], et en utilisant I'inégalité de Schwarz, nous avons :

([rrona) <([wra) ([ wor )= @ora

Nous avons donc : (g (a))® < a/oa (f (1) dt

Nous en déduisons donc : / If (z) f/ (x)] dz <

Donc/ If (z) f' (2)] dz < 2/Oa(f’(gc))2 dx

Ce que nous voulions

Exercice 35 :

eyt

1
On considére I'intégrale I,, = / dx
o 1+x

1. En majorant la fonction intégrée, montrer que lim I, =0
n—-+oo

1

Pour 0 <z <1, nous avons 1 < 1+ x < 2, c’est a dire T
T

1 n 1 n+171 1
Donc, |In|:/ x dxé/ z"dr = {x } =
0o 1+=z 0 n+1lly, n+1

Comme lim
n—toomn 4+ 1

2. Calculer I, + I, 11

<

<1

N |

=0, nous en déduisons lim I, =0
n—-4oo

Nous avons :

1 n 1 n+1
Ip+ Ipit = / * d;v—i—/ Y da
o 1+
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n _1)k:+1
3. Détermi li S
éterminer lim Z ?
k=1
n 1 s n+1
Nous avons Z (—z)" = ==
1+
k=0
1 n A 1 1— (_x)n-i-l
En passant a l'intégrale, nous avons : / Z (—z)" dx = / — dx
0 = 0 1+z
1 n n 1 n E k+17? n kK ntl k—1
‘ koo koo ()= v ED D
Nous avons/o Z (—2)" dx = Z/o (—x)" dx = Z {k‘—kl} — Z T = .
k=0 k=0 k=0 0 k=0 k=1
1 n+1 1 1

1— (- 1 [ttt n

D’autre part, / =) dx = / dx + (1) / * de =In2+ (-1)" I,
0 1+ o 1+=x o 1+=x
n+1 (_ )k‘—l n+1 (_1)k—1
S o — — n — = (— n

Nous avons donc Z ’ =ln2+(-1)"1I, <~ Z ’ n2=(-1)"1I,

k=1 k=1

n+1 (—1)F?
Donc ZT —In2| = |L,].
k=1
n+1 (—1)*?
Comme lim [,, =0, nous en déduisons que lim ———— =1In2
n—-4o0 n—-+400 = k

Ce que nous voulions. (On remarquera que (—1)" ' = (=1)F*!)

Exercice 36 :

s
2
1. Donner lim cos (asinz) dx
a—0 J,

> D’apres les formules trigonométriques, nous avons, pour tout v € R, cos2u = 1 — 2sin® u, de
telle sorte que :

3 z : x _
/ cos (asin x) dx:/ 1 — 2sin? <as1nx> de = K_Q/ sin? (CLSlnﬂ?) da
0 0 2 2 0 2

> Rappelons nous que nous avons, pour tout u € R, [sinu| < |ul, et donc, sin? u < u?.
s us

5 . 5 . 2 9 g
Donc,Og/ ain? (asmx) dxg/ (asmx) dm:a—/ sin? 2 da
0 2 0 2 4 Jo

s

z 2
2 . a 2 5
Comme sin“ x dz est un nombre fixe, hn}) — sin“z dz = 0.
0 a— 0

s
2 asinx a® [2 | L. . 2, asinx
De0 < sin? ( > der < — sin? x dz, nous déduisons lim sin? ( > dx =
0 2 4 Jo a—=0Jo 2
T
N 2 . s
0 d’ou lim cos(asinz) do = —
a—0 0 2

us

2 )
2. Donner lim/ e T dy
0

a—0

(a) Nous allons utilise 'inégalité vraie pour tout u € R : 1+ u < €* que nous allons appliquer &
—wu en écrivant 1 —u < e ™.
De la derniére inégalité, nous tirons facilement, pour tout © € R**, 0 <1 —e™* < u

(b) De 13, nous tirons : 0 < 1 — e %% < —qgsinz et en passant A l'intégrale :

NIE]
e

- 2 ™
Og/ 1—e*“b‘”dx</ —asinzdz = —a[—cosz|? = —a
0 0
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s . 2 —asi T 2 . ™
(¢) Nous en déduisons que lim 1—e ¥ %de =0, c’est a dire lim e T dr = —
a—0 J, a—0 J, 2

Exercice 37 :

Pour n € N*, on considére les intégrales I,, et .J,,, définies par :

™

. =
I, :/ (1—¢%)® dt et Jn = / (sinu)" du
0 0

1. En faisant un changement de variables approprié, démontrez que I,, = Jp, 11
t
Le changement de variables le plus évident est donné par ¢ = cosu avec = sinu <= dt =
U
—dusinu
Alors :

n

1 0 n
In:/ (17152)7 dt = /(lfcoszu)jxfsinudu
0
3 n

= / (sin2 u)? sinudu
07\'

= /2(sinu)nJrl du = Jp41
0

Nous avons bien I,, = J,11

2. Démontrez que nous avons 0 < Jy,41 < Jjp,

Il y a, en fait, 2 choses a montrer : d’une par que J, est positive, et d’autre part, que la suite
(Jn),en est décroissante.
— J, est positive

, 1ous avons

oS

Bl
11 suffit de remarquer que si J,, = / (sinu)" du, comme nous avons 0 < u <
0

0 < sinw < 15 done, (sinwu)™ > 0, et donc J,, > 0
— La suite (Jp),cy est décroissante
11 suffit de faire la différence J,, 11 — J,

™

Jni1 — Jn = /2 (sinw)™ ™' du — /2 (sinu)" du

0 0
= / (sinw)" ™ = (sinw)" du
0

us
2

_ /O (sinw)" (sinu— 1) du

VB

[SE]

, NOUS avons / (sinw)” (sinu — 1) du <0,
0

|

Comme sinu—1 < 0et (sinu)" >0car0<u<

c’est a dire J,41 — J, <0
C’est a dire que nous avons bien, pour tout n € N, 0 < J, 11 < J,,

3
3. (a) Montrer que nous avons J, = J,_2 — / (sinw)" "2 cos® u du
0
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Rigoureusement, voici une question qui ne pose aucune difficulté.

z
I = / (sinw)" du
0.
2 . n—2 . 92
= / (sinw)"™ “sin® u du
Oﬂ'
- / (sinw)" 2 (1 —cos®u) du
O us

% . n—2 2 . n—2 2
/ (sinu) du — / (sinu)" ™" cos®u du
0 . 0

3
. —2
= Jn_g—/ (sinw)" ™ cos® u du
0

2 1
(b) On appelle K,, = / (sin u)"_2 cos® u du ; en intégrant par parties, montrez que K,, = 71(],,,
0 n-—=

Voila qui n’est pas d’'une évidence folle, mais qui n’est pas non plus insurmontable!!. 11 suffit
de bien choisir ses fonctions :

. n—1
X' = (sinw)" Zcosu X = (smu)l
n—
Y =cosu Y' = —sinu

De telle sorte que :

z
K, = / (sinw)" % cos® u du
0 T
. n—177% L n—1
= cosuM —/ %x—sinudu
n—1 0 n—1
2 (sinw)" ! ’
= / X sinu du
0 n—1
1 z
= / (sinw)” du
n—1J,
1
= J,
n—1""
1
Donc K,, = ——J,
n—1
, — 1
(¢) En déduire que J, = TN h—o et que I, = LIn_g
n n+1
1
Nous avons J, = J,_o — K,,, c’est a dire J,, = J,,_o — m.fn. Nous en déduisons que
1 n n—1
I+ ——Ih=dpo—= —Ih=Jp o= Jpy=—Jn2
n—1 n—1 n
s n—1
Et, en remplagant J,, par I,_1 et J,_o par I,_3, nous obtenons 1'égalité I,,_; = I, 3,
. 7 . N n
ce qui est équivalent a I,, = ——1,, o
n+1
2
, 4 (27 x pl)
4. En déduire Iy, = ———
(a) En déduire que I, Gt 1)
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2 2 2
Nous avons I, = Tf_llgp_g, puis, Iop—2 = %Igp 4 et en mettant cela en tableau :
2p
I =
T gy
I 20 =2,

2p—2 — 2p 1 2p—4

2p — 2k

Iy ok = m‘bpfﬂk%»l)

-[2 = IIO

De telle sorte qu’en faisant le produit, nous obtenons :

[~ fl

I2(k—1)

p
En simplifiant, nous obtenons : I, = ( T 1) 0-

P 2k
Le calcul de Iy, nous donne : Iy = / (1 —t ) dt = 1. Donc, Iy, = H e T
= 2k+1

Continuons le calcul :
P 2k 2X4Xx6Xx---xX2p
i12k+1: 3XB5XTx-x(2p+1)
(2X4X6x--x2p)(2x4%X6x---XxX2p)
BXx5XxTx---x(2p+1))(2x4x6x---x2p)
(2x4%6x%--x2p)°

(2p+1)!
(2¢ x p!)?
(2p+1)!
(27 x p!)?
DOHC7 IQp = W

(2p+2)! w
@ 1) 2

La méthode de résolution est la méme que celle utilisée précédemment.

2p+1 . 2p —1
L IQp—17 puis, IQp—l - L

(b) En déduire que Iz,11 =

Nous avons Iopy1 = Io,_3 et en mettant cela en tableau :

2p+2
I _ 2p+1
opt1 = 2p+2 -1
Iyp_ 1 = 2p—11.2 3
p—1 2p p—
(2k—1)

IZp—(Zk:—l) = m—&p (2k+1)

3
Iy= °I
3 4 1

De telle sorte qu’en faisant le produit, nous obtenons :

P
2k +1
HI2k+1 H 2k+212k-—1
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En simplifiant bt I ( 12[ 2k + 1) I
11 S1Mplifiant, nous obtenons : = .
p 2p+1 AL or o 1

i

2
Le calcul de I, nous donne : I} = Js et Jy = / (sin u)2 du. 11 faut donc linéariser sin® u.
0

1—cos2
Nous avons cos2u = 1 — 2sin® 4 <= sin® u = #, de telle sorte que :
E 21— cos2u 1 sin2u]® 7
ng/ (Sinu)Qduz/ 7(1”:7{11_ A
0 0 2 2 2 1, 4
P 2k +1
Il faut, maintenant, calculer J] +
=1 2k + 2

Continuons le calcul :

r 2k+1 IXHEXTX--x(2p+1)

k=1 2k +2 0 AX6x8X---x (2p+2)
(Bx5XTXx-+x(2p+1))(2x4x6x%x---x(2p+2))

(Ax6x8x--x(2p+2)(2x4x6x--x(2p+2))
2p+2)!'x2

(2x4%6x--x(2p+2))>
(2p+2)! x2

2+ (p+ 1))°
(2p+2)!' x2

(2r+! (p+ 1))
Ce que nous voulions.

(2p+2)!

1T )

X

vl 3

DOHC, Igp+1 =

3

(c) En déduire que nll)r_{loo nl,l,11 = 5

— Si n est pair, c’est a dire n = 2p, nous devons alors évaluer 2pla,Io,11

2p 7

2p (27 x pl)? L @p+2) _ 2p(2p+2) ™
2 2
p+22

(2p+1)! (2041 (p + 1)1)? 2 (2(p+1))

T
2plaplopi1 = 5=

n mw

. : m < . us
Nous avons bien lim — = —,cest adire lim nl,l,41 = —
n—+oon + 2 2 2 n—+o0 2

— Si n est impair, c’est & dire n = 2p + 1, nous devons alors évaluer (2p + 1) Iopr1lopi2

2
(2p+ 1) Tops1Tapss = (2p +1) 2p+2)! 7 (P xp+DY)” ptlm_ now
e (2041 (p+1))* 2 (2p +3)! 2p+32 n+22
A nouveau, nous avons bien TLEI-ir-loo nL—FQg = g7 cest A dire nllgloo nlplny = g
. T
Donc, ngr-&r-loo nlplny1 = 5

7.7.2 Miscelleanous
Exercice 38 :
Soit (un), ey~ Une suite numérique telle que, pour tout n € N*, w,, € [0;1]. Pour tout o € [0;1] et tout
B € [0;1] tels que o < 3, on pose :
kn (o, B) = Card {m € N* tels que m < n et @ < u, <}

On dit que la suite (u,,) est équirépartie si, pour tout « € [0; 1] et tout § € [0;1] tels que o < B, alors
lim Fn (@, 8)

n—-+oo n

neN*

=B-a
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1. Propriétés élémentaires

Avant de commencer, nous pouvons donner un cas particulier.

En effet, comme la suite (uy),cn. est & valeurs dans [0;1], nous avons k, (0;1) = n et donc

7’” == 1.

Pour la suite, nous poserons, pour « € [0;1], k,, (o, ) = Card {m € N* tels que m < n et u,, = a}

(a) Démontrer que si la suite (u,,) est équirépartie, alors elle n'admet pas de limite

neN*

Supposons le contraire, c’est a dire qu’il existe [ € R tel que lim w, =1
n—-+oo

> Tout d’abord, comme, pourt out n € N*, u,, € [0;1], nous avons [ € [0;1]
> Soit € > 0.
Il existe alors N. € N tel que si n > N, alors u, € [l —¢&;l4¢]. On choisit € > 0
suffisamment petit pour que [0;1] \ [l — &; + €] contienne un intervalle [a; 8] avec a < 8
kn (o, B

Alors, ky, (o, 8) < N¢ et donc  lim 7) =0#p—q.

—+oo n
Ce qui est en contradiction avec le fait que la suite (uy), oy~ est équirépartie

> Donc, la suite (), cy- n’admet pas de limite.
1l est alors possible de conclure qu’une suite équirépartie n’a ni valeur d’adhérence, ni point
d’accumulation

(b) Démontrer que si la suite (uy,), - est équirépartie, alors lim ky (a, 3) = +00
—+00

n

Supposons que la suite (u,), oy« S0it équirépartie; alors, pour tout o € [0;1] et tout 3 € [0;1],

avec a < 3, nous avons lim —————= = —«
n—-+oo n
Donc, pour 0 < € < 8 — a, il existe N; € N tel que si n > N, alors :

kn (o, B)

B—a—e< "n <B-at+es=nB-a—c¢c)<k,(a,f)<n(B—a+e)

Comme lim n(f —a —¢) =400, nous en déduisons que lim k, (o, ) = +o0
n——+oo n—-+o00

(c) Démontrer que si la suite (un), - est équirépartie, alors I'ensemble S = {u,, otin € N*} des
termes de la suite (uy,), o~ est dense dans [0; 1]

Pour montrer que S = {u, ou n € N*} est dense dans [0;1], il faut montrer que, pour tout
« € [0;1] et tout B € [0;1] tels que @ < S, il existe s € S tel que « < s < B; ce s € S étant un
terme de la suite (uy), cy-, c'est & dire qu'il existe 79 € N* tel que s = u;,
Soient donc « € [0; 1] et tout 8 € [0;1] tels que o < .

kn (o, B)

La suite (uy),cy. étant équirépartie, nous avons lim ——————= = —a > 0. Il existe donc

n—-+oo n
k‘"ﬂo (a7 ﬁ)

ng € N* tel que > 0, c’est a dire tel que ky, (o, 8) > 0, et comme k,, (o, 5) € N,

no
nous avons ky, (a, 8) = 1, c’est & dire qu’il existe ig € N* tel que o < u;, < 8
S est donc bien dense dans [0; 1]

2. Une simplification du critére

Soit (un),, e+ une suite d'éléments de [0; 1]. Pour tout o € [0;1] et tout 3 € [0;1] tels que o < 3, on
pose :

K, (a,3) = Card {m € N* tels que m < n et a« < u,, < 3}
Et

K, (B) =K, (0,8) =Card {m € N* tels quemm <n et 0 < u, <} pour0< <1

Démontrer que la suite (uy), cy. st équirépartie si et seulement si, pour tout 3 € |0; +1], nous avons

lim K (8) =0

n—-+oo n
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La clef de cette démonstration de cette équivalence se situe dans ’égalité :

{meN* telsquem<neta<u, <B}= {meN* telsquem<neta<u,<g}
U{m € N* tels que m < n et a = u,}
U{m € N* tels que m < n et u, = 8}

C’est a dire, en passant aux cardinaux :
kn (Oé,ﬂ) =K, (Oé, ﬂ) +kn (Oé, Oé) +kn (,8, ﬁ)
Et donc :

kn (aaﬁ) — Kn (0455) + kn (Oé Oé) (6 6)

n n n n
> Supposons que la suite (uy),,cy- 50it équirépartie

La suite étant équirépartie,

. ky(a,a) .k (B,8)
1 = — = 1 = —_ =
Jm  —— (a—a)=0et lm —" B-B)=0
Et nous avons : K )
b 08 k@)
n—+00 n n—-+00 n
K, Ky (0,
Dot lim (8) = lim 7(0 8) =4
n—-+oo n n—-+oo n
L . Ky (B) _
> Réciproquement, supposons que pour tout 8 € ]0; +1], 1151:1 =4
n—-+oo n
Il faut donc démontrer que pour tout a € [0;1] et tout 8 € [0;1] tels que a < 3, nous avons
. kn (. B)
i R = (3 0)

> Soient v € [0;1] et S € [0;1] tels que a < 5. Alors :

{meN telsquem<neta<u,<pB}= {meN telsquem<net0<u, <f}\
{m € N* tels que m < n et 0 < u, < a}

Comme {m € N* tels que m < n et 0 < up, < a} C{m € N* tels que m < n et 0 < uy, < B},
nous avons :

Card ({m € N* tels que m < n et o < u,, < f}) = Card ({m € N* tels que m < n et 0 < up, < B}) —
Card ({m € N* tels que m < n et 0 < upy < a})

Or:
— Card ({m € N* tels que m < n et 0 < u,, < B}) =k, (0,0) + K, (0, 8)
— Card ({m € N* tels que m < n et 0 < uy, < a}) = ky (0,0) + Ky, (0,0) + ky (o, @)

Et donc :
K, (o,8) = K, (0,8) — K, (0, @) — kyp, (o, @)

Comme K, (o, 8) = 0, nous en déduisons ky, (o, a) < K, (0, 5) — Ky, (0, )
> Soit, maintenant, 0 < o < 1 et e > 0 tel que 0 < e < 1— a. Alors, d’apres ci-dessus :

kn(a,a) < K, (0,a+e)— K, (0,a) <k, (a,a) < K, (a+¢) — K, (a)
kn (o, @) < Ky(a+e) Kn(a)

C’est a dire aussi, pour n € N*,

n n
’ K, (a+e . K, (o
Comme lim Kn(ate) =a+ecet lim n (@) = a, nous avons, et ce pour tout € > 0,
n—-+4oo n n—-+oo n
kn (o,
lim M <e
n—-+oo n
kn (o,
Et donc, lim M =0
n—-+4o0o n
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> Pour terminer, nous avons, pour 0 < a < < 1:

kn (a, B) = kn (o,

+ +
X
=

= kp(o,a K, (a) — kn ( ) n (B, B)
D’oul Fon (@, B) = K. (f)  En(o) + Fn (ﬂ’ﬁ), et par passage & la limite :
n n n n
. kn (OZ,,B) _
W,y =ha

La suite (up), cy- est donc équirépartie
3. Caractérisation des suites équiréparties

Démontrer qu'une suite (uy),, .- €St équirépartie si et seulement si pour toute application f intégrable
au sens de Riemann sur l'intervalle [0; 1], nous avons :

lim (f<u1>+f<u2>+~--+f<un>):/lf@ dt

n—r+400 n

> Supposons que pour toute fonction f Riemann—intégrable, nous ayions

lim <f(“1)+f(U2) o+ (un) /f

n—-+oo n

Soient « € [0;1] et 8 € [0;1] tels que a < .
Ky, (v,
Il nous faut donc moncter que lim M =p-a.
n——+00 n
Considérons la fonction indicatrice 1(,,5). Cette fonction est Riemann-Intégrable sur [0; 1], et

1
NOUS avons / Liayp) (t) dt = B — «
0

L’expression (1ja;5) (u1) + Lja;p) (u2) + - + Lja;5) (un)) compte le nombre d’éléments de l'en-

semble {u1,us,...,u,} qui sont dans l'intervalle [c; 5]. Ainsi :
Loy (1) + Ljagg) (u2) + -+ + Ljagg) (un) = K (@, B)
X ) , | . k‘n(Ot,,B) o ! o .
Et nous avons, en utilisant ’hypothese, Eril - = lja;p (1) dt = B — a, ce qui
n (o) 0

montre que la suite (u,),cy- est équirépartie
> Réciproquement, supposons que la suite (u,), .y. est équirépartie
= Reprenons la démonstration précédente et considérons la fonction indicatrice 1(4;4. Alors :

n

1[a;ﬂ] (ul) iy 1[@;5] (UJZ) +ot 1[a;,8] (un) = Z 1[&;[3] (ul) =kn (Oz,ﬁ)
i=1

et

1ia. lia: oA L (Un 1
i R (@ B) < (s8] (1) + Lasp) (u2) + -+ + Ly (u )) =B—a=/ L (8)
n——+oo n n——+oo n 0 ’

= Démontrons que la propriété est vraie pour toutes les fonctions en escalier.
P

Soit donc f = Z Ailga,, out A; = [ay; B;] une fonction en escalier.
i=1

flu) + f (ug) + -+ f (un) = Z(Z/\ Ly, Uk)

k=1

T (zlA )

i=1

Alors :

=l

sl

= Z Aikn (i, Bi)

i=1
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) S wa) +o () ZA ba ()

De la, nous avons (
n

En passant a la limite, et en utilisant le point precedent nous avons :

<f(u1)+f(u2)+~--+f(un)): - p)\_kn(ai,ﬂi)
n n—>+ool 1 ! n

_ Z)\ Tiddh 041351)

n—-+oo n

= ZA/ L5, () dt
= / Z)‘il[aiiﬁi] (t) dt
0 =1

_ /Olf}t) a

Le résultat est donc vrai pour les fonctions en escaliers
= Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [0;1].
11 existe donc 2 fonctions en escaliers sur [0; 1] appelées ¢ et 1) telles que, pour tout € > 0 :

lim

n—-+oo

1 1
e<r<ve [r-pwa<ia [(w-nma<]
Ceci signifiant que :

pu) T () +--+@un) _ flu) +fug) -+ fun) P (ua) 49 (u2) - + ¢ (un)

X X

n n n

1 1
De plus, remarquant que / (f—¢) () dt < g — / (f—)(t) dt— g < 0 et que nous
0 0

pouvons écrire :

/Ol(f—w(t)dt—; /01 -5 dt

[ ro-a-(o-5)a
/1 dt—/ol(go(t)—;)dt
(/O £ () dts) </01<p(t) dtZ)

1 1
D’otlt nous concluons que / f@)dt—e< / w(t) dt — =
0 0

2

1 1
€
De la méme maniére, nous montrerions que / Y (t) dt + 3 < / f@) dt+e
0 0

1
= Comme lim (w(ul) o (uz) oot @(u")) = / @ (t) dt, il existe N, € N tel que si
0

n—-+oo n
n = N, alors :

1
@ (u1) + @ (ug) +- -+ o (un) 7/ o(t) dt| < <
n 0 2
De méme, il existe Ny, € N tel que si n > Ny, alors :
1
0
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Et donc, pour n > N > max {Ny; N, }, nous avons :

so(ul)+<p(uzil+~'+<ﬁ(“n) _/0 o (1) dt] < =

et
() + 0 () £ () [ :
- _/O P (t) dt <3

Et donc, pour n > N > max {Ny; N, }, nous avons :

[owa-g<etwietatototo) [y

et

/Ow(t)dt_;<¢(U1)+1/)(U2)+"'+1//(Un)</0 ¢(t)dt+§

n

= Ainsi, pour tout ¢ >0 et n > N :

rwdi—e< [omai-t
/O " < é(:i)(iso(u;+~ + ¢ (un)
o S+ ()t ()
o ) () ot )
< /Olw(t)dt+§< Olf(t)dt—I—e

C’est a dire que, pour tout € > 0 il existe NV € N tel quesin > N

/1f(t) dt— e < ST flu2) oot f () </1f(t) dt + ¢
0 0

n

1
Ce qui montre que lim <f(u1) i)+t S (u")) = / f(t) dt
0

n—-+oo n

4. Soient o € [0;1] et 5 € [0;1] tels que o < 3. Nous appelons Sy, (a, ) la somme des u; tels que

. . Sy (« 2 _a?
1<i<neta<u; <. Démontrer que lim n (@) :B
n—-+oo n 2

Soient a € [0;1] et 5 € [0;1] tels que a < 3.

Pour démontrer ce résultat, nous allons utiliser la fonction f (z) = 2 x 14,5 () qui est égale a
si x € [a; 5] et & 0 sinon.

Cette fonction est Riemann-intégrable sur [0; 1] comme produit de 2 fonctions intégrables au sens

de Riemann. )
Slur) + flug) +-- 4 f(un))
> _/0 f () dt.

n

Nous avons donc lim (
n—-+o0o

Précisons les choses :

1 1 B 42 B B2 — a2

* Tout d’abord / f (@) dt :/ t X 18 (t) dt :/ tdt = {5} ==
0 0 «@

* Puis :

«

J(ur)+f (u2)+- A4 f (un) = ur X 1.8 (1) +uz X Lja;z) (u2) +- - - Fup X a6 (Un) = Sy (o, B)

2 9
* Nous avons donc lim Sn (@, ) = -
n——+oo n 2
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