Chapitre 3 Les séries numériques 3.3 Reégle de D’Alembert et de Cauchy

3.3 Regle de D’Alembert et de Cauchy

3.3.1 Théoreme : regle de d’Alembert

Soit E U, une série numérique a termes non nuls a partir d’un certain rang telle que :

Up+1
Un

lim =1
n—-+o0o

Alors :
1. Sil < 1, alors, la série Z"" converge

2. Sil > 1, alors, la série Zun diverge

3. On ne peut rien dire lorsque [ = 1

Démonstration

Le principe de la démonstration est de comparer la série étudiée a une série géométrique
1. Sil <1, soit k €]l,1], cest a dire l < k < 1

. Un+1 . . Uy 41
Comme lim |—F1| =1, il existe N; € N tel que n > Ny = | =1 < k
n—+oo | Uy Up,
On a donc, pour n > Ny,
UN,+2
ZNi+2 < k
U/Nl-'rl
UN, +3
2N1t3 < k
uN1+2
Unp—1
<k
Up—2
U
<k
Un—1
Soit, en multipliant termes a termes,
UN, +2 UN,+3 Up—1 Unp < kn7N1+1
UN, +1 UN, +2 Up—2 Up—1

puis, en simplifiant termes & termes :

(

comme la série de terme général (’

Un

< kn—N1+1) <~ |’LLn| < ('%D x k™

UN,+1

UN,+1
klel

D x k™ est une série géométrique convergente (puisque

k < 1), on en déduit, d’apres 3.2.1 que la série de terme général w,, est absolument convergente,

donc convergente.

2. Sil > 1, de la méme maniere, on prend k tel que 1 < k < [, et on peut minorer le terme |u,|
par une expression de la forme Ak™ ( c’est a dire |u,| > AK™) & partir d’un certain rang. Comme

la série de terme général Ak™ est divergente (puisque k > 1), la série Zun diverge, toujours

d’apres 3.2.1

Remarque 7 :

u7z+1

Cette regle, a retenir, n’est a utiliser que si le rapport s’exprime simplement.

n
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Chapitre 3 Les séries numériques 3.3 Reégle de D’Alembert et de Cauchy

Exemple 6 :

1. Si on considére une série déja bien connue : la série géométrique E 2" ; pour quelles
valeurs de z converge-t-elle 7
n+1

Il suffit de faire le rapport ’

— | = |z]; et, bien entendu, on retrouve que si [z| < 1, la
x

série E " converge.

. ‘o z"
2. Soit la série E — ; pour quelles valeurs de x converge-t-elle ?
n!

On fait donc le rapport

xn—‘—l
(ot D[l
" n+1
n!

‘l n

T
= 0, et ce pour tout x € R; donc, pour tout x € R, la série Z — est,
n!

Or, lim
n—+oon +1

toujours convergente. E]

- n!
3. La série ;1 K 3xb X x(@n=1) converge.

11 suffit donc d’utiliser le critéere de D’Alembert :

Un41 (n+1)! ><1><3><5><~--><(2n—1)_ n+1

Up | 1x3x5x---x(2n+1) n! C2n+1
n . 1 1
Donc, lim Ynt1 lim nt ==
n—+co | Uy n—+oo 2n + 1 2

n!

Donc, d’apres le critere de D’Alembert, la série Z R 2 0
. n —

n=1

converge

2n)!
( n)2 diverge.

4. La série
7;0 (n!)

Nous utilisons toujours le critere de D’Alembert :

Ung1| _ (@n+2)! (n)?  (2n+1)(2n+2)
Un, (n+1)H* " (2n)! (n+1)°
n o (2n+1)(2n+2
Donc, lim Yntl) _ i @n+1)( 712—1— ) =4
n—+4oo Uy, n—+oo (71 + 1)

) !

2n)!
Donc, d’apres le critere de D’Alembert, la série g E ')2 diverge.
n!
n=0

5. Nous considérons la série E u, ou le terme général u,, est défini par :

n=0
1
o sin =2k
U, =4 3

En utilisant la régle de D’Alembert, nous avons :

xn
1. On rappelle que E — = e’
n!
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Chapitre 3 Les séries numériques 3.3 Reégle de D’Alembert et de Cauchy

Un+1 2 . . Un+1 1 . . .
* —— = — s1n est pair * ——— = — 81 n est Impalr
Un, 3 Up, 2

Un41 . s N o
est strictement inférieur a 1 et la série converge

Dans tous les cas, le rapport
n

Exercice 8 :

Donner la somme de la série E Uy ou le terme général u,, est défini par :

n=0
1
— sin =2k
Up = 3k

3.3.2 Théoreme : regle de Cauchy

Soit E Uuy,, une série numérique telle que

Hm Y/ |un| =1
n—-+oo

Alors :
1. Sil < 1, alors, la série Zun converge

2. Sil > 1, alors la série Zun diverge

3. On ne sait rien lorsque [ = 1

Démonstration

La démonstration est tout a fait semblable a celle du théoréme de d’Alembert.

1. Sil <1, soit k €]l;1], c’est & dire k tel que | < k <1
Comme nllg-loo Y |un| =1, il existe N3 € N tel que n > N; = /|u,| < k
On a donc, pour n > Ny, |u,| < k™

Comme la série de terme général k™ est une série géométrique convergente, on en déduit que la
série de terme général u,, est absolument convergente, donc convergente.

2. De méme, si [ > 1, il existe k tel que 1 < k < [, et, a partir d’'un certain rang N1, nous avons
1 < k™ < u,. La série Z k™ étant divergente, il en est de méme de Z Uy,

n=0 n>=0
Exemple 7 :
Exemples d’utilisation :
2n +3\"
1. 11 t1 t de de la séri ( ) "
Quelle est la nature de easerlez ] T

2n+3\" ., 2n+3
|z|" =

1 g > |z| qui tend vers 2 |z| lorsque n tend vers +oo
n n

On calcule { <

2n+3
n+1

1 n
Done, 2|z| < 1 si et seulement si |z| < 3 Donc la série Z ( ) 2™ converge si et

. 1
seulement si |z| < 3

2. Pour quelles valeurs de a € R et de ¢ € C, la série de terme général u, = n%q"
converge-t-elle 7
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Faisons le calcul {/n® |q|".

Nous avons :

n o ln
Yne gl = lg|nt = |gle

Pour tout o € R, nous avons lim e*#™ =1, et donc lirf Yneq|" = |q|
n—+00

n—-+4oo

Dong, la série Z n®q" ne converge, pour tout a € R, que si |g| < 1

Remarque 8 :

Quel lien y-a-t-il entre les différents criteres de D’Alembert et de Cauchy 7 Etudions par exemple la série

E Uy, OU

n=0

9\ *
(g) sin =2k

1/2\*

1. Utilisons la regle de D’Alembert. Nous avons alors :

Up =

Up+1 1 . . Unp+1
* = — si n est pair *
Uy 3 Up,

= 2 si n est impair

Nous voyons qu’ici la regle de D’Alembert ne s’applique pas

2. Allons du c6té de la regle de Cauchy

[(2\* |2
* Sin est pair, c’est & dire n = 2k, nous avons {/|u,| = * (5) = \/;

* Sim est impair, c’est & dire n = 2k + 1, nous avons

\/— 2k41 1 )k F1 (2) 2kkjkl
|t X 3

1) 7T 2 2
Nous avons lim <f) =1let lim < ) \/g

k—+o0 \ 3 k—+o00
Et donc, d’apres la regle de Cauchy, la série Z Uy, converge

2
* Donc, nous avons lim /|u,| = \/j
’ n—-+oo | n| 3

n=0

D’ou I’étude de la proposition suivante

3.3.3 Proposition

un+l
Un,

Soit (uy,)

y une suite numérique telle que lim
n—-+oo

=1, alors, lim V/|u,|=1

ne n—+

Démonstration

Soit € > 0
Un+1
Unp

— Supposons lim
n—-+o0o

un+1
Un

u
ntl <l+e

Il existe alors Ny € N tel que si n > Ny,

l‘<5<:>ls<

n
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Alors, pour tout n > ng, nous avons :

Ung+1

l—e< <l+e¢
Unyg
u

l—e< |22 ~14¢
Uno+1
Uy

l—e< n-l <l+e¢
Up—2
u

l—e< |—| <l+4e¢
Un—1

Multiplions termes & termes et simplifions ; nous avons alors :

Unp

Ung

no—n no—n no—n

(l—e)™ "< <(l+¢) = |, | (I —€) < tn| < |tn,| (1 =€)

De la croissance de la fonction {/z, nous tirons :

Vlune | Y/ (1 =2)" 7" < funl < {/fune| /(T +2)™7"

— Par des calculs simples, nous montrons que :

n—-+oo n——+oco

* Il existe donc n; € N, avec ny > ng tel que si n > nq, alors

V- < (l—e)+¢

* De méme, il existe donc ne € N, avec ng > ng tel que si n > no, alors

(l—¢e)—e < {/|un,

(U+6) =< {fun Y/l —)™ " < (I+2) +¢

* En posant N = max {nj;ns}, pour n > N, nous avons :
1 —2e < {|up| <14 2¢

— Ainsi, pour € > 0, il existe N € N, tel que si n > N, nous ayons
li v =1
e L, Vil

Nous venons de montrer que lim
n—-+0oo

¥ up| — l’ < 2e, ce qui signifie

Un+1
Un

=, alors, liI_P YVunl =1
n—-+0o0

Remarque 9 :

1. Ceci veut donc dire que, si le critere de d’Alembert pose quelques probleémes, on peut se retourner
vers la regle de Cauchy.

2. Le résultat démontré ci-dessus est plus large que le seul cadre des séries

Exercice 9 :

D’Alembert ? Cauchy ?
Utiliser les regles de D’Alembert ou de Cauchy pour décider si ces séries sont convergentes ou divergentes :
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3.3 Régle de D’Alembert et de Cauchy

n+3 )n n+3 (=1)"n
1.
Z(2n+1 3'Z<2n+1)

2. ZZT: 1 Z(Qnil)n

5.2 2"

n2?sin?" o

+oo nP
6. Z(Tn

n=1

2 n
/rLTL

+oo
Ty
n=1
o lnk
8 Y <H r;)
n>1 \k=2
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