Chapitre 3 Les séries numériques 3.5 Séries alternées, critére d’Abel

3.5 Séries alternées, critere d’Abel

3.5.1 Théoréme : critere des séries alternées

Soit (un), oy une suite numérique telle que
— La suite (u,), . est a termes positifs, c’est a dire que (Vn € N) (u, > 0)
— La suite (u,), oy est une suite décroissante
— La suite (uy), .y tend vers 0 a I'infini, c’est a dire que lim w, =0
n—-+4oo

Alors, la série Z (—1)" u,, est convergente

Démonstration

Cette démonstration est tres simple.
n

Soit S, = Z (=1)" uy,
k=0
1. Nous allons d’abord montrer que la suite (S2,11),cy est une suite croissante et majorée.

(a) La suite (S2541),,cy €St une suite croissante.
En effet :

Sotnt1)+1 — S2nt1 = S2n+§ —352n+1 -
= (_1) iy U2n+3 + (_1) e U2n+2

= —Ugp43 + U2py2 =0

Car la suite (uy),cy est décroissante. Donc, nous avons Sp(p41)+1 — S2nt1 > 0 et la suite

(52n+1)n€N est bien une suite croissante

(b) La suite (S2541),cy est une suite majorée

En effet :
2n+1
52n+1 = Z (—1)k Uk
k=0

= wuo+ (—u1 +ug)+ (ua —us) + ... + (u2k — U2k—1) + ... + (U2n — Uan—1) — U2nt1

Comme ugy < usg—1 (décroissance de (uy,)
suite (S2,41),,cy €St une suite majorée

neN

), nous avons Sa,1+1 < ug, c’est a dire que la

(c) La suite (S2n41)yey étant donc croissante et majorée, elle est donc convergente. Soit S sa

limite

2. La suite (S2,),cy admet pour limite S

En effet, Ss,, = So,,_1 + U2y, ; comme lim us, = 0et lim Sy, 1 =S,ona lim Sy, 1 =

n—-+oo n—-+oo n——+4oo
lim Sgn =S
n—-+oo
Donc, lim Sy, existe et lim Sp, =S
n—-+4oo n—-+oo

3. Les suites (S2n),cy et (S2nt1)yey sOnt des suites extraites de la suites (S,),,cy qui admettent la

méme limite S, donc la suite (S,), y converge, et nous avons lirf S, =5.
n—-+0oo

Ce qui signifie que la série Z (—1)" u,, est convergente

4. On peut démontrer, comme ci-dessus, que S, est une suite décroissante et, qu’en fait, les 2 suites

(Sa2r,) et (Son+1) sont des suites adjacentes telles que So,11 < S < Sy, et on a donc :
Son — Ugnt1 <S5 < Sop

ou
Sont1 <8 < Sany1 + U2y
Ce qui montre que pour tout n € N, nous avons |S — S| < tup41

. ui montre aussi que si on rem r S,, , on commet une erreur rdr Upi1
5. Ce ontre aussi que si on remplace S par S, , on commet une erreur de 'ordre de w4
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Exemple 9 :
1 1
1. Pour a > 0, (—) est une suite positive, décroissante, et telle que lim — = 0; donc,
ne neN n—-+oo N
1"
E ( a) est convergente.
n

n>1

n

2. On a, en particulier, E ! convergente, mais pas absolument convergente.

n
n>1

Exercice 15 :

Etudier les séries suivantes. Sont-elles alternées 7 Convergent-elles absolument ?

1 f( 1)"tan(1) 3 Jf( " {‘/ﬁsinl 5 §1n<1+(1)n)
n=1 " n=1 i n=2 "
X cosmn = nlnn =X (="

2 “~ Inn + 7;2(_1) n 6 7;2 nlnn

3.5.2  Une généralisation du théoréme sur les séries alternées
Etape 1 : Transformation d’Abel

Soient (a,), .y et (b,),y2 suites quelconques.
On définit les expressions suivantes :

&

I
l\g

=

Alors, nous avons :

Z akbk’ — Z Ak (bk - bk+1)k + Anbn - Amflbm

k=m k=m

Démonstration

n n
On peut d’abord faire remarquer que ap = Ap — Ar_1, et, que Z apby, = Z (A — Ag—1) by,
k=m k=m

De 13,

n

Z apby = Z (Ar — A1) by
k=m

k=m

= Z Agby — Z Ap_1by,
k=m k=m
n n—1
= Z Agby — Z Apbrg
k=m

k=m—1

= Z Ak (bk - bk+1) + Anbn - Amflbm

k=m

2. Semi-convergente, donc
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Etape 2 : le critere d’Abel
Soient (a,), .y et (b,),y 2 suites quelconques.
On suppose de plus que :

1. BM>20)(YmeN)(VneN)(m<n=|an+- - +a, <M)
Ce qui veut donc dire que la somme |a,, + - - - + a,| est bornée pour tout n € N et tout m € N

2. La suite (by,), oy tend vers zéro

3. La série Z |bnt1 — bn| est convergente
n=0

Alors, la série E anb, converge

Démonstration

n
On considere la somme partielle S, = Z aby, et on va montrerque la suite (S,), oy est de Cauchy ; elle

k=0
sera donc convergente.

Soient donc m € N et n € N tels que m < n; alors :

n

|Sn - Sm| = Z arby

k=m+1

> Ag (b = brgr) + Anbp — Apbinga

k=m+1
n
s M ( Z bk — brt1| + |bn| + |bm+1|>
k=m+1
€

Comme la suite (by,),,cy tend vers zéro, il existe N. € N, tel que n > N, = |b,| < 37
De méme, comme la série Z |bri1 — by| est convergente, elle est de Cauchy, et donc, il existe N! € N

n>0

= €
tel que m >n > N! = Z |bk—bk+1|<m

k=m+1
n

- € €
Ainsi, pour m > n > sup (NE,NEI), alors |b,| < 3 et ,c_Z:H [br — bt1] < 3

Donc, pour m > n = sup (N, N2)

n

1Sn = Sml < M( D 1o = biga| + lbal + |bm+1|>
l§:m+1
X €
< M -
( 3M ) :

Ce qui montre que la suite (S,),,cy est de Cauchy ; la série est donc convergente.

Remarque 12 :

En quoi le théoréme d’Abel implique-t-il le ”critére des séries alternées” ?

On considere donc une série z (=1)" by, ot la suite (by,),,cy tend vers zéro en décroissant.

On pose alors, a,, = (—1)", et on a donc la somme |an, + - - - + a,| est bornée pour tout n € N
n n

De plus, Sp = Y [brsr — bl = Y (brg1 — b) = b1 —bo; comme lim by =0 > |buy1 — bn| = bo,

n—-+oo
k=0 k=0 n>0
et donc, la série E |brt1 — bn| est convergente. On conclue donc & la convergence de la série E (=1)" by,
n>=0
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Exemple 10 :

n

€

Application a 1’étude des séries Z avec a > 0
n>1
eine (ewﬂ)” 1
1. Dans un premier temps, si @ = 2k avec k € Z, alors — = ~— = — qui converge si & > 1
n n n

et diverge si 0 < ae < 1

2. Supposons x # 2km; nous allons alors utiliser le théoréme d’Abel en posant a, = ™ et b, =

1 . etne . . . ! .

—. Alors, la série E — devient E anb,. Examinons, maintenant, les différents criteres du
n n

n>=1 n=1

théoreme d’Abel
— Tout d’abord, la suite (by),,, est une suite qui tend vers 0 en décroissant.

Ensuite,
i " /1 1 1 1 1 1 1
k;' e = bl kZ:l ke (k+1) 20 ) \2a " 30) T e Tt

n
Donc lim E |brr1 — br| = 1 et la série E |bt1 — bn| est bien convergente.
n——+o0o
k=1 n>1

— Ensuite, soient m € N et n € N tels que n > m; alors :

n n—m
§ elkl’ _ ez(k+m)m
k=m k=0
n—m
— etme eika:
k=0
n—m
— ’ezmw| ezkx
k=0
n—m
_ § e’LkI
k=0
1— ei(n—m—i—l)x
- 1—ei
1— ei(n—m-i—l);ﬂ |1 - ei(nfm+1)a:| )
Or . £ , < ,
’ 1—ei [1— e S — etz
n
Ainsi, pour tout m € N et tout n € N tels que n > m, nous avons la somme E etk qui est
k=m
bornée. ‘
eln$
— Dongc, si x # 2km, la série E — est convergente pour tout a > 0
n
n>1

. . . .. , COS T sin nx
Ainsi, on vient de montrer aussi que les séries réelles g — et g —— convergent pour tout o > 0
n n
n>1 n>=1
et tout = € R tels que = # 2k ; les cas ou x = k7 sont faciles a étudier pour ces deux séries.
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