Chapitre 3 Les séries numériques 3.7 Corrections d’exercices

3.7 Corrections d’exercices

Comme toujours, nous proposons ci-apres, la correction de quelques exercices, en fait de ceux que nous
avons trouvé les plus < percutants >

3.7.1 Exercices du cours

Exercice 1 :

1
Etudier la convergence de Z In (1 + —)
n

n>1
- : . 1
On utilise la somme partielle S,, = Z In (1 + 7)
k=1 k

Comme In (1 + %) =1n (%) =In(l1+4+ k) —Ink et donc :

n+1

Z —Ink) = zn: Zlnk—Zlnk Zlnk—nln (n+1)
k=1

=1

1
Donc lim S, = +o0o et la série Z In <1 + 7) est donc divergente.
n—-+oo et n

Exercice 2 :

s .. 1
On considére la série E T

n
n>1

Montrer que les sommes partielles S,, = E —— sont minorées par v, = \/n.

1
27
N

1k Zln _

k=1

Pour tout £ =1,--- ,n, nous avons et donc, en passant a la sommation, nous avons :

- 5

S
Il
-

Comme S,, > /n, nous avons hl}—l S, = 400 et donc la série g diverge ;
n——+0oo

1
n>1 \/E
Dans les deux exercices que nous venons de résoudre, nous voyons que ce n’est pas parce que
lim wu, =0 que la série Z U, converge; le (’rzz‘ere hm up =0 est un critére nécessaire
e n=0
pour la convergence de la série Z Uy, Mais pas suffisant.

n=0

Exercice 4 :

2n — 1
Montrer que la série Z ———— est convergente et calculer sa somme
n(n?—4)
"2k —1
1. Nous allons toujours étudier les sommes partielles S, = —_—.
! P ;3 k (k2 — 4)
. (14 . , . 2k —1
Il nous faut commencer par décomposer en éléments simples I’expression m

Tous calculs faits, nous avons :

2k —1
k (k2 — 4)

[ee][e]

=N
>~
+
[\
e
| |ooleo
[\
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n 3
2. De telle sorte que S,, = Z——Zk+2 st _Zk %_7274_2_’_ Zk—Z

Il nous faut, maintenant, réarranger les mdlces, ce qui nous donne :

1 1 1"_21 1 1
S, =4+44,4° - 4 4
3+4+4kzz5k+n—1+n
n—2 5 5 5 5
_?ZE_L_E_L_ 8
8k75k n—1 n n+1 n+2
3 3 3 3 3"721
8 84,8 448 % 4
ERE R R R
k=5
89 3 1 1 5 1 1
s 5,231 +) S (k)
ou on tire %6 3 n—1+n 2 n+1+n—|—2
“+oo
89 2n —1
3. De l'expression ci-dessus, nous tirons : nll)mOOS %6’ c’est a dire que la série Z ﬁ

+oo
2n—1 89
converge, et que Z n74) = %

Exercice 5 :

Soient E Uy, €t E v, deux séries a termes strictement positifs convergentes. Montrer que les séries suivantes

n=0 n=0
sont aussi convergentes :

1. E max (u,,v,) Pour tout n € N, nous avons max (un, vp) < U, + v,. Comme les séries E Uy,
n=0 n=0
et E vy, sont deux séries a termes strictement positifs convergentes, la série somme E Uy + Uy,

n=0 n>=0
est, elle aussi convergente.
En vertu des théoremes de majorations, la série E max (U, vy,) est, elle aussi convergente.
n>=0

2. Z Vunv, En utilisant I'inégalité de Schwarz, nous avons, pour tout > 0 et tout y > 0 'inégalité

n=0
T+ . R Up + v
Vay < Ty En Pappliquant a u,, et v,, nous avons /u,v, < %
Et la conclusion est la méme que ci-dessus; la série Z Vunv, est donc convergente.

n>0

N

Up Uy . . r+y .. . .
3. —" ™ De l'inégalité \/zy < utilisée dans 'exercice précédent, nous tirons
Z Uy + Uny g Y x 9 1% Tty

n=0
1 v/

et donc, i < Y _ xy.

2\/zy rT+y  2xy 2

Uy UnUp, L.
En remplagant x et y par u,, et v,,, nous obtenons : Z_n < 5 Comme la série E \ UnUn
Un T Un
n>=0

UpUn .
converge, par les théoremes de majorations, on en déduit que la série g oo converge aussi.
Up T Un
n=0
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1
Nous savons que la série E — est une série convergente ; donc, d’apres la question ci-dessus, la
n>1

.. 1 . 1 1 VUn
serie E —5 X Up est elle aussi convergente, et donc, comme —5 X Up = —/Up = ——, NOUS
n n n n

n>1
V Un
n

en déduisons que la série E est, elle aussi convergente.

n>1

5. Soient o € } 5; +oo{ et Z uy, une série a termes strictement positifs convergente. Montrer que la
n=0

‘. vV Un
serie E -~ est convergente
ne
n>1

1 1
Soit donc o € }5, 400 {; alors, la série Z —, est convergente, puisque 2o > 1. Ainsi, la série

n>1

1

g —— X uy est convergente.
n2a

n>1

1 Un Un VvV Un
Or, \/ o Xun =4/ 5 = , et donc, E est convergente.

n>=1

Exercice 6 :

On considére la série E u,, a termes positifs et convergente. Montrer que si lirf nu, existe, alors
- n—-+0oo
n=0

lim nu, =0
n—-+oo
On suppose le contraire, c’est a dire que lim nu, =k ou k # 0
n—-+oo
* Premierement, comme u,, > 0, alors £k > 0
k

. ao . . —k
* Comme lim nu, = k, il existe un entier N € N tel que si n > N, alors — < nu, — k < —,
n——+0o 2 2

c’est a dire, qu’a partir d’un certain rang N, nous avons 3 < nuy,, c’est a dire qu’a partir du rang

k
N, u, > —.
2n
* Le terme général u,, est alors minoré par le terme général d’une série divergente, et la série E U,
n=0
serait alors divergente. Contradiction avec I’hypothese.
La résolution est semblable si lim nu, = +oo
n—-+00
Exercice 7 :
Nous ne corrigeons pas tous les items de cet exercice
Déterminer la nature des séries suivantes :
1. E cosn Comme lim cosn n’existe pas, la série E cosn est divergente
n—-+oo
n=0 n=0
2 2 2
(-" (=" 1 - R
2. E ~——— Nous avons |———| = —. La série E ——— est donc absolument convergente,
2” 27’! 2?7, 2n
n=0 n=0

donc convergente.

—_ 2 N .
3. g e”™ Pour tout n € N*, nous avons n < n? et donc —n? < —n; de la nous tirons que
n=0
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2 Y —_ ’ 7 . 7 7 . \ 7 N
0 <e™ < e " La série E e " étant une série géométrique convergente, d’apres les théoremes
n=0
n2

de majoration, la série E e~ converge, elle aussi.

n=0

1
4. Z sin on Il y a deux facons de démontrer la convergence de cete série :

n=0
* La premiére utilise I'inégalité vraie pour tout € R : |sinz| < |z|. Comme, pour tout n € N,
1 T o1 1 . % 1 La séri 1
0< o < 3 nous avons 0 < sm2—n et nous avons alors 0 < sm% S o a série Z o

n=0
étant une série géométrique convergente, par les théoremes de majoration, nous déduisons que

1
E sin on est une série convergente
n=0
. De la

~
~

. 7. . : 1 1
* Une autre méthode consiste a utiliser I’équivalence. En +00, nous avons : sin o Bom
o0

1 1
convergence de Z o on en déduit celle de Z sin on

n=0 n=0

Exercice 8 :

Donner la somme de la série E Uy, ou le terme général w,, est défini par :

n=0
1
A sin =2k
Uy = 3"

Ce n’est pas exactement une question difficile :

Zunizuzk+uzk+1:ZuszrZUzkH:Z%kJrZSlirl :223%

n>=0 k>0 k>0 k>0 k>0 k>0 k>0
1 1 3 4 3
COmme E 37]" = 171 = 5, nous avons Up = g X 5 =2
k>0 B n>0

Exercice 9 :

Utiliser les régles de D'Alembert ou de Cauchy pour décider si ces séries sont convergentes ou divergentes :

n+3\"
L Z<2n+1>

Il facile de voir qu’il faut, ici, utiliser le critere de Cauchy.

3\" 3 3 1
En effet, ¢ <n+ ) _ ot ; comme lim nt = —, nous déduisons que la série
2n+1 2n+1 n—+oo 2n + 1 2
n+3\"
E est convergente.
2n+1

n!

2. —

>
Nous allons, dans ce cas, utiliser le critére de D’Alembert.

1)! n 1 n n
Un (n+1) n! (n+1) (n+1)

+ Busuite, ™" ( n )” 1 " 1
nsuite, = = =
(n+1)" \n+1 (n+1)x 2 (1+4)"

n
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n
* Et la, nous tombons sur le piege classique!! Nous avons : (1 + 7) = ¢"m(13%) 11 est facile
n

de prouver (avec les équivalents ou les développements limités) que

1
lim nln<1+7> =1
n

n—-+o0o

1 n
Donc, lim (%) = fim (1+7) —¢

n—-+oo n—-+o0o n
1 . 1 . n" . Uppr 1
Nous en déduisons que lim ———5 = lim ———5 = lim nt -
n——+oo (]_ + E) n—+oo (’n, + ]_) n—+00 Uy e

|

- est une série convergente.

1 -
Comme - < 1, la série Z v

|

n. L. , .
— est une série convergente, nous pouvons déduire un

En prime : comme la série E —
—_— n

n!
résultat que nous avons déja établi : lim — =0 et que, donc n! € 0 (n™)

n—-+oo N
n+3 )(—1)"71,
2 (5

En fait cette série est ’addition de 2 séries. Posons u,, = (

n+3\Y
2n + 1)

S ¢ vair. al <n+3>n £ o al (2n+1)"
i n est pair, alors u, = et si n est impair, alors u,, =
AT, 2n+1 P n+3

n+3)\Y™" 2k + 3\ 4k + 3\ %!
pewesoeaue 32 (555) =3 (5) 2 (5)
n>0 k>0 k>0

* Utilisons le critére de Cauchy pour étudier ces 2 séries :

e | 2k +3 2" 2k +3 2
7 \ ( + ) = (7L+) :
out d’abord 1k 1 % 1

2k+3\? 1 2k +3\**
Or, + ) :Zet donc la sériekz>0< + ) converge

kilfoo(4k+1 Ak +1

, Eusuite ! <4k+3)2k+1 - (4k+3>2+i _ (4k+3>2 y (4k+3)i
V\2k 4 2%k + 4 2% + 4 2% + 4
4k+3)2
% + 4

Clairement, lim (
k—+o00

. 11 (4k—|—3
4k + 3\ * ko \2k+4
pe phs (22) ! _ |
e plus, % d e
1
1 4k + 3 4k 4+ 3\ *
Nous avons wEI-lr-loo % In (2]{14) =0, et donc kEIJPoo (ﬁ) =1
Ak 2k+1 Ak 2k+1
— Nous en déduisons donc que lim | < i 3) =4 et que la série Z < + 3)
k—+o00 2k + 4 530 2k + 4

diverge

(=1)"n

. n+3 , .. , P

En conclusion, E 1 est la somme d’une série convergente et d’une série diver-
n

gente et est donc divergente.

TL2
n
4 Z (271—1—1)

Nous allons utiliser le critere de Cauchy.

2
n n " n " 2n—|—1)_" < 1)_n B ( 1 >_"
(2n+1) <2n+1> ( n +n +2n
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1
1 —n —nln(l+*>
Nous avons 27" (1 + 2—) =e N2 x ¢ 2n
n
x Dans un premier temps, lim e "2 =0

n—-+4oo

1 1 1
* Ensuite, —nln (1 + —) = ——x2nln <1 + —)
2n 2 2n

1 1 1 —nln(l-&-*)
Comme lim 2nln (1 + 2—) = 1,nous avons lim —nln (1 + —) =5 etdonc lim e n/ _
n

n——+o0o n—-+oo 2n n—-+o0o
1
Ve
n n2 7nln<1+27)
* En conclusion, lim { ( ) = lim e ™2 x lim e n/ =0
n—+ 2n+1 n—+00 n—+o00

2

La série Z <2 T:_ 1) converge donc
n

2?'1
5. ———— aveca #* krouk € Z
Z n?sin®" a 7

Et c’est toujours du Cauchy!!...Nous avons :

o 2m 2
: B EN
n2sin®"a  p7sin?a
2 2 ) . 9
Il est facile de montrer que lim n= =1etdonc lim 75— 5 - Or,si0<sina<1,
n——+oo n—-+oo nn Sll’l o sin” «
. 1
nous avons tOUJours —— 2 1 et donc —— > 2.
sin” « sin” «
La série E — est donc divergente.
n2sin®"
—+oo
npP

6. —
n
n=1
C’est un exercice intéressant, qui tente de comparer les termes d’une progression géométrique avec
les termes d’une série puissance.
Un bon moyen consiste a utiliser le critere de d’Alembert :

(n+1)*
Un+1 el
= P
Up, s
(n+1)Pam
- npan+1

1 1\?
~ (e )
a n
1 1 1\ 1
Or, lim ( 7) =1, de telle sorte que lim - (1 + 7) =—.
n a
O%
a

n—oo n—+oco n

Ainsi, si a < 1,
converge.

L . . 1 -
1 et la série diverge, et que si, au contraire, @ > 1 alors — < 1 et la série
a

Que se passe-t-il sia =17
“+oo
La série devient : E nP qui est une série de Riemann. Cette série converge si et seulement p < —1,

n=1
et diverge sinon

X 9np)

Y —

n=1
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La meilleure méthode semble étre, ici, d’utiliser le critere de D’Alembert :

Uny1 27t (n + 1)In™
Un (n+1)"" 27!
BCEE

n

Reste donc a calculer lim ———
n—+oo (n + 1)

n" 1
Or, rien de plus simple; il suffit de voir que = .
P P T~ )"
n’ﬂ
1H" 1 1\"
Comme (n+1) = =, il suffit de se rappeler que lim (1 + 7> = e, de telle sorte que
nn (1 + %) n——+o0 n
—+o00
2 2 2™n!
li Yntl _ -, e < 1, ce qui montre que la série Z converge.
n—+oo Uy e —~
n
Ink
8. > 11+
n>1k=2

Une nouvelle fois, il faut utiliser le critere de D’Alembert, et ici, ¢’est tres simple!!

ﬁ ik
Un+1 _ k=2 k
Unp fi nk
k=2 k
_In(n+1)
n
1 1
Or, lim M = 0; donc, la série converge
n——+00 n

Exercice 10 :
Unp,
1+ uy

Soit la suite (uy,), oy une suite de réels positifs. On construit la suite (vy), oy en écrivant : v, =

Démontrer que les séries E u, et E v, sont de méme nature.
neN neN

1. Nous avons u,, > 0 et u,, < u, + 1. Nous avons donc 0 <

<1,cest adire 0 <v, <1
+ Un

et nous voyons, tres facilement que lim u,, =

2. Par un calcul simple, on démontre que u,, =
— Up, n—-+o0o

0 si et seulement si lim v, =0
n—-+4oo

3. Ainsi, la suite (uy),y n’admet pas pour limite 0 en +oo si et seulement si la suite (vy),cy

n’admet pas pour limite 0 en +oo et alors, les 2 séries Z Uy, €t Z v, sont divergentes.
neN neN

4. Supposons que HEIEOO up, = 0, alors les suites (un),cy et (vn),cy sont équivalentes en +oo :

Up ~ U
n_*_oo n

v
et donc lim —= = lim

En effet,
Unp, 1+ u, n—+o0 Uy, n—+oo 1 + uy,

= 1. Les deux séries E Uy, €t E Un,

neN neN
sont alors de méme nature.

Dans tous les cas, les séries E Uy, €6 E v, sont de méme nature.
neN neN
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Exercice 11 :

On se donne P et QQ, 2 polynémes non nuls & une indéterminée et a coefficients réels. k est le premier entier

(n)
Q(n)

supérieur a la plus grande racine réelle de Q. Etudier la série Z
n>k

P(n)

Q (n)
de probleme d’existence.
Posons P (X) = a,XP+a,—1 XP '+ +a1 X +ag avec ap # 0 et Q (X) = by X T+by_1 XU 4+ +b X +by
avec by # 0.

Si k est I'entier directement supérieur a la plus grande racine réelle de @, la fraction ne pose pas

Classiquement, en 400, nous avons

. . apn? . P .
* Sip>gq, lim 2 % 0 et la série Z Qi est divergente

n—+4oo qnq

apn? ap
% Sig=p+1,alors 22—

byn4 bq
la série E
n>k

1
X — et la série — E — est la série harmonique divergente et donc
n n
n>k

est divergente

Q
ap

apn? 1
*x Siqg>=p+2 alors 2— = L x ~ et comme ¢ —p > 2, laserle E
bgn? by, ni—
n>k
P (n)

Q(n)

est une série de

Riemann convergente et donc la série E
n>k

est convergente

Exercice 12 :
1

On considére la série Z m

n>1

1. Montrer au moyen d’un théoréme de comparaison que cette série est convergente

1
Nous avons ——————— —. Les séries E

1 ~
nn+1) (n+2) = et Z 3 sont donc de méme

n+1 (n+2) =~

1

1
nature; or, la série Z — est une série de Riemann convergente. La série Z m
n(n n

n>1 n>1
est donc une série convergente.
2. Retrouver le résultat en calculant la somme.
1
Nous allons tout d’abord étudier la somme partielle S, _—
P "k (k1) (k+2)
1

————————— en éléments simples. Nous avons facilement, par calcul :
k(k+1) (k+2) P P

Décomposons

1 1 1 1
- - 2 4 2
E(k+1)(k+2) k k+1 k+2
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De telle sorte que

n
1
Sn:
]Cz_:lk(k+1)(k+2)
2 2
= = - +
ik k:1+]j+1 k:12k+2
Ieml =1 1¢=1
= 52 2 tag
k=1 k=2 k=3
1 J 1 K1 1 1 (1 1 1
= - 1 — — — — _ _ -
2 +2+Zk> <2+Zk+n+l>+2<2k+n+l n+2>
k=3 k=3 k=3
ST S S A
402 ntl 2\n+l n+2
_ L 3
4 (n+1)(n+2)
. 1 1 . z . 1
Ainsi, Sn:i_m’et comme ngrfwmzo, nous avons ngrfoosnzi‘

1
n(n+1)(n+2)

1 1
est convergente et Z _— =

Et d la séri -
onc, la série Z 25 CESCES I

n=1

Exercice 13 :

Etudier la série de terme général Vni42on+1—+vnt+an ot a est un réel positif.

Pas aussi facile que cela!! L'une des idées majeures pour résoudre cet exercice, est 'utilisation des
équivalents. Tout d’abord :

nt+2n+1-—n*—an

Vnr+2n+ 14+ vVnt +an
(2—a)n+1

/ I 1 a
n 1+2$+H+ 1+$

1
1. Ce qui montre que, si a = 2, alors, en +00,v/n% +2n+1—vnt +an ~ ce qui montre que la

vniton+1l—+vni+an=

+o0 2n2’
R - 1 . -
série Z (\/ nt4+2n+1— \/ nt + an) est de méme nature que la série Z —— qui est une série
2n2
n=1 n>1
de Riemann convergente.
Dongc, si a = 2, alors la série vnt + 2n 4+ 1 — v/n + an converge
. 2—a L. 1. .
2. Et,sia # 2, alors vVnt +2n+1—+v/n% +an =~ ———; comme la série Z — diverge, il en est de
+oo 2n n
n>1
méme de la série Z (\/n4 +2n+1—+/n*+ Um)
n>1
Exercice 14 :
L A. R Inn . )
On considére la série Z Up OU Up = —— avec o > 0. Discuter suivant les valeurs de o de la convergence
no

n>1

de la série E Up,

n>1
Remarque : avant de commencer, il est clair que les cas ot « < 0 sont inintéressants, puis que si o < 0,
. Inn . Inn .
alors lim —— = +oo et la série g —— diverge.
n—+oo N ]

n>1
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Inz
1. Nous allons commencer par étudier f (r) = —— avec a >0
x

(a) Tout d’abord, le domaine de définition de f est R** mais comme nous allons utiliser des com-
paraisons avec une série numérique, nous allons étudier f sur I'intervalle non borné [+1; +o0]

. Inz
(b) Comme « > 0, nous avons lim — =0
r—+oo ™

(c¢) Calculons la dérivée de f :

o) = 1xz®—azr*'lnz  2°7'(1-alnw)
x) = 2o - T2«

Le signe de f’ ne dépend donc que de celui de 1 — alnz. f’ s’annule en xg = e« et donc, en
utilisant le fait que Inx soit strictement croissante sur [+1;+o0] :

* Size [—H;ei] alors f/ () > 0 et f y est croissante.

*x Siz>ew, alors f/ () <0 et fy est décroissante
f est donc décroissante a partir de xg

Inn T Ing
(d) Nous en déduisons, d’apres 3.4.4 que la série Z — et lintégrale / —— dx ont méme
= 1 x
nature
T Inx
2. Etude de / —dzx
1 xe

“+o0 X
nx Inx
Soit X > 1. Pour connaitre le sens de l'intégrale / —— dz, nous allons étudier / —dx
1 T 1 T

X X 27X 2
1 1 1 In X
(a) Si @ =1, alors nous avons/ —nax dx:/ —nxdm: {(nx) } = (In X)
1 1 1

T T 2 2

In X)?
Nous avons lim (In X)
X—+oco 2

. T Inx .
= +o00 et donc l'intégrale / — dx est divergente
1 x
. Xnz .
(b) Si a # 1, nous allons calculer / — dx par parties.
1 :E

1
uv=Inz u ==
x

, Cu gmotl 1 " 1
v = § v = =
—a+1 1—-a x>t
D’ou : - < <
1 1 1 1 1
[ 2tae- ] J:
P l—a x>t l-a /), z¢
_ 1 X 1 V‘Mr
- l-a  Xol l1-al-a+1],
1 In X 1 1
= X — — 5 — 1
l—a Xl (1-qa)® \X°
(¢) Ainsi :
In X 1 X1
— Si o > 1, alors lim 22 _ et lim ——— = 0 et donc lim DY g =
X ——+oo Xa-1 X—+oo Xoa-1 X—+4o0 Jq xr<
1
(1-a)’
. . . oo . ) T Ing
Ce qui veut dire que si a > 1, alors —— dx existe, et nous avons, méme : —dxr =
1 o 1 xe
1
(1-a)’
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— Supposons « < 1. Alors :

X
Inx 1 1 < 1 ) 1
—dx —— | InX —
/1 S G i 1-a +(1—a)2

o)

* Nous avons lim <

X —+o0
* Comme « < 1, nous avons lim ( ) = 400
X =400 — XO‘ 1
1 1 1 1 X1
* Donc, lim (lnX )+ 5 = +ooet donc _lim e dr =
—>+ool—oz Xeo-1 11—« (1—-a) X—otoo J; 2@

+00
+oo In

Ce qui veut dire que si a < 1, alors 'intégrale / — dx diverge
1 x

+oo
— Ainsi, lintégrale / — dx converge si et seulement si o > 1
1 x

. Inn . .
3. Et donc, d’apres 3.4.4, la série Z — converge si et seulement si a > 1
n>1 n
Exercice 15 :
Etudier les séries suivantes. Sont-elles alternées 7 Convergent-elles absolument ?
1
1. Z " tan ( )
n=1
(a) Est-ce une série alternée ?

1 1
Il faut remarquer que si n > 1, alors, 0 < -<1< g, et donc tan (7) > 0; nous avons donc
n

bien affaire a une série alternée.

(b) Est-ce une série alternée convergente ?

. . . ™ . 1
La fonction tanz est croissante sur 'intervalle ]O 5[, ainsi, comme < —, nous avons
n

n+1

1 1
< tan — ; ce qui montre que la suite (tan <7)) est décroissante.
1 n n neN

tan

1
De plus, lim tan (f = 0. D’apres le critere de convergence des séries alternées, la série
n—roo n

+oo 1
Z (—1)" tan (7) converge simplement.
n

n=1
(c) Cette série converge-t-elle absolument ?

Une série E up, est dite absolument convergente, si la série des valeurs absolues E [t |

neN neN
converge.

1 1 1 1 1
(—1)" tan ()’ = tan (f), et, en +oo, tan (7) ~ —: or, la série Z — étant la série
n n n n n

n>1

Ici,

harmonique, diverge ; nous en concluons donc que E (
n>1

1
" tan <7> ‘ diverge.
n

La série n’est donc pas absolument convergente
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(a) Est-ce une série alternée ?
Un piege?? Ou?? 1l faut juste remarquer que cosmn = (—1)"....Petit picge!!

1 1
Puis, il va sans dire que lim —— = 0 et que la suite (—) est une suite décroissante.
n—+oo Inn Inn/ >

CoOS TN . .
La série E ] est une série alternée convergente
nn

(b) La série Z cos T converge-t-elle absolument ?

Ccos T 1
Il est assez évident que ’ ‘ =

Inn Inn

1 1 1
D’autre part, pour tout n > 2, nous avons n > Inn et donc — < = Le terme général on
nn nn
+oo

est minoré par le terme général d’une série divergente et donc la série E —— est divergente.
nn
n=2

OSTTNn

T ;. C
Nous en déduisons que la série E
n=2

n’est pas absolument convergente.
nn

1
3. -
Z /n sin -

(a) Est-ce une série alternée ?

1
La premiere idée consiste a regarder le signe de {/nsin —. Il faut qu’il soit constant et positif.
n

Inn

— Nous avons {/n=en , et donc ¢/n >0
1 T 1
%Et,sin}l,alors,0<f<1<5,etdoncsin(7>>0
n n

— En synthese, nous avons /nsin - >0
Nous avons donc bien affaire a une s%rie alternée.
(b) Est-ce une série alternée convergente ?
Il faut vérifier que le terme général vérifie le critere des séries alternées.

Inn Inn

— D’une part, hm e n =1, et dautre part lim sin — =0,et donc lim e sin— =0,
— 400 n—-+oo n n—-+o0o n
1
cest a dire lim {/nsin— =0
n—-+oo n
. . 1 . P
— 1l faut maintenant montrer que la suite | /n sin — est une suite décroissante.
N/ peN
. . . . ™ 1
Comme la fonction sinx est croissante sur l'intervalle ]O 3 [, comme 1 < —, nous
n n
1 1 1
avons sin < sin —; ce qui montre que la suite (sin (7>> est décroissante (et
1 n N/ 7/ neN
positive!).

. . 1 . 4 .
— Il faut maintenant montrer que la suite (e T) o est elle aussi décroissante.
n

On considére la fonction associée f (z) = e’s définie pour > 0 et calculons sa dérivée

f/
, 1-— lnm Inz . , . . . 3
Nous avons :f (x) = Te = qui est négative si x > e, ce qui montre que la suite
Inn , . .
(e n ) est décroissante si n > 3.
neN
N . 1
Ainsi, la suite (\/ﬁ sin — décroit des que n > 3 comme produit de suites positives et
, . N/ neN
décroissantes
+o00 1
On vient de montrer que, d’apres le critere des séries alternées, la série E (—=1)" /nsin —
n
n=1

converge simplement.
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(c) Cette série converge-t-elle absolument ?

1 1
11 faut donc regarder le terme {/nsin — qui est équivalent, en +0co & —, terme général d’une
n n

+oo
1
série de Riemann divergente ; la série E (—=1)" ¥/nsin — ne converge donc pas absolument.
n
n=1

= nnn
4.3 (-1

n
n=2

(a) C’est triste & dire, mais cette série ne converge pas absolument.

= Inn Xlnn
En effet Z (-)"—| = .
n n
n=2 n=2
Xinn Xn
Or —— est une série du type — oua=1.
DIe ype ) s
n=2 n=2
+oo
. - Inn : .
Nous avons prouvé que les séries du type Z — divergeaient si a < 1.
n
n=2
X Inn RS Inn
Donc la série Z —— diverge et la série Z (—1)" — ne converge pas absolument
n n
n=2 n=2
(b) Converge-t-elle simplement ?
Inn
— Tout d’abord, lim — =0
n—+o0o N
N . 9 Inz . . e
— On considere la fonction associée f (z) = —— définie pour = > 0 et calculons sa dérivée f'.
x
, 1—Ilnx . W, . . . . Inn
Nous avons : f/ (z) = —5 — qulest negativesiz > e, ce qui montre que la suite | —
T n n>2
est décroissante si n > 3.
“+oo

Inn
< RN s . 4 ;. n
D’apres le critére des séries alternées, la série E (-1)" —

n=2
+o00o n
-1
. SNE
n
n=2

Voila une question qui n’est pas trés évidente !!
Est-ce une série alternée ?

converge donc simplement.

Une série alternée est une série dont le terme général n’est pas de signe constant, et qu’il prend
alternativement une valeur positive, puis une valeur négative.

-1 _ (D" _1

-1 1" 1
* Pour tout n > 2, nous avons — < \fetdoncl—i——gl—&—( )
n n

<1+ -
n

-1)" 1 1
Lorsque n est impair, alors 1 + Q =1l—-—-—<1letln (1 — 7> < 0, alors que si n est pair
n n n

(GO

1 1

1+ :1+f>1etln(1+*>>0.
n n

La série est donc bien alternée.

_1 n
* D’autre part, lim In (1 + u) =0
n—-+oo n

(-n"
n
— Tout d’abord, étudions uap 11 — uap :

1 1
el —tgy = In(1-— Cln(14 —
Yant1 = U2 n( 2n+1> n( +2n)

_ ( 2n> 1<2n+1>
= Moy MU

2n
~ 9 (7)
"\on 1

* Appelons u, =In (1 + ) et étudions la décroissance de la suite (uy),,5,
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2n

C 0<
omme T 1

< 1, alors In ( ) < 0 et donc ugp41 — U2y < 0 <= ugpy1 < Uy

2n+1
— Etudions maintenant wo, — uo,_1

1 1
Y2n = U2n—1 = ln<1+%>_ln(1_2n—1)

2n+1 2n —2
- hl( 2n >7ln(2n—1)
= In@2n+1)—ln2n—In(2n—2)+In(2n—-1)
= (In@2n+1)—In2n)+ (In(2n—1) —In(2n —2))

De la croissance de la fonction In, nous tirons (In (2n + 1) —In2n) > 0et (In(2n — 1) —In (2n — 2)) >
0 et donc, par addition de 2 quantités positives, nous avons

Uy — U2n—1 > 0 = Uz, > U2p_1

— Nous ne pouvons donc rien conclure quant a la croissance ou a la décroissance de (uy),,~
=
et on ne peut pas appliquer a cette série le critere des séries alternées.

—+oo n
(-1)
6. ”2:22 nlnn

Voila une question qui ne pose aucune difficulté

(a) La série est bien alternée, et, clairement la suite (

> est décroissante et tend vers 0
ninn/,>q

lorsque n tend vers +oo.
La série E converge donc simplement
— nlnn

(b) Cette série converge-t-elle absolument ?
+oo

Il faut donc démontrer que la série Z
n=2

converge
nlnn

1
* Considérons la fonction f (z) = 0 définie sur Uintervalle [+2; +00].
rlnz

* Nous avons, clairement lim =0
z—+o0 xlnx

- 1
* La dérivée de f est donnée par f'(z) = M f! est négative sur [+2;+o0], et la

(zlnz)?

fonction f y est décroissante et positive

dr ont méme nature

+oo 1 +oo
D’apres 3.4.4, la série Z et 'intégrale /
n=2 2

nlnn zlnx

1

dx
zlnx

“+o0o
(¢) Etudions donc /
2
Soit X > 2.

X
Alors /
9 zlnz

+oo
Nous avons lim In(lnX) —In(In2) = +oo et donc lintégrale /
2

X —+o00
—+o0

donc la série E —— diverge elle aussi
— N Inn

dr = [In |lnx|]§( =In(InX)—1In(In2)

dx diverge, et
zlnx

+oo )n
Ainsi, la série E
n=2

_1 est-elle simplement convergente sans I’étre absolument.
nlnn
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Exercice 16 :

1
Nous savons que Z = e
n=0
n2
1. Montrer que la série Z — est convergente et calculer sa somme.
n=0

(a) On remarque que la série commence a n =1
+00 n2
(b) Pour démontrer que la série E — est convergente, on utilise le critére de D’Alembert.
n!

n=1

Uny1  (m+1)7 nl n+1

= X — =
Uy, (n+1)! " n? n?
n+1 X n2
Comme lim = 0, le critére de D’Alembert montre que la série E — est convergente.
n—+oo n2 ‘ n!
n—

(¢) La recherche de la somme de la série n’est pas immédiate; il faut d’abord remarquer que
n?=n?—-n+n=n(n—1)+n, et que donc :

n> nn—-1)+4+n nh-1) n

n! n! n! n!

(d) Ensuite, nous écrivons différemment la somme de cette série :

X n2 _+°O nn—1) n
> 2\t
n=1 N n=1 N
o0 o0
n(n—1) n
= X Tl
n=1 n=1
o ol n!
1:2 n: n=1 n
o0 +oo
1 1
= 2 >
— 2 |
—m=2) —(n—-1)
+o00 +oo
1 1
D IEES
! |
=l =nl
= 2e
400 n2
(e) Donc, Z i 2e
n=1
n3
2. Méme ti la séri —
question pour la série Z o
n>1
n3
(a) La convergence de la série Z — se fait de maniere identique en utilisant le critere de D’Alem-
n>1 n:
bert : X )
(4Dl (1)
U,  (n+1)! " nd 3
. . _ (n+1)?
Et nous terminons la question en remarquant que lim -————— =0.

n—-+oo n3
L n?
La série E — converge donc.
n!
n>1
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(b) Nous avons, une nouvelle fois : n® = n3 —n? + n? =n?(n — 1) + n.
Ecrivons différemment la série :

nd n?(n—1)+n?
S - Z%

n>1" n>1
n?(n—1) n?
= Xt
n=2 n=1
= Y e
o —92)!
= (n—2)!

(c) Maintenant, c’est Z
n=2
Il est clair que n = (n — 2) 4+ 2 et que, donc :

no (n—2)+2 (n—2) 2
ZW_ZW_ZW+ZM

72)' que nous allons étudier.

n>=2 >2 n=2 n=2
g E E —+ 2e = 3e
n=3 n>0 n>0

3
n
(d) Et donc, nous avons E = 5e
n>1

3. Soitp € N.

L. nP
(a) Montrer que la série E — converge
n>1

C’est toujours le méme travail : le régle de D’Alembert :

Unt1  (n+1)° n!:(l—l—l)px 1

= Xi
Un (n+1)!  np n+1

1 p
Nous avons lim <1 + 7) X =0 et donc la série converge.
n

n——+00

n+1
nP

; nous pouvons déja remarquer que Sy = e, Sy = 2e et S3 = be

Nous appelons S, = Z —
n!

n>1
. n? . .
(b) Montrer que la somme de la série Z — est un multiple entier de e
n=1 ’

Nous allons faire cette démonstration par récurrence sur p.
— C’est vrai pour p = 0 puisque Sy = ¢

— Supposons que c’est vrai a ’ordre p, c’est a dire que la série E — est un multiple
n!

n>1
entier de e
— Démontrons le a ’ordre p+ 1
Ept+t
Nous appelons S7. | = Z e la somme partielle de la série Sp1. Nous avons alors :

k=1

n

Y ”k:pxk_z e
=Y G-

P+l K k!

_ Z (m+1)"

n—1
m=0
0

(o

k=1 : k=1 k=1

1)
En utilisant la formule du binéme, nous avons : (m + 1)” = Z

p
j=

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 127



Chapitre 3 Les séries numériques 3.7 Corrections d’exercices

Do :
ou § n—1 P » mj p P n—1 mj P » -
L (2 0)m) 2w ()s
m=0 \j=0 \/ j=o \J =0 \/

En utilisant les théoréemes sur les limites, nous avons
=~ (p =~ (p
lim SP = i Sp) = lim S7~
n—1>I—?i(-1c>o ptl n—l>r—|r-lo<> ZO (]) J ZO J rL—1>I-‘,I-1<>o J
j= j=

p
Cest & dire Spp1 = > (? ) S;.
j

=0

P
Comme 0 < j < p, S; est un multiple entier de e et comme (p) € N, nous avons Z (p) S;
J ; J
7=0
multiple entier de e
Ce que nous voulions.

: n? . :
Donc, pour tout p € N, la somme de la série Z — est un multiple entier de e
=i
—~(p
Nous avons méme démontré la relation S, = Z ( > S;. Par exemple :
j=0

o 51250:6

1
1
s (o (o (s
§=0
2
5E (- (oo (o (Ja-emons
§=0

Ce que nous avions déja!!

Exercice 17 :

Démontrer que la suite (uy,) définie par la relation de récurrence :

neN

ug € C et (Vn € N) (upy1 = upn + vp)

est convergente si et seulement si la série E vy, est convergente.
neN
Nous avons Up41 = Uy + Uy <= Up+1 — Uy = V. En faisant une sommation, nous avons :

n n

n
Zuk-H —Ug = ka = Upt1 = Up + ka
k=0

k=0 k=0

n
Ainsi, il est clair que lim w,; existe si et seulement si lim g vy existe, c’est a dire que la suite
n—-+oo n—-+oo
k=0
(u")neN est convergente si et seulement si la série E vy, est convergente.
neN

Ce que nous voulions
3.7.2 Pour aller plus loin (miscelleanous)
Exercice 18 :

Etudier la convergence des séries suivantes.
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. . , o1 1 . o1
La question ne pose pas de difficulté ; en +00, nous avons sin — ~ — et donc lim nsin — = 1.
n +oon n—+00 n

Le terme général ne tendant pas vers 0, la série est divergente.
5 +§ Vnlnn
' 1=1 7?/2 + 1

vnlnn Inn

. - Inn
3 ~ —. Nous avons montré que les séries du type E —— convergent
n?+1 +oo 2 ne

En +o0, nous avons

n2 n>2
+oo
. . . Inn . Vnlnn
si et seulement si @ > 1. Donc la série E —3 est convergente. Donc, la série PCEE est,
n>=2 n2 n=1 n”+
elle aussi, convergente
1
3. E (n)n? —1
n>1
C’est une question plus délicate!!
1 Inn . Inn
Tout d’abord, remarquons que (n)n? =en? et que lim —— =0.
n—+oco N

Un développement limité de e® au voisinage de 0 et & l'ordre 1, nous donne ¢* = 1+ = + z¢ (z)
ol lir%s (x) = 0.
z—

.. .. , . W Inn Inn Inn (Inn
En utilisant la composition des développements limités, nous avons : e n> = 1+——+—-¢c( — |,
n n n
et donc, au voisinage de +00, nous avons :
1 Inn Inn Inn [Ilnn Inn Inn (Ilnn
nn? —1l=en? —-1l=14+—+ —c|— | —-1= — e /—
(n) n? n? n2 n2 n2 n?
1 Inn
Nous avons donc (n)n? —1 =~ 3
+oo N

Inn Inn
Les séries du type E — convergent si et seulement si a > 1. Donc la série E — est conver-
n>=2 n>=2

1
gente. Donc, la série Z (n)n? — 1 est, elle aussi, convergente

n>1
4 1 .
. Z 7COE£

n=1

2
X
Un développement limité de cosx au voisinage de 0 est donné par : cosz = 1 — 1 + 22 (x) ot

ilgbs(x):o

.. 1 1 1 1
Donc, au voisinage de +oo, nous avons cos — =1 — — + —¢e | — | et :
n 2n?2  n?

1 1 1—14 1 n 1 (1) 1 n 1 (1)
—cos—=1-— —+ —c| - ) =—+ = | -
n 2n? an n 2n? n2€ n

bt 1
Donc, au voisinage de +00, nous avons (1 — cos —) N .
n/ +o 2n

: 1 . .
Les séries du type E — sont des séries de Riemann convergentes.
n>=2

- 1 .
Donc, la série E <1 — cos — | est, elle aussi, convergente
n
n>=1
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on —1\*"
g nz(n—i—l)

Et si nous utilisions le critere de Cauchy ? ?
. (2n— 1)2” B <2n— 1)2
n+1 S \n+1

o o2n—1 o 2 —1\*"
Comme lim = 2, nous avons lim =4
n4++m>7l+- n—+oo n—+1

2n
La série Z < 1 ) est donc divergente.
n

n>1
n?+2n+1
. S (")

242 1 2 2
Il nous est tout a fait possible d’écrire In (w) =In (1 + 771) et lim o 0.
n?+1 n2+1 n—+oo n2 + 1

2n >N 2n
n2+1/)fon2+1°

En 0, nous avons In (1 + x) %x, et donc, en 400, nous avons In (1 +

. 2n 2 2n 2
Comme nous avons aussi, en +00, —, nous avons aussi In | 1 + ——— | =~ —.
n2+1 +oo nZ+1/+on
. 2 T : R . n?+2n+1
Comme la série E — est une série divergente, il en est de méme de la série E In (W)

n
n>1 n>1
1+2+3+-+n
7.
Z 124224 ...4n2

n=0

Il y a quelque chose qui tient du jeu dans cette question (L’auteur est un facétieuz!). En effet,
dans les résultats classiques que nous devons tous savoir, nous avons :

1
— 14+243+4+- +n—Zk ”+ nin+l)

1) (2 1
— 12+22+32+42+...+n2:2k2: n(n+1)(@2n+1)
— 6
1+243+--- 1 6 3
Et donc Jr Rl +n:n(n+ )x = .
12 422 4 .. +n2 2 nn+1)2n+1) 2n+1
1+2+4+3 3
Donc, Z 12++ ;2 s = n2 = Z 1 qui est, bien entendu, une série divergente.
2
cosnx
8. jz: on
n=0
Il est facile de démontrer que cette série est absolument convergente, donc convergente. En effet :
cos na? 1
n | T on
. 1 . . cos na?
La série Z on est une série géométrique convergente et donc, la série Z om converge (par

n>0 n=0
Sn$2

les théorémes de majoration), c’est a dire que la série E est absolument convergente,
n=0
donc convergente.

n

a
9. aveca > —1
,%(1+a>(1+a)2-~(1+a>”
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Pour étudier sa divergence ou sa convergence, nous allons utiliser I’outil du critere de D’Alembert

Un1 a"t! x (1+a)(1+a)’(1+a)"| ’ a
Un, (14a)(14a)® - (14a)" an 1+a
L’étude de la fonction f (a) = ®  sur Dintervalle ]—1; +00[ montre que —1 < © < fisiet
1+a 1+a

: 1. .
seulement si a > —5. Ainsi :

n

a
* La série converge si et seulement si a > ——
2 T aural aray 2

, . a
* La série E

(1+a)(1+a)® - (1+a)

n

. . . 1
— diverge si et seulement si —1 < a < —5

neN
Remarques
Le < si et seulement si > de ci-dessus est, un tant soit peu, rapide!! Alors, faisons des
précisions
1
— Sia=——, alors 1 +a = =, de telle sorte que nous avons, pour le dénominateur :
i n(n+1)
2 n - k _ a 1 g _ 1 ;k — 1 2
(1+a)(1+a)-(1+a)"=]]0+a)"=]] (5 =(35)7 =35
k=1 k=1
1 1 n(nt1)
Et donc 5 — = =27 2
1+a)(1+a)---(1+4a) H(l""a)k
k=1
1 n
— D’autre part, a™ = <—§) , et donc :
N (n1) (n—1)
n —_1\" p) n(n n(n—
a . — = ( ) _ (_1)n2 3 -n _ (_1)n2 3
l1+a)(1+a)---(14a)" 2n
. . a” I D R .
La série devient donc Z = Z (=1)"27 2 qui est, bien

pen (1 +a) (1+a)2”'(1+a)n neN
entendu divergente

— D’autre part, I’étude de la fonction f (a) = 7 _T_ sur R\ {—1}, montre que si a < —1,
a

alors > +1.

a
Le < si et seulement si > est donc justifié.

+oo

10. Y (Vn2+n—n)

n=1

En voila une qui est des plus reposantes!!

(Va2 —n) (VAT r+n)  n24n_n?

n
vVni4+n—n= = —
vnZ4+n+n vnZ4+n+n  VnZ4+n4+n

Nous avouns :

n 1

n
ViZtn+n p 1+ l4n 14141

+oo
1 1
Et donc comme lim vn?2+n-n= lim — = 2 la série Z (\/712 +n—n) est
n=1

n—-+oo n—-+oo 1_|_ % + 1

divergente car son terme général ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo
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.
11. E n? sin —
2n

n>1

Utilisons le fait qu’au voisinage de 0, nous avons sin %x et que donc, comme lim on = 0,
n—-+oo

. 0
sin — ~ —
2" 400 27
. LT T
Ainsi, n?sin — ~ n?—
2" 400 27
+oo —+oo
;. n[) . 2 s np
Nous savons que les séries E — convergent si a > 1, et donc, E n o est du type E —- avec
a a
n=1 n>1 n=1
p=2eta=2
= 9 T - 9 .. T .
La série E " on converge ; donc, la série E n“ sin on converge, elle aussi.
n>=1 nz=1
<X 2nnl
12.
nn
n=1

La meilleure méthode semble étre, ici, d’utiliser le critére de D’Alembert :

Uppr 2" (n+1)In™ n"

Unp (n+ 1)n+1 onpl (n+1)"

Reste donc a calculer lim nin
n—+o00 (n + 1)
g 1
Rien de plus simple; il suffit de voir que n Z R = CESIE

nn

(n+1)" 1 . ) 1\"
Comme = =, il suffit de se rappeler que lim |14+ — | = e, de telle sorte que
n

n B 1 —
n , (1+2) n—+00
. Un+1
lim —t_ =2
n—too Uy e

2n

+oo
2 . -
Or, — < 1, ce qui montre que la série E
e

n=1
= 1
13. ) (1 - eﬁ)

n=1

converge.
nn

1
On peut, au départ, remarquer que lirf 1 —en = 0, mais que ceci est insuffisant pour décider
n——+0o0o

si la série est convergente.

On recherche donc le développement limité de e* au voisinage de 0.
2 3

T x . 1 .
Or,e* =14+z+ =Y + 3 +23¢ (7); comme lim — = 0, nous pouvons écrire :
n—+oo n

1 - 1 (1—|— 1 + ! + ! ) + L (1)
enm —1 — T i el
€ n  2n?  6n3 n3 \n

1 1 1
Ce qui montre que 1 —en = ——; ce qui termine de montrer que la série E 1—en est divergente.
n

+oo
n>1
—+oo
1 —1
14. 3" (ﬁ+1n<"n ))

1=1

n —

1 1
Le terme (f +1In ( >) peut s’écrire différemment
n
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En effet, ln<n_ 1) =In <1— l)
n n
z? 2

Au voisinage de 0, nous avons : In (1 —z) = —x — TR} +23¢ (z), et done, lorsque n est voisin
de +o0,

I (1 1) 1 1 1 N 1€<1)
nll—=-)=—->-—— — —— 4 —¢(=
n n  2n?2 3n3  n3 \n

1 n—1 1 1 1 1
Donc, en +o0, ﬁ—i_ln - :_W_SF—FEE —

. 1 n—1 1 .
Ce qui montre que, en +0co, | — + In ~ ———, et donc que la série converge.
n n +oo  2n2

Exercice 19 :
7 - s s ! n
1. Montrer que la série de terme général u,, = / (1 —+/x)" dx est convergente.
Jo

Ce n’est pas une question difficile, parce qu’il est tres facile de calculer u,,.

d 1
Effectuons le changement de variables u = 1 — /x; alors, ﬁ = NG — dr = —-2(1 —u)du.
Donc :
1 0
/ (1 —\/E)ndx: —2/ (1 —w)u"du
0 1
1
= 2/ u” — u"du
9 1
| |:un+1 un+2:|
B n+1l n+2l,
1 1 }
= 2 _—
n+l n+2
1 1 .y .
Nous avons donc u,, = 2 — et nous allons nous intéresser aux sommes partielles
n+1l n+2
n
Sy = Zuk
k=0
So=Y = 5=3 2 (- i)
— Pt k+1 Ek+2
n
1 1
B 2{ k+1 & 2}
okt +
1 |
- oS T
{k_?kJrl 2k20k+2
n—+ n—+
1 1
{k—l k k=2 k
- 2{n+11+1 ntly 1 }
- k = k' n+2
B 2
B n+2

D’ou, lim S, =2, et la série Z Uy = 2

n—-+oo
neN

2. Etudier la convergence, de la série de terme général u,, = / Vsinz dx pourn > 2
Jo
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i ks 37X 3
z z 21 9 2 1
Og/ \/Sinxdzg/ Vedr = {:c;} X
0 0 3

. 1 . . .
La série E —5 est une série de Riemann convergente; donc la série E

n>1 nz n>2
convergente

Vsin x dm) est

0

Exercice 20 :

L. ., Inn!
Pour quelles valeurs de a € R, la série de terme général u,, = —— converge-t-elle ?
n

n
= Premieérement, il faut remarquer que Inn! = Zln k, et il n’est pas hors de propos de nous

k=2
intéresser a la fonction In : [1; +00] — R, laquelle est croissante.

k k k+1
Donc, pour £ € N* et £k > 2, nous avons / Intdt < / Inkdt = Ink et / Intdt >
k—1 k—1 k

k+1
/ In kdt = In k, de telle sorte que nous ayions :
k

k k+1
/ Intdt <lnk < / In kdt
k k

-1
= En faisant, maintenant, la somme de k = 2 jusqu’a n, nous avons :
n k n n k+1
Z/ 1ntdt<Zlnk§Z/ In kdt
k=27k-1 k=2 k=2"Fk

Et donc : 1
/ Intdt <lnn! < / In kdt
1 2

n n+1

Nous avons/ Intdt = [tInt — ¢]] = nlnn—n+1 et / Inkdt = [tInt — 3™ = (n+1)In(n+1)—
1 2

(n+1)—2In2+ 2 et donc :

nlnn—n+1<lhn!<(n+1)In(n+1)—(n+1)—2In2+2

<
| _
o 1 N 1 < Inn! <(n+1)ln(n+1)7n+1 2—2In2
Inn  nlnn " nlnn nlnn nlnn nlnn

Clairement, nous avons

Jim (1_%+ 1 ): - ((n+1)ln(n+1)_n+1 2—21n2):1
nn

n—-+oo nlnn n—+o0 nlnn nlnn nlnn

Inn!
De telle sorte que nous pouvons conclure que lim =
n—+oo nlnn
= Ce qui veut dire qu’au voisinage de 400, nous avons Inn! ~ nlnn et donc, qu’au voisinage de
+oo

nlnn Inn
+00, nous avons u,, ~ =
+oo no nafl

. Inn . .
La série — ne converge que si a —1 > 1, cest a dire a > 2
E oy
n>=2
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Exercice 21 :
Voici un exercice qui pose peu de difficultés
EKp@-)(@=2)...(a-n+1)]

1. Etudier la série Z - " - a
n!

n=1

a<1.

ou x est un réel donné quelconque, et 0 <

Une fois de plus, c’est le critere de D’Alembert qui nous sera utile :

Upy1  Je(z—1)(x—2)...

(x—n+1)(z—(n+1)+1)]a"t

n!

(n+1)!

Un
|z —n|xa

n+1
nl—

|(
(1
1-

im
novoe (L)
Comme 0 < a < 1, la série converge.

=a0—F

3\>—A3\%~2

|
)

—_

3\&2

=a

_|_

3=
~—

=38

lim a
n—-+oo (1—|—

Or,

=1, c’est a dire que

|z (z—1)(z—2)...

lx(z—1)(z—=2)...(x —n+1)|a®

(x —n+1)|

2. En déduire la limite de la suite de terme général u,, =

a’ﬂ
n!

Comme la série converge, son terme général tend vers 0, on en déduit que

[z (x—1)(x—2)...
n!

— 1
lim (z —n+1)|

n—-+o0o

Exercice 22 :

Dans cet exercice, on suppose o > 1

—+o0
1. Démontrer que nous avons g
n=2

1 1
(TL— 1)&71 na—l

a® =0

n
v 4z . 1
On s’intéresse aux sommes partielles S,, = E —
k=2
Nous avons :
n n—1
1

1
1 _Zk‘o‘_l :Z La—1

k=2 k=1

- 1
Sn: a_
D

hm
n—-+4oo

):1

lim
n——+oo N

1 1
(n B 1)0(71 no—1

Comme « > 1, nous avons 7 = 0 et donc

+oo

>

n=2

2. Montrer que, pour tout réel B > 0 et tout t € [0;1], nous avons (1 — t)ﬁ

Nous considérons la fonction f définie sur [0;1] par f (t) =
La dérivée de f, notée f’, est donnée par :

Fey= —pa-0""
= —Ba-t)"" A+t~
—BA-)"(t(B+1))

“1
D=t
k=2

11"

S, =1, c’est a dire

—_

<
1+ 5t
X (14 pt).

X (1+8t)+ (1t
(1-1)
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Pour ¢ € [0;1], nous avons (1 —¢)°™" > 0 et t (8 + 1) > 0, et donc, pour ¢ € [0;1], f/ (£) <0, c’est
a dire que f est décroissante sur l'intervalle [0;1].
Et donc, pour tout ¢ € [0;1], nous avons f (¢t) < f(0) =1, c’est & dire que, pour tout ¢ € [0;1],

8 5 1
1-t)" x(1+p8t) <1< (1-1)" <
(1=0)"x (1+51) -1 <5
o a—1 1 1
3. En déduire que, pour tout n > 2, nous avons < — —
ne (n _ 1)(1 nozfl
1
Voila une question qui ne pose pas trop de difficultés. Il faut utiliser I'inégalité (1 — t)ﬂ < T
1
en posant, pour n > 2,t = — et = a — 1. Nous avons donc :
n
(1 1)‘“< 1 P 1 ne=1
- ST o7 & < - = 3
n 1+ 95 n <1_l)a (n—1)
n
—1 a—1
C’est a dire que < " — —1
n (n—1)
no~t 1 1
Or ————~ —-1= no1 ~—T — ——7 | ce qui veut dire que :
(n—1) (n—1) ne
a—1 1 1 1 a—1 1 1
<n — — <~ < — —
n (n o 1)04 na—l ne (TL o 1)a n(x—l
Ce que nous voulions
4. Conclure
o, a—1 1 1 Lo <
Nous avons obtenu I'inégalité —— < ( 1)a_1 — —— laquelle est équivalente a
n n — n
1 1 1 1
o < a—1 1
ne a—1 (n—1) ne—
+00 1
Nous savons que la série Z <(n N 1)()(71 — TLO‘_1> est une série a termes positifs convergente.
=2
Donc, par les théoremes de majoration 3.2.1 nous concluons que si o > 1, alors les séries Z —
n
n=1

convergent.

Exercice 23 :

n

Etudier la série E Uy, OU Uy = E

n=0 k=0

b
(n—k)k!

Voila une question qui ne devrait pas poser trop de difficultés.
* Tout d’abord, un compagnonnage de longue date des mathématiques nous pousse a tourner notre
regard vers les coefficients bindmiaux. En effet, nous avons :

n n!
Ci= (k) " (n— k)R

1
), de telle sorte que :

) N A 1 _ k _
Cestadlre(n_k)!k!—mcn—n!<

=) (n— k)& EZC"
k=0 k=0

3

ol
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n

* Cest ici quintervient la fameuse formule du binéme : (a + b)" = Z CkaFbn =k de telle sorte que

k=0
nous pouvons écrire :
- 1 on
— - k n—k _ n__ 4
un—z( ke ZC k1 (D" ==
k=0
2'I'L
* La série Z u, est donc la série Z - qui est convergente (Utiliser D’Alembert)
n>0 n>0 n
n
* La somme de cette série est facile & connaitre. Nous avons Z — 7 e?
n>=0
Exercice 24 :
. . .. 1 1
1. Soit la série de terme général u,, = a,, — a1 avec a,, = 1+ 3 +---+ — —Inn.
n
1

Montrer que u, ~ —
+oo 2n2

1 1 1
Evaluons u,, ; nous avons u, = ——— +In(n+1) —lnn=———+1n (1 + f).
n+1 n+1 n

1 1 1 1 1 1
En utilisant les développements limités, nous avons u,, = — 4+ —-———4+-—+ =€ (7)
n+1 n 2n2 3n® n3 \n

Tous calculs faits, nous obtenons :

1 1 1 1 1 n? 1 1 1
U D) ‘W*%*W(a) T3 (nt 1) +%+$€(5)
n? 1
Ce qui montre que, au voisinage de +00, nous avons un 7 m +OO oz

2. En déduire la convergence de la suite (an),, oy

De la question ci dessus, nous déduisons que la série E U, converge.

n>=1
n

Considérons, maintenant, la suite des sommes partielles :5,, = E Uy ; NOUS avons hm Sh
n—> o0
k=1
or :

n n n+1

Sp = ur =3 (ar—ars1) = Zak_zak+l —Zak—zak—m An+1

k=1 k=1
Ce qui montre que a,41 = a1 — Sy, et que, donc, liIJIrl Gnt1 = a1 — L.
n—-+oo

La suite (a,),cy converge donc, et sa limite est appelée la constante d’Euler.

Exercice 25 :

Soit (un), ey Une suite décroissante de réels positifs.

1. On suppose que la série E U, converge.
neN

(a) On pose S,, = ZU" Donner hm Son — S

n—-+400
k=0

Comme la série E U, converge, nous avons lim Sy, = lim S, = S, d’ou, bien sur,
n—-+oo n—-+00
neN
lim S5, —S5,=0

n—4oo
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(b) En déduire que lim 2nug, =0

n—-+o0o

Nous avons Sy, — .S, = Zuk — Zuk = Z Ug
k=n+1
Comme la suite (u")nGN est une sulte décroissante, pour tout k = n 4+ 1,--- ,2n, nous avons
2n
U = Uoy,. Alnsi, Z uy = Z Ugy, = NUay,
k=n-+1 k=n-+1

Nous avons donc Ss,, — S, > nus, > 0, d’ou, par encadrement, nous tirons 1irJIrl nug, = 0 et
n——+00

donc, par multiplication par un scalaire, lim 2nus, =0
n—-+oo

(¢) Conclure que lim nu, =0
n—-+4oo

Comme nous avons lirf 2nusg, = 0, il faudrait aussi montrer que 11111 (2n + 1) ugny1 = 0.
n——+00

Or, (2n + 1) ugpt1 = 2nuU2n41 + Uonyt1; de la décroissance, nous avons ugy,+1 < Uz, et donc

(2n + 1) ugpt1 < 2nug, + ug,. Comme nous savons, puisque la série E u, converge, que

neN

lim w3, = 0, que nous avons démontré que lim 2nus, = 0, nous avons bien, par les
n—-+oo n—-+oo

théorémes de majoration, lim (2n +1)wugpt1 =0
n—-+o0o

Nous en concluons donc que lim nu, =0
n—-+oo

2. Soit a > 0 et on suppose que E n“u,, converge. Montrer que lim n®tly, =0
n——+oo
neN

Nous allons procéder comme pour la question précédente.
n

— Nous posons, une nouvelle fois, S,, = E k%uy ; et nous avons toujours hIJIrl S, =S5, et donc
o0

n—

. k=0

lim Sy, —S,=0
n—-+oo

2n
Or, So, — S, = E k%uy, et pout tout k =n+1,---,2n, nous avons k“ = n® et up > ua,
k=n-+1
et donc :
Son g k%uy, > E n%ug, = n*ug,
k=n-+1 k=n-+1

Ainsi, de I'inégalité 0 < n®*us,, < So,—Sp, nous déduisons, par encadrements que lim n®luy,, =

n—-+o0o

0
— Nous avons (2n)

. o . . 1
Comme lim n*tluy, = 0, nous déduisons que lim 2T n®*tluy, = lim (Zn)QJr Uy, = 0
n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

— D’autre part, nous avons 0 < (2n 4 1)* ug, 41 < (20 + 1) uy
Nous avons aussi :

1
a+ Uy = 2a+1no¢+1u2

2n-

N N m a+1
(27’L + 1) G U2p = (27’L + 1) + X (2717aﬂugn
(2n+1)*" atl, ( 1 )OHr1 a+l
= T (2 1+ — 2 n
(2n)~ ! x (2n) ton) (@0 )

1 a+1
Or lim <1 + 2—) =1let lim (2n)a+1 Uoy, = 0; donc 111:[_1 (2n + 1)0"|r1 Uy =0
n

n—-+oo n—-+4oo

De l'inégalité 0 < (2n + 1)a+1 Usnt1 < (2n + I)OH'1 Usy,, nous déduisons que :

lim (20 + 1) ugpyy =0

n——+o0o

Clest a dire que lim n*tlu, =0

n—4oo

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 138



Chapitre 3 Les séries numériques 3.7 Corrections d’exercices

3.7.3 Etude de convergence des séries numériques et calcul des sommes

Exercice 26 :
1

n3 —9n

On considére la série E

n>4

1. Cette série est-elle convergente ?

L 1 1
Nous avons, au voisinage de +00, ——— ~ —
ns —9n +oon
1 =
Or, la série E — est une série de Riemann convergente, donc la série E o est convergente.
n n3 —9n
n>1 n=4

2. Décomposer —
n3 —
A B C

n + n—3 * n+3
C’est une question classique et....fatigante!!

en éléments simples, c'est a dire trouvez A, B, et C, tels que : —— =
n3 —

Nous avons

A B C A(*=9)+Bn(n+3)+Cn(n—3) (A+B+0)n®+ (3B—-3C)n—9A

E+n—3+n+3: n(n?—29) n(n?—09)

D’ou nous tirons, par identification :

A+B+C= 0 a- L
B-C= 0 < 19
-94= 1 B=C= I

1

3. En déduire la somme de la série E —
n3 —9n
n>4

n
Nous appelons comme toujours .S,, = Z B _on et nous avons :
k=4

"o " A B X C
S":k;k?)—%: DS R Dy R Dy

k=4 k=4 k=4
n A+n—3B+n+3
kzzélk k:lk k:?k
C(E4a A A A A A A
BV R = R R
“B B B B B B B
- ;E+T+5+§+Z+€+E
“c c c c cC c c
+ k:7ﬁ+n—2+n—1 g+n+1 n+2 n+3

Et donc, en simplifiant et regroupant, nous avons :

3n2—6n+2) < 3n? +12n+ 11 )
n(n—1)(n-2) n+1)(n+2)(n+3)

37 49
Sy ><60+ ><30+( +C)(

3n2 +12n + 11

2 _
Comme lim (A+C) (M> = lim C ( ) = 0, nous avons
n n—+oo (

&7 0 (n—1)(n—2) n+1)(n+2)(n+3)
37 49 1
lim S, =AX —+BXxX —=—
n3 oo “60 TP 30T 1
. 1 1
Ainsi, nous avons Z T on — 15

n>
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Exercice 27 :

1
1. Etudier la convergence de la série : Z In (1 — —)

n2
nz=2

1 1 1
Comme, au voisinage de 0, In (1 4 z) ~a, qu’en +00, hIJIrl — = 0, nous avons In (1 — —) ol
oo n 0 n

+oo
L 1 L. . - 1
Or, la série E — est une série de Riemann convergente, donc la série E In{1— — ) est conver-
n

2
n
n>1 n=2
gente.

1
2. Calculez la somme de la série Z In (1 - —2)
n

n=2

n
1
Comme a chaque fois, nous allons utiliser les sommes partielles .S,, = Z In ( 1-— ﬁ)
k=2

- 1
Auparavant, il faut recalculer Z In (1 — ﬁ)
k=2

Zln (1— —) = zn:ln(k2_1>

= > (In(k*—1)—2Ink)

k=2
n
= Y (n(k+1)+In(k—1)—2Ink)
e n n
= Y In(k+1)+ Y In(k—1)—2) Ink
— k=2 k=2
n+1 n—1 n
= Y In(k)+ > (k) -2 Ink
k=3 k=1 k=2
On regroupe maintenant tous les termes communs aux 3 sommes et nous avons :
n—1 n—1
Sp= Y I(k)+hmn+n(n+1)+m2+> In(k)—2n2—2mnn—2 In(k)
= k=3 k=3
= —lnn+ln(n+1)—In2
1
= 71n2+1n<1+7)
n
. 1 .
Comme lim In (1 + 7> =0, nous avons lim S, = —1In2, et on conclue que
n——+oo n n—-+4oo

Zln(l——) =—In2

Exercice 28 :

Si (Vn),cn €st une suite numérique tendant vers 0 et si a, b et ¢ sont trois réels vérifiant a +b+c = 0, on
pose pour tout n € N : u, = av, + bv, 1 + cvpio
Montrer que la suite de terme général v,, converge et calculer sa somme.

n
Nous appelons S, = Z U

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 140



Chapitre 3 Les séries numériques

3.7 Corrections d’exercices

Alors :

n
Z (avg + bvg41 + Cvgt2)

k=0
n
Z k+vak+1+chk+g
i n+1 n+2
ka+bZUk+Cka
k=0
ka+vo+v1 +b ka+vl+vn+1 oD vkt vns1 + vngo
k=2 k=2 k=2

a(vo +v1) +b(v1 +vpt1) + ¢ (Vny1 + Vng2)
avy + (a+b) vy + (b+ ¢) Vg1 + cvpto
avg — CV1 — QUp41 + CUpg2

Comme, par hypothese, lim wv,y; = lim wv,yo =0, nous avons lim S, = avy — cvy
n—-+o0o n—-+o0o

n—-+o0o

Ainsi, la série E u, est-elle convergente, et admet pour somme avg — cvy

n=0

Exercice 29 :

n
. \ Yo Ve Ve —_ 242 . yond
On considére la série de terme général u,, = / e~V dt. Etudier la convergence de cette série.
0

0
* Une premiere remarque, c’est que, pour n = 0, nous avons ug = / dt = 0, de telle sorte que nous
0

considérerons, désormais, que n > 1

dx
* Nous faisons le changement de variable x = nt. Alors ik Et donc, nous avons :

2 2
n n n
242 72d1‘ 1 _ 2
unz/e"tdtz/ em—zf/ e dr
0 0 n nJo

2 2

n 1 n
2 2 2
Pour tout n > 1, nous avons / e ¥ dx :/ e * da:+/ e ¥ dx
0 0 1

Comme la fonction e~

Up = —

n
@ ogt positive sur [1;712], nous avons / e~ dx > 0, de telle sorte que
1

2
1 (" 1 /! 1
/ e_”zdsc>f/ e Tde = K x —.
nJo n Jo n

Le terme général u,, est donc minoré par le terme général d’une série divergente et la série E Up,

diverge

Exercice 30 :

n>1

Le < critére de condensation > de Cauchy

1. Soit (an),cy une suite décroissante de réels positifs. Démontrer que la série E an converge si et

neN

seulement si la série E 2"agn converge

neN

n n
Nous allons appeler S,, = Z ug et T,, = Z Qkuzk.

Il faut remarquer que les suites (Sy),cn €t (Th),,cy sont des sommes de suites a termes positifs,
donc croissantes.
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x Pour tout k € N, nous avons 2¥ < 2% 4+ j < 281 avec j € Net 0 < j < 2%,
Comme la suite (ay),,c est décroissante, nous avons, pour 0 < j < 2F 1, ages1 < Aok 4 < Aok,
c’est a dire, en I’écrivant dans un tableau :

Agk+1 § Aok < Aok
Aok+1 < Aok 41 < Aok
Agk+1 < a2k+j < Aok
Agk+1 < Aok 1ok _9 < Aok
Agk+1 < Aok 1ok 1 < Aok
En additionnant, nous obtenons :
2F—1

Qk&2k+1 < E a2k+j < 2ka2k
7=0

Puis, en sommant de £ = 0 & k = n, nous obtenons :

n n 2k _1 n
2k < <) 2k
Aok+1 X a2k,+j X Aok
k=0 k=0 7=0 k=0

* Regardons de maniere plus précise E 2% qor+1. Nous avons :

k=0
n 1 n
E 2ka2k+1 = 5 E k+1a2k+1
k=0 k=0
n+1
1
= - E QkQQk
2
k=1
+1
= = Ggk — 1
2
k=0
ay
= = 1 — —
2 "t
n 2k _1
* Regardons, de maniere tout aussi précise E E agr; |- En fait, nous avons :
k=0 \ j=0
n 2k 1 2" —1
E E a2k+j = E ap = Sgn_l
k=0 \ j=0 k=0

1 a
* Nous avons donc : §Tn+1 - 51 <G T

—> Supposons que la série Z a, diverge, alors lim Son_1 = 400 et donc lim 7T, = +oo et
n—-+o0o n—+4o00

neN

la série E 2"agn diverge

neN

4 - . . . 1

—> De méme, supposons que la série g 2"agn diverge, alors lim T, = 4o00,donc lim —=T,41—
n—-+oo n—+oo 2
neN
ay . . - , . .
5= 400 et, pour terminer, lim Ss»n_; = +00; ainsi, la série E a, diverge.
n—+oo

neN
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= Supposons maintenant, que la série Z a, converge et soit S sa somme. La suite (S, ), o est

neN
croissante, et donc, pour tout n € N, nous avons S,, < S.
IR, a .
De l'inégalité §Tn+1 — ?1 < Son_1, nous tirons Ty 11 < a1 + 253~ 1 et donc Th, 41 < a; + 285,

La suite (Tn)neN est, elle aussi, croissante et, dans notre cas, majorée, donc convergente et

donc la série g 2"aon converge

neN
=—> On démontrerait, de la méme maniere que si la série Z 2"agn converge, il en serait de méme
neN
de la série Z an
neN
En conclusion, la série Z a, converge si et seulement si la série Z 2" agn converge
neN neN

2. Applications :

o 1 . .
(a) Montrer que les séries E —, convergent si et seulement si o« > 1
n
n=1

Nous allons, bien entendu, utiliser le critére de condensation de Cauchy.

1 1 1 2"
En posant a,, = vt nous avons Ggn = o o et 2"%agn = ona = gn(l—a) — (2(1—@))”7
et nous avons Z 2" agn = Z (2(1_0‘))n
n>1 n>1

n
Nous avons 0 < 2(1=%) et la série Z (2(170‘)) converge si et seulement si 2% < 1, c’est &
n>1
dire si 1 — a <0, c’est a dire a > 1

Ce que nous voulions.

(b) Montrer que les séries Z
n

ﬁ convergent si et seulement si p > 1
nn
n>1

1

De méme, en utilisant le critére de condensation de Cauchy, si nous posons a, = (17)1),
n(Inn

1 1 1
27 (In27)P 27 x np (In2)? ¢ @2 n? (In2)?

nous avons asgn =

1
5 converge

1
La série ———— converge si et seulement si p > 1, et donc la série _
; n? (In2)? & b= Z n(lnn)

n>1
si et seulement si p > 1

Exercice 31 :

Soient (un),cy €t (vn) deux suites de réels strictement positifs.

neN

i . Y, . Un+1 Un+1
1. On suppose qu'a partir d’'un certain rang nous avons b < 22 Montrer que u, € O (vy,)
Unp, Un,
: N . Up+1 Un+1
Soit ng € N, le rang a partir duquel nous avons —— < ——. Alors, pour n > ng, nous avons :
Unp, Un
u v
no+1 < no+1
Ung Ung
Uny+2 Ung+2
<
Uno+1 Uno+1
Unp—1 Un—-1
<
Up—2 U%—Q
n n
<
Un—1 Un—-1
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En multipliant termes a termes et en simplifiant, nous obtenons :

(7 v (7

Un,g Ung Un Ung

Ung

<~ u, < kv,

Ce qui montre que u,, € O (v,)
Ainsi, si la série E uy diverge, il en est de méme de la série E v, et d’autre part, si la série
n>0 n>=0
E vy, converge, il en est de méme de la série E U,
n=0 n>=0
u 1 « 1 1 . 1 T ’
2. On suppose que B gy (f aveca >1et lim e| — | =0. Montrer, a I'aide d'une
n n n n n—-+oo n
comparaison avec une série de Riemann que la série E Uy, converge
n=0

Up+1

Nous avons, la un développement limité de la fraction
Unp

1
Soit 3 € R tel que 1 < 8 < « et nous considérons la suite (v, ),y définie par v, = -5 Alors :
n

Unt1 _ nP _ 1 _ 1 _ (1+1>B
Up, (n+ 1)ﬁ (":7;)[1 (1 + %)5 n

1\ P
Un développement limité de (1 + 7> en +oo est donné par :
n

(1+0) =2 )

Au voisinage de +00, nous avons :
1 1 1 1 - 1 1
(12 2e(D) -2 B (2) - 250 2 )
U, Un, n n \n n o n n n n n
un+l _ Un+1 <

f-a X . .
< 0, et a partir d’un certain rang, nous avons <0,
n Up, Up,

Comme § < «, nous avons

N . unJrl UnJrl
c’est a dire <
Unp, Un

1
Comme la série Z Vp = Z —5 converge, d’apres la question 1, il en est de méme de Z U
n

n>1 n>1 n=0
R, Upt1 a 1 /1 . 1
3. On suppose , cette fois ci, que —— =1— — 4+ —e|( — ) aveca <1l et lim | — ) = 0. Montrer
Up, n n n n—+00 n
que la série Z u, diverge
n=0
La résolution est tout a fait semblable
1
Soit B € R tel que 0 < a < B < 1 et nous considérons la suite (vy,),cy définie par v, = -5
n
Alors :
Vnt1 nf 1 1 1\
= B~ rl? F - Uty
e ()T RS (L) "

1\~ P
Un développement limité de (1 + 7) en +oo est donné par :
n

(1e0) =0 )

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L, Jean-Luc EVENO(®© page 144



Chapitre 3 Les séries numériques 3.7 Corrections d’exercices

Au voisinage de 400, nous avons :

" n 1 /1 1 1 - 1 1
uH_uH:(1_g+,g<f))_(1_é+i51<i)):/3 a%g,(f)
Up, Un n n n n n n n n n

-« . . . Un+1 Un+41
Comme «a < 3, nous avons > 0, et & partir d’un certain rang, nous avons —ntl Tl 0,
Uy, Up
< oq. Un4d Un+1
clest a dire —FL > I+
Unp Un
. 1. . . .
Comme la série g Uy = g —3 diverge, d’apres la question 1, il en est de méme de E U,
n
n>1 n>=1 n>=0

Exercice 32 :

1
. .. . dx
Etudier la série nio Uy OU Uy = /0 TP BT SRS Y
. 1 oo ,.

* Soit f (x) = 1 ‘fx R R SRR S définie sur l'intervalle [0; +1]. Nous avons f (0) =
let f(1)= .
J n+1

1— :CnJrl
% Pour z € [0;+1[, nous avons 1 +z + a2 + 2% + -+ + 2" L 4 2" = I et donc, pour z €
-z
l—z 4 - R S
[0; +1[, nous avons f (z) = g L’étude des limites aux bornes montre que 913%?1 Tl =
x

ce qui montre que f (z) = — o est continue sur [0; +1] (Toute méthode de calcul est

n+1’ 1—gnt
bienvenue, en particulier lutilisation du rapport de dérivation)

1 1
d 1-—
De telle sorte que u, :/ "T :/ ac dzx
o l+z+a2+ad+--+ant4am J; 1—antd
-z

* Nous avons, pour z € [0; +1], ngar_loo T il =1-ux.
1 22711
Démontrons que lim wu, = / 1l—zdx = |z — —} = —, de telle sorte que, comme lim wu, #
n——+o0 0 21, 2 n——+o0o

0, la série g uy,, diverge grossierement

n=0
= Tout d’abord,
1
Uy, — / 1 — zdz
0

S n
= /Ol_W(l(le))dz

1 ntl (] —
= / et (-2 dx’
0

1 — gntl

/Olmnﬂ (1-)

1 —gntl
= D’autre part, comme 0 < z < 1, nous avons 0 < xntl LpusO<1l—z<1let0< 1—zntl

dx

N

1—
1, de telle sorte que 1(73;1 > 0, et donc
—x
! n+1 (1 B :E) d _ ! n+1 (1 LE) d
01‘ 1— gt | Ox 1— gt ™
: (1—=)
= Ensuite, nous avons Tt < 1. En effet :

(1—2) C(l—z)— (1—a"th)  gntl g
1—gn+l  ~ 1—gnt! T 1—gntl
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n+1_1,

T < g
Comme 0 < z < 1, nous avons 0 < 2™ < = < 1 et donc 1t < 0, c’est a dire
—x
(1-2)

1 —gntl

(1—-x)

T nitl et d’en étudier
—x

Une autre possibilité aurait été d’utiliser la fonction ¢ (v) =

les variations ; relativement simple
1 1 1 271
1—x 1—2 ke 1
= Donc / " (7)1 r = / x”“(i)ldx < / 2"y = { } —
0 1—aznt 0 1—ant 0 n+2l, n+2
1
Uy, — / 1 — xdzx
0
Ce que nous voulions
Quod erat demonstratum

Donc lim
n—-+oo

1
=0 et donc lim un:/ 1f:cdx:1
0 2

n—-+oo

Exercice 33 :

1
1. Soit f : [0;1] — R une fonction bornée. Montrer que la série Z (—1)"/ a" f (z) dx converge et
n>0 0

' f (@)

que sa somme est /
0

a 0
n 1-—(—1 n+l n41 1 f ) (1= (=1 n+1 L+l
Nous avons (—1)k ah = (=) @ et donc S,, = / o ( 1( ) )da:

P 142z +
L () f g™t
— Nous avons donc S,, — ————dx et donc :
o 1+ x
L f (@) LIS ()]t
Sp — ——dz| < / —dx
o 1+=x 0 1+
— Comme f est bornée sur [0;1] il existe M > 0 tel que pour tout = € [0;1] nous ayions
|f(z)] < M. ,
D’autre part, pour x € [0;1], nous avons 0 < 172 S < 1, de telle sorte que nous ayions :
1 n+1 M
0 1 +x
LIS ()]t ' f(x)
D’ott nous déduisons que lim ~——————dx =0etquedonc lim |S,, — / dr| =
n—+oo Jq 1+ n—+00 0 I+
1
0, c’est & dire hm Sn /(@) d

n——+oo o 14+=2
Quod erat demonstratum

Application

1
Pour u,, = / x" sin (mx) dx, donner la somme de Z (—=1)" up,
0

n=0

T .
S180

dx

1
2. Notons u,, = / a" sin (rx) dx. Montrer que la série Z u, converge et que Z Uy, = /
0 0 xr

n=0 n=0

n
Comme toujours, appelons S,, = Z U,
k=0
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Nous avons alors
nooal 1 n i 1 1 — gntl
S, = /x"sin T dx:/ sin (mx T dx:/ sin (mx) X ———— dx
>, wnsintre) de = [ in(ra) (3 [ sin nz) xS

De telle sorte que :

1 1o n+1 1
sin (7rz sin (7z) © sin (7wz
o l—= 0 1-2z o | 1—2
sin (7x) , )
Appelons ¥ (z) = S et démontrons que ¥ est continue sur [0; 1].
-z
Le seul souci se pose en z = 1.
sin (wx sin (mx
Le rapport 1 (rz) =— (7r1) est un rapport de dérivation de la fonction sin (7z) et :
_z T —
lim M =TCOSTT = —T
=1 x—1
. ) sin (7x)
De telle sorte que lim ¢ (z) = lim —————= =7
z—1 x—1 x—1

On peut donc prolonger ¢ par continuité en x = 1 en posant 9 (1) = 7.
1, fonction continue sur le compact [0;1] y est bornée, c’est a dire qu’il existe M > 0 tel que,
pour tout x € [0;1], ¢ (x)] < M. Ainsi :

1 1
Sn_/ sin (7x) i </
0 0

1—=
! sin (7x)
so- [ s
0o 1—=

sin (7x)

xn+2 :| 1 Mn+2

1
:v"+1dx</ Mx"“dx:M{ =
0 n+21, n+2

1—=x

Nous avons bien lim
n—-+4oo

1 .
=0, c’est a dire Zun:/ Mdm
0

1—=x
n=0

1 ¥

sin (mx sinz

Pour démontrer que / # dr = / dx, il suffit de faire des changements de variables
0 -7 o T

. . U du U
* On fait un premier changement u = 7z <= x = — et donc P m <= — = dz. Nous avons

0 x ™
alors : .
. T . d —_—
/ sin (7x) do — / smz; du / sinw_
o l-=z 0 (1_7> ™ o (m—u)
7r
* Nous faisons le second changement de variables v =7 —u <= u=m — v et d—u = -1 <<
v
du = —dv. Nous avons alors :
/’T sinu du = /0 sin (7 — v) Cdv— /7r sin (7 — v) o
0 (ﬂ- - u) T v 0 v
T . T .
Comme sin (m — v) = sin v, nous avons / w dv = / Sy
. o 0 v o v -
C’est a dire / M dx = / Sy dv, et nous pouvons conclure que Z Uy = / S dx
o l—= o U 0o T
n=0
—1)" 1 a1
3. Soit a > 0. Montrer que Z (=1 :/ v dx
n+ o o 14+
>0
n L 1— (71)n+1 :L'n+1
Appelons P, (z) = Z (—1)" z* ; classiquement, nous avons P, (z) = et donc :
= 1+
n a—1 n nta
a—1 _ k kta—1_ T (*1) T
P, = -1 =
ot ) =3 e - £ G

k=0
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En passant a l'intégrale, nous avons :

1 n i 1 1 xafl 1 (71)” anra
[t =SS [kt [ g PO
0 = 0 0o 1+= 0 1+

n 1 n k+a 1 n (_1)k
x
Nous avons E (—1)k/ ahroldy = E (—1)k = E
k=0 0 k=0 atk otk
n k 1 a-1
En applelant S,, = E (=1) nous allons démontrer que lim S, = / dx
" otk notoo " Jo T4a
1 _a—1 1 n _n+ta 1 nta
-1
Sn—/x dx:/%dxg/x dx
o 1+=x 0 1+ o 1+=x
1 1 .
Comme z € [0; 1], nous avons 1 <14z < 2 et donc B < T < 1. Des lors
x

1 nta 1 nta+l 71 1
/ x dmg/x""’adx:{x } =
o 14+= 0 n+a+lly nt+a+l

1, a—1
Snf/ x dr| = 0 et donc lim S, =
o 1+=x

n—-+oo

Comme lim —— = 0, nous avons lim
n—s+toon+a -+ 1 n—+o00

1 a—1 —1\" 1 _a—1
/ a: dx, c’est a dire Z (=1) = / x dx
o 1+=z Synta o 1+z

QED, ce que nous voulions.

Exercice 34 :

Soient « € R et f : [0;1] — R telle que f (0) # 0. Etudier la convergence de la série de terme général

1 % n
u,,,,—na/o ™ de

La difficulté dans cet exercice, c’est que l'intégrale dépend de n.
D’autre part, comme ¢ € [0;1], lim " = 0, de la continuité de f, il est loisible de penser que
n

) —+00
Jim £ (") = £ (0).

Nous allons démontrer que /0 B f@m dt ol @
= Premieérement, nous avons @ e f(0)dt et donc :
0
" amya— O |7 ") — 1 _
| rama= L2 = [T e - row] < [Tiren SO (0= 500

= Nous appelons M,, = sup |f (¢) — f(0)]. Nous allons démontrer que lirf M, =0
te[O 1] n—-+0o0

Soit donc € > 0.
Comme f est continue sur [0;1], il existe n > 0 tel que si 0 < t < 7, alors |f (t) — f (0)] < e.

1

Soit N € N tel que si n > N, alors 0 < — < n. Donc, si n > N, alors sup |f(t) — f(0)] < e,
n tef0;1]

cest adire 0 < M, <e

Donc lim M, =0

n—-+o0o

1
n 0
= Nous allons démontrer, qu’en +o0, / f@ dt = 0
0 e n
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Nous avons les équivalences suivantes :

1 1
1 C eyt / T
[ rera 10] e 1) Jorea ) e IO
: A no | O S 0 N0
La derniere équivalence étant possible car (0)#0

fam)dt

/ft"dt

S—
3=
\.H

De lim M, =0, nous tirons lim — 1] =0, c’est adire lim —“—V———-—— =
n—-+4oo n—-+oo f(O) n—-+oo (0)
" £ (0)
et que donc /o f@")dt ol
1 n 1 0 0
:>Déslors,un=—/ f(t")dt%—x&:f()
n® J, +o0 N n notl

La série g U, converge donc si et seulement si a +1 > 1, c’est a dire « > 0
n>1

Exercice 35 :

1. Soit (uy),s, une suite de réels positifs. On considére la suite (vy,),,~, définie, pour tout n € N* par :

1 n
7:7 k,.
Un n(n—l—l)kzz:l U

Montrer que les séries E u,, et E v, ont méme nature, et qu'en cas de convergence, E Uy, = E Uy,
n>1 n>=1 n>1 n>=1

= Il faut remarquer que la série E v, est aussi une série a termes positifs
n>=1

1 1 1

———— = — — ——— de telle sort :
Rt n WD) e telle sorte que

= Classiquement, nous avons

Zkuk Zkuk
1 - . 1 1 - -
e S =Sk (7_ ):1%1 k=1
v n(n—i—l); e ; e\ 0 (n+1) n (n+1)

n

= Appelons a,, = k=1

; nous avons, en particulier oy = uy. Alors :

Zkuk Zkuk Zkuk
k=1 _ k=1 (n+1)uns O DT,
(n + 1) (n + 1) n+1 n+1 (n T 1) n+1 n+1 n+1

De telle sorte que v, = oy — apg1 + Unt1
n

= Appelons S} = Z vy, la somme partielle de la série Z Vp. Alors :
k=1 n>1

n n
E v = E (0 — Qg1 + Upg1) = 5 (o — apg1) + E U+1
k=1 k=1 k=1
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n

Classiquement, nous avons E (g — Qg+1) = @1 — Qg1 = U1 — py1, de telle sorte que :

k=1
n+1
Sp= —ani1+ Z ug,
; —
Zkuk +(n+4+1)upt i
_ k=1
= nil + Z U
k=1
n
S
: 1
k=1 (n+Dupi1 | <
= - - +
n+1 n+1 ; P
Zkuk n+1
n + RS Z &
Z’wk .
n _|_ 1 Zuk
n
. Z’Wk
C’est a dire que nous avons S, = 2 v = — - + T Zuk
) > ks L
C = ——— N kuy, B=1 -
omme vy, n(nJrl)kZ U, NOUS avons 1 n nn D) 2
d ’ . — . n
pouvons donc écrire ka Zuk 1

k=1 k 1

= Nous en concluons donc que Z v < Z uy et donc :

k=1
n
* Si E vy, diverge, alors E uy, diverge
k=1 k=1

* Si g uy converge, alors g V) converge
k=1 k=1

E kuy = nwv, et nous

Ainsi, si la série E Up, il en est de méme de la série E Uy, et si la série g Uy, converge, il

n>1 n>1 n>1
en est de méme de la série Z Un,
n>=1
= Il faut maintenant étudier les réciproque.
* Supposons Z vy, converge.
n=1

n
Alors ngr—iI—loo vy, = 0 et de I’égalité Z v =

k=1 k=1
que
n
lim E V= hrn E Up,
n—-+o0o Py n—-+oo

C’est a dire que la série E u, est convergente, et que mieux : E Uy = E Un,
n>1 n>1 n>1
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* Supposons, maintenant que E u, diverge.
n>1
n n
- R nuy,
Supposons que la série E v, converge. L’égalité E v = E up — 1
n
n>1 k=1 k=1
contradiction. En effet, si le membre de gauche converge vers un nombre positif, le membre
de droite diverge vers +o0o. Il y a donc contradiction.
Donc la série E vy, diverge.
n>1

meéne a une

2. Soit (u,,b)n>1 une suite de réels positifs telle que Z u, converge.

n>1
1

(n! (ug X ug X -+ upy))™
n+1

Soit, pour n € N*, v,, =

Do <D un

. Démontrer que la série E v, converge et que
n>1

n=1 n=1

Pour résoudre cette question, nous utilisons une inégalité entre moyenne géométrique et moyenne
arithmétiqueﬁ :

Pour tout n € N* et tout réels strictement positifs ay,--- , a,, nous avons

1 _ai+tax+---+a
n < n

ayr X -+ Xa
(1 n) Y,

Il est facile de voir que n! (ug X ug X - uy) = ug X 2ug X -+ X kug X -+ - X nu, et en appliquant
I'inégalité des moyennes :

1 uy+2us+ -+ kug + - -+ nuy,

(n!(ulxu2x~-un))%:(u1><2u2><-~-><kuk><-~-><nun)" <
n

Nous avons donc :

1
(n!(ug X ug X - uy))™ . up 4 2us + -+ - + kug + - - - + nuy,
n+1 h n(n+1)

Un =

La série E u, étant convergente, d’apres la question précédente,
n=1

up +2ug + -+ kug + -+ nu, 1 Xn:ku
n(n+1) n(n+1) — F

est le terme général d’'une série convergente, et donc la série E v, converge.
n>1

1 n
D’autre part, toujours d’apres la question précédente, Uy = _ kuy |, nous
part, touj p q p ; n ; AT kz_l "

avons bien l'inégalité demandée :

1 n
2 s (n(nﬂ%’““’“) —2w

Exercice 36 :

Soit z, le terme général d'une série complexe absolument convergente. Démontrer que la série E 2 est
n

n=1
convergente.

3. A démontrer!!
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Nous allons démontrer que la série E — est absolument convergente
n

n>1
- — |z
Nous appelons S,, = Z |2 et SE = Z %
k=1 k=1

On peut remarquer que nous avons, en particulier S; = S} = |z/.

Comme la série E zn est absolument convergente, nous avons lim S,, = S et nous devons montrer
n—-+oo
n>1

que lim S} existe.
n—-+o0o

Nous avons :

:Z%: |Z1|+Z 2
k=1

S S

_ |Zl|+Z Sk 1

k=2

_ Z‘i— S

k=1 k k:lk 1
&8 S S, &S
= T Tl

Comme la suite (S,,),,cy est convergente, elle est aussi bornée. Soit donc M > 0 tel que pour tout n € N,
nous ayons S, < M. Alors :
R L
= kE(k+1) n
N z": M M (1 1 ) <M et — M <M
ous avons — = -— e
—k (k+1) n+1 n
Donc la suite (5111)”>1 est une suite croissante, de termes réels positifs, majorée, donc convergente.
z
La série Z ~ est donc absolument convergente

n>1

3.7.4 Séries alternées- théoréeme d’ABEL

Exercice 37 :

. . N, . a
Déterminer la nature de la série E sin (nm + —
n

n>1

Dans un premier temps, nous pouvons voir que, pour tout x € R, sin (nm +z) = (—1)"sinx et donc

sin (nﬂ' + %) = (=1)"sin (%)

. U . . . T U
D’autre part, la suite (7) est une suite décroissant vers 0, et sin > 2, alors 0 < — < —, c’est &
N/ neN* n 2
AL . . .. T . ™ 7T
dire sin (7) > 0 et comme la fonction sinus est décroissante sur [O; 5}, nous avons sin 1 < sin
n n n

. LT
En plus, lim sin— =0.
n—-+oo n

P h m o ’
La série g sin (mr + 7> est donc une série alternée convergente.
n
n>1
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T ™
Cette série est-elle absolument convergente???....Non, puisque ’sin (mr—i— 7>‘ = ‘(—1)" sin (7)‘ =
n n

i () =0 ()

. 7T ™ L . ™ . . . ™
En +o00, nous avons sin ( — ) =~ —. Or, la série E — est divergente, et donc la série E sin (nm + —
n n

n/ +oon
n>1 nz=1
ne converge pas absolument
Exercice 38 :
(n+1)7w
Montrer que la série de terme général u, = / e Usinx dx est une série alternée; exprimer u, en
nm

fonction de ug ; en déduire g Up,
n=0

1. En puisant dans vos souvenirs de calcul intégral, on effectue un changement de variables.

- o du
Lequel ? Celui ci est tres simple : u = x — nm, et alors Fr 1, et nous avons :
x

(n+1)7 ™
Uy = / e Tsinx dr = / e~ gin (u + n) du
nm 0
Or, sin (u +nw) = (—1)" sinu et e~ “T77) = ¢=77e=% de telle sorte que

s

up = (=1)"e™"" | e “sinudu

S

Comme e~ > 0 et que, pour 0 < u < 7, sinu > 0, nous avons bien u,, qui est le terme général
d’une série alternée.

2. Exprimons u,, en fonction de ug

™
L’item ci-dessus montre que u, = (—1)" e~ ug, oll uy = / e Tsinx dx
0

3. Déduisons, maintenant, E U,
n=0

. . , P Uo .
Clairement, E U, est une série géométrique ; sa somme est donc : E u, = ————; il faut donc

1+e-
n2=0 n>=0 +
calculer ug, et comment le calculons nous ? En effectuant une classique intégration par parties.

/

{ u=e ¥ U =-e"
v =sinx v=—cosz

s s
— s — — —
Uy = [—cosxe ””]O—/ e “cosxdr=1+e ”—/ e *cosx dx
0 0

Nous faisons une seconde intégration par parties :

{ u=e* U =-e"
v/ =cosz v =-sinz

Do,

™ ™
— — . T — .
/ e cosx dr = [e ’”Slnx]0+/ e Tsinx dx = ug
0 0

14+e 7™ . 1
— ug, et on trouve que ug = 5 ; alnsl, E Uy = 3
n=0

s

De telle sorte que : ug =1+ e~

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 153



Chapitre 3 Les séries numériques 3.7 Corrections d’exercices

Exercice 39 :

[NE)

1. Montrer que la suite (In)neN définie, pour tout n € N par I, = / cos" xdx tend vers 0 en
0

décroissant
= La suite (I,,),,cy est décroissante
En effet :

™

T T
Ly — I, = / (cosz)" T = (cos )" dx = / (cosz)" (cosz — 1) dx
0 0

Siz e [0; g}, alors 0 < cosz < 1 et donc (cosz)” (cosx — 1) <0, c’est a dire I,1 1 — I, <0

et la suite (1,,),, oy est bien décroissante

= Nous avons lim I, =0
n—-+oo

C’est une question classique, mais pas d’une grande évidence.

T
Soite>0avec0<s<§.

€ bl
Alors I,, = / cos" x dx + / cos” x dx
0 €

£
* Comme 0 < cosz < 1, nous avons / cos"xdx < ¢
0

. , L 0
* D’autre part, la fonction cos étant décroissante sur [O; 5], nous avons :

s z -
0</ COS"$d$</ cos"sdxzcos"s(i—s)
€ £

Comme 0 < cose < 1, nous avons lirﬂ cos” € = 0. Il existe donc N, € N tel que si n > N,
n—-—+&

alors 0 < cos™ ¢ (g —E) <e

™

2
Donc, pour n > N, alors nous avons 0 < / cos"xdr < e

I
En synthese, si n > N¢, alors 0 < I, < 2¢

Nous en concluons donc que lim I, =0
n—-+00

™

2

2. Montrer que la série de terme général u,, = (—1)" / cos” x dx est convergente et calculer sa somme.
0

= En fait, u, = (—=1)" I,. Nous venons de montrer que la suite (I,,),, oy était positive, décroissante,

et tendait vers 0. La série g Uy, est donc une série alternée. D’apres le critere des séries al-

neN
ternées, la série Z Uy, est donc convergente.
neN
n
= Pour n > 0, soit A, (z) = Z (=1)" cos® &
k=0

A, (x) apparait donc comme la somme des termes d’une suite géométrique de raison — cos x.

Nous avons donc : .
1—(=1)"" cos™t

1+ cosz

Ay, (z) =

n
= Appelons S,, = Z Uf-
k=0

™

Nous avons /2 A, (z) do = Z (—1)’“/2 cos® xdx = S,
0

0
1—(=1 n+1 n+1
(=1)"" " cos"tx da

0 1+ cosz

[SE]

Dong, S, = / Ay, () de =
0
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Nous avons donc :

A
S,,L—/ —dz| =
o l-+cosx

2 (=1)"cos" M & 2 cos"tl g
—— dz| < —dzx
0 1+4cosz o l-+cosx

m P 1 1
De 0 < cosx < 1pourzx € |0; = |, nous déduisons 1 < 14cosx < 2etdonc - < ——— <
b 2 2 1+
cos T
. .. cos"Tlz cos"tlyg _—
c’est a dire < < cos x.
i 2 1+ cos B
. [Z cos"Tla z cos"tly z .
Do, / — dr < TTooss dr < cos" ! x dx, c’est A dire que nous avons :
0 0 coS T 0

1 3 cos"tly
n </ ST <,
0

2 = 1+ cosz
) ) 3 cos"tl g
Comme lim I, =0, nous avons lim —dx =0, et donc
n——4o0 n—+oo Jo 14 coszx

lim
n—-+o0o

Z 1 2 1
S,,,—/ ——dr|=0<+= lim Sn:/ —dzx
o l-+cosx n—+o00 o l-+cosx

2 1
Ce qui montre que la série Z Uy, admet pour somme /
0

= 1+cosz
R
= Il faut, maintenant, calculer / T —
o l-+coszx
Faisons le ch ¢ de variables t = tan (£ ) ; al a 1(1+t 2(2) L+
aisons le changement de variables ¢t = tan ( — ) ; alors — = = an® (=) | == .
8 2)’ dr 2 2 2
—t
Avec ce changement de variables, nous avons cosz = T2 de telle sorte que :
A e 2dt | dt "1
o l-+cosx o 1+ 155 141 0 1+ﬁl—ﬂt 0 2

™

2 1
Ainsi,/ ——dr=1et E Uy, = 1
o l-+4cosx
neN

Faisons une incise sur ce changement de variables

Pour faire ce changement de variables, il faut bien connaitre les formules trigonométriques !'!

x
Nous partons de cos 2z = 2cos? z — 1, et nous avons donc cosz = 2 cos> (5) — 1.

Nous poursuivons en observant que 1 + tan?z = — = cos?x = ——— et donc
cos“ x 1+ tan“x

cos2 (E) nl Ny
2 1 + tan? (g)

N T
Revenons a cosz = 2 cos? (§> — 1. Nous avons alors :

2 1 —tan? (&
cosx:2cos2<£>—1<:>cosx:7x_1:72(926)
2 1+ tan? (5) 1+ tan® (%)
Crest 3 di ) P (m) 1—¢2
est & dire que si nous posons t = tan ( = ), nous avons cosz = ——
4 P 2/ 1+12
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Exercice 40 :

1",
2n+1

1. Quelle est la nature de la série numérique Z
n=0

C’est visiblement une série alternée! Nous devons donc considéerer la suite ( m 1)
n
neN

(a) Pour tout n € N, nous avons >0

2n+1

b) N o lim —— =
(b) Nous avons Jim oo

(¢) La suite ( ) est décroissante
neN

2n+1
(="

D’apres le critere des séries alternées, la série E est convergente.

>0 2n+1
n ) 1 (_1)” t2'n,+2
k 42k
2. Pourt € R, montre e —1)" " = -
ur rer qu kX::O( ) 5 e

C’est une question tout ce qu’il y a de plus classique.

(a) On considere tout d’abord la suite géométrique ((,ﬁ)")n cn €t on calcule la somme des n+1

premiers termes :i (—tQ)k = i (—1)" ¢ = ﬂ
k=0 k=0 1+
(b) En écrivant
1— ()" 1yt L e
1+ 1+ ¢2 142 1+ ¢2
n ) 1 1 n t2n+2
nous avons donc kZ::O (—1)F 2k = e ( 1)+ 3
E d d n k ! 2k d ™ 1 t2n+2 d
3. En déduire que -1 t t——| < —dt
I k,Z::O( ) /0 4 /0 142
- 1 —1)" g2 +2
(a) Remarquons que nous avons ];) (=1)F 2k — Tk ( 1)+ 3
(b) Et alors, nous avons, en passant & l'intégrale :
/1 Xn: R T /1 N« /1 [ /1 Lalied
2 Y= 2 = 2 - 2
0 & 1+1¢ o 14t o | 1+t o |1+t

(c¢) De la linéarité de 'intégrale, nous avons

1 n 1 n 1 1 1
_ 1)k 2k _ _ _1k/ 2k _/ -
/OZ( Vet e > (-1 20 dt i e &

k=0 k=0 0

t2n+2
142

1 t2’n+2
<
S /0 1+2

1
1 T
comme / dt = [arctan t](l) = 57 etquesi0<t<1 > 0, nous avons l'inégalité :
0

14 ¢2

n

Z(*l)k/ 2k qt — 1

k=0 0
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n k
-1
4. On appelle S, la suite des sommes partielles, c’est a dire : S, = 2( B _1_) 1
k=0
T 1
Mont S, — 7’ <
ontrer que 1 13
t2n+2
En fait, pour ¢ € [0 1], nous avons : e < t?"*2 et donc
1 ,2n+42 1 2n+3 71
t t 1
/7dt</t2"+2dt:{ } =
0o 1+t 0 2n+3l, 2n+3
1
Par transitivité de la relation d’ordre, nous avons :‘Sn — f‘ <
4 2n+3
-n"
5. En déd -
n eu1requez2nJrl 1

n>0

Nous avons lim

o . m -n"
L 0; on montre ainsi que ngr}rloo Sn = T et donc, Z = -

S0 2n+1 4

Exercice 41 :

1. La série Z

n>2

est-elle convergente ?
ln n

C’est visiblement une série alternée. D’autre part, la suite ( ) est une suite décroissante
n>2

nvinn
qui tend vers 0.

1 - 1"
Nous en déduisons que la série E est convergente.

=y nvinn
“+o0
2. L'intégrale /
2

est-elle convergente ?

T
zvInx

T
d
Soit T' > 2; nous allons étudier 'intégrale / <
2 Inx
T T o (LC) T —1
L’intégrale / est du type / x = v (z) (u(x))2 dr, ot u(x) = Inx et
2 Inx 2 yJu(z) 2

nous avons :

T
d
Cest z‘idire/ i =2vVInT — 2VIn 2.
2 X

Inx

+oo
Comme lim 2vInT = +o0, l’intégrale/ diverge
2

3. La série Z

La série E est absolument convergente si et seulement si la série E

n>= 2 n>2
converge.

On considere la fonction f définie par :

dx
zVInx

est-elle absolument convergente ?

ln n

il S e

nvinn

fi[2400] — R
1

zvVInzx

x — f(x)=
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1

Cette fonction est positive pour tout x > 2. D’autre part lim =
P P - P r—+o0 py/Inx

1
o ~ (L +Ina
D’autre part, par un calcul de dérivée classique, nous obtenons f’ (z) = M ; IOUS avons
z2lnzvinzx

bien f’ (z) < 0 et la fonction f est décroissante sur [2; +00]

“+o0
D’apres le théoreme 3.4.4, 'intégrale / f (z) dx et la série Z f (n) ont méme nature, c’est &
2

n>=2
di I'inté I/Jm du t 1 Z L t mé t
1re que 111y egra (64 — € a Serie —= Ont meme nature.
2 zvInzx = nV Inn

1
diverge, il en est de méme de la série Z

dx
zvInx 5 nvInn'

+o0
Comme l'intégrale /
2

(="
nvInn

Ainsi, la série E ne converge pas absolument. Elle est donc semi-convergente

n>2

Exercice 42 :

1. Questions préliminaires :

1
(a) Calculer I'intégrale / 3" dt
0

Honnétement, voila qui ne pose aucune difficulté :

1 3n+1 1
t 1
/t“dt:[ } =
0 3n+1l, 3n+1

en éléments simples

1
143
Question plutot calculatoire. Remarquons que 1+t3 = (¢ + 1) (t2 —t+ 1) et donc, il nous faut
trouver A € R, B€ R et C € R tels que :

1 A Bt+C  (A+B)t*+(-A+B+C)t+ (A+C)

1+t3_t+1+t2—t+1_ 3 +1

(b) Décomposer la fraction

Et donc, en identifiant, nous obtenons un systeme :

A+B= 0 1 _q 9
A+C= 1
Et nous avons alors :
1 3 Ste+2 1( 1 —t+2 )
= = + =z +
1+ t+1 2—t+1 3\t+1 t2—-t+1

1
1
(c) Ca/culer/'intégra/e/ ——dt
o 1413

Voila une question qui, si elle n’est pas compliquée, est calculatoire et longue. Prenons donc

notre temps!!
1 1
= De I’é 1't’7:7(
e egalel_’_ﬁs 3

1 1 1 1
1 1/ 1 —t+2 1 1 —t+2
[l [ e ([ e [
o 1+1¢3 0o 3\t+1 t2—-t+1 3\J, t+1 o t2—t+1

—t+4+2

1 1
1
Nous allons donc d’abord calculer / —— dt, puis / —dt
g t+1 o 2—t+1

1 + —t+2
t+1 t2—t+1

), nous déduisons :
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1
= Calcul de/ Ldt
o t+1

1
1
Bon, ben 14, c’est du gateaux : / g dt = [In (¢t + 1)](1) =1In2
0
1
—t+2
= Calcul de/ 7+dt
o P—t+1

Alors 14, ¢’est bien autre chose!!! Commengons par un petit tripatouillage :

—t+2 7—1X 2% — 4 7—1( 2-1 3 )
2—t+1 2 " 2—t+1 2 \2—t4+1 22—-t+1

1
2t — 1
* Alors / PR dt = [ln (t2 —t+ 1)]2‘) =0, de telle sorte que :
0

2—t+1
1 1 1
—t+2 -1 — 1
[ [t
o 2—t+1 2 Jo 2—t+1 2 )y 2—t+1
1 1
* Nous calculons donc / R dt
o 2—t+1
> Nous avons : )
1 1
2 —t4+1= (tff) 41
+ 2 4+
B <t 1)2+3
N 2 4
N (2t 1)2+1
o 4\\V3 3
1 4
Et donc = 3 5 , de telle sorte que
2 —t+1 (2t 1) 1
V3 V3

1 1 4 1
1 = 4 1
/tQ t+1dt:/ 9 31 2 dt:g/ 9 1 2 dt
0 o (—tf—) +1 0 ( ) +1

1
> Calculons maintenant / ! 5 dt
(2
VERVE] ) X
Faisons le changement de variables u = —t — — ; alors
¢ 3B
d 2
u:;—w::dtzxgdu

dt V3 2
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Et donc :
1
/1 1 d= [V L V3
0 (2t 1)2+1 L2412
VRV Vi
\/3/3 1
= — du
2 J_ 1 w241
3
1
= ﬁ [arctan u) ‘/51
\2[ -5
1 _
= i(arctan—farctan—)
z V3 73
3/m -7
- 7(5_?>
V3 o
= — X —
%T 3
T 23

oD /1 L S 2
onc ——dt=- X —&= = —%
o 2—t+1 37 2v3 3V3

1 1
—t+2 1 3 2
Donc/zi—’_dt:§/ Qidtzfxi:l
o t?P—t+1 2 )y t2—t+1 2 33 V3
= Et donc :

1 1 1
1 1 1 —t+4+2 1( 7T) In2 ™
——dt= - ——dt ———dt | =2 (ln2+ —= ) == +—=
/0 1413 3(/0 t+1 +/0 2 —t+1 ) 3\ " +\/§ 3 +3\/§

_1 n
2. La série Z ?E +)1
n

est-elle convergente 7

n>0
. 1 Y & - . . 1
La suite est une suite a termes positifs, décroissante et telle que lim =0
3n+1/,¢cn n—+o00 3n + 1
s " s . - (-n"
D’apres le criere des séries alternées, la série Z est donc convergente
3n+1
n>0
N k 1 1 3N+3
(-1) / 1 / t
3. Montrer que nous avons = dt + ——dt
7 kz—()gk+1 o 148 o 1+
C’est une question des plus classiques!!
i\’:( t3)k C1- (_1)N+1 13N+3 1 N (_1)1\/ (3N+3
P B 14t 143 14t

D’ol en passant par I'intégrale :

1 N 1 1 N 13N+3
N 1 (=)t
/OE (—t7) dt—/o 1—|—t3dt+/0 g &

1 N k N 1 A N 1 N 1
. 3 _ 3 _ k 3k _ k N T
Or./o Z(_t) dt = /0(_t) dt—E (=1 /ot dt—g (—1) 3k_kl,cestadlre.
k=0 k=0 k=0 k=0
N k 1 1 ,3N+3
-1 1 i
Z( ) :/ 3dt+/ ——dt
23kt 1 Jy T4t ) 1+t

Ce que nous voulions
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4. En déduire la somme de la série E
neN

(="
n+1

Toujours une question classique :

N k 1
Z( D —/ L] =
3k+1  Jo 1413

1t3N+3 1t3N+3
———dt| < [ ——dt
/0 1+t \/0 1+

k=0
BN+3
Comme t € [0; +1], nous avons < t3VF3 et alors :
1413
NS ! 3N+3 1
——dt < t dt = —
/O 1413 /0 3N +4
1 N (71)k 1oy
Comme nous avons lim ———— = 0, nous avons aussi lim — / ——dt| =0
N-5+o00 3N + 4 Notoo |£=3k+1  Jo 1+1t7
et donc : N
k 1
-1 1 In2
lim (=1) :/ — _dt=—24 T
Nofoo—~3k+1 J, 1+13 3 33

(-1)"  In2 T

3n+l 3 | 3,3

En conclusion, E
€N

3.7.5 Séries a termes réels ou complexes
Exercice 43 :

. o .. 2 2
Soient (un),,cy €t (Vn),cn 2 Suites a termes complexes telles que les séries E |un|” et E |vn|” convergent.
n=0 n=0
Démontrer que, pour tout entier p > 2, la série g (t,, — vn)¥ converge.
n=0

Nous allons démontrer, qu’en fait, la série Z (un — v,)" est absolument convergente.

n=0
Nous avons : [(u, — v)"| = Jup — val” < (Jun| + |vn|)”
Comme les séries Z un|? et Z lun|® convergent, nous avons lim |u,| = lim |u,| = 0. Il existe
n—-+o0o n—-+oo

n=0 n=0

1
donc un entier N € N tel que, si n > N, alors 0 < |uy,| + |v,| < 5

Alors, pour n > N, nous avons (|u,| + [vn])” < (|un]| + |vn])”

Nous utilisons alors I'inégalité classique vraie pour tout a € C et tout b € C : (|a| + [b])* < 2 (|a|2 + |b\2)
et nous avons donc (|un| + va])? < 2 (|un\2 + |vn|2)

C’est a dire que si n > N, alors |(u, —v,)"| <2 (|un|2 + |vn|2).

Les séries Z lun|” et Z lun|® étant convergentes, nous en déduisons que la série Z (un, — vp)? est

n=0 n=0 n>=0
absolument convergente, donc convergente.

Exercice 44 :

Soient (uy,), cn Une suite a termes complexes telles que pour tout n € N, la partie réelle de u,, soit positive,
c'est a dire Re (uy,) = 0.

- . ‘. 2
On suppose que les séries E U, et E ui convergent. Démontrer que la série E |un|” converge.
n=0 n=0 n=0

1
4. 5 par exemple ; cela aurait pu étre n’importe quel nombre strictement inférieur a 1

5. Démonstration classique a revoir dans les nombres complexes
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Une premiére remarque : c’est qu’il faut bien nous dire que nous sommes dans C, puisque, dans R, ce
L 2
serait trivial ; en effet, dans R, nous avons u? = |uy|

= Comme la série g u, converge, nous avons aussi les séries E Re (uy,) et E Im (u,) qui sont

n=0 n=0 n=0
convergentes.
D’autre part, lim wu, =0et donc lim Re(u,)= lim Im (u,)=0.]Il existe donc N € N tel
n—+00 n—+00 n—+00

quesin > N, alors 0 < Re (u,) < 1, c’est & dire que sin > N, alors 0 < (Re (uy,))” < Re (uy,) < 1.
Comme Z Re (u,) converge, il en est de méme de Z (Re (un))?
n=0 n=0

= Nous avons u2 = Re (u,)* —Im (up)? + 2i Im (u,,) Re (u,) et comme la série Z u? converge, nous

n>0
pouvons en déduire que les séries & termes réels Z (Re (un))® = (Im (uy))? et Z Im (u,) Re (uy,)
n>=0 n>=0
convergent.
Comme Z (Re (un))” et Z (Re (un))® — (Im (uy))* convergent, la série Z (Im (uy,))? converge
n=>0 n=0 n=>0
elle aussi.
= Or, |un|* = (Re (un))? + (Im (u,))? ; nous pouvons donc conclure que la série Z [un|? converge.
n=0

Exercice 45 :

Soit (un),cy une suite de nombres réels et f : R — R une fonction de classe C* telle que f (0) = 0

Démontrer que, si les séries E U, et E ui convergent alors, la série E f (uy,) converge.
n=0 n=0 n=>0

= Comme la série Z u, converge, nous avons, comme toujours, lim w, = 0, et donc, pour A > 0,
>0 n—-+4oo
il existe V € N, tel que si n > N, nous avons —A < u, < A
= Nous écrivons la formule de Taylor en O :

£E2 1’2
@)= f(0) +2f(0) + 5 f7(8) <= f (z) = «f" (0) + 5 " (6)

f étant de classe C?, f” est donc bornée sur 'intervalle [—A; +A4], c’est & dire qu’il existe M > 0
tel que, pour tout z € [—A; +A], nous avons |f” (z)| < M
= Donc, pour n > N, en appliquant la formule de Taylor a u, et en utilisant la majoration, nous
avons :
u2
La série Zui étant convergente, la série Z (f (un) — unf'(0)) est absolument convergente,
n=0 n=0
donc convergente.
Comme, par hypothese, la série Z u, est convergente, il en est de méme de Z £ (ug)

n=0 n=0

3.7.6 Etudes

Exercice 46 :

. , . 1
Partie 1 : Somme de la série Z 3
n>1
1. Le lemme de Riemann-Lebesgue
Soient a € R, et b € R tels que que a < b. On suppose que f est une fonction de classe C' sur

b
I'intervalle [a; b]. Démontrer que 11111 / f(t)sinntdt =0
n—-+00 a
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C’est une question classique que nous pouvons résoudre avec les outils vus dans le cours de calcul
intégral de Lg. Nous résolvons cette question en utilisant une intégration par parties

Posons :
u:f(t) u/:f/(t)
v =sinnt v = —Coint
Et donc :
b b b
t) sin ntdt = _COS"t ] + 7t cosnt it
[
a _ a a b
_ f(a) cosnan f(b) cosnb + [ o« cosnt it
~» Nous avons 0 < |{ (@ cosna=f(B)cosnb| |f(a)]+ |/ (b
n n
o i F@EION L Faeosna— fBeosnb
) n—-+oo n n— oo n y
. f (a) cosna — f (b) cos nb
w e
cosnt

— Ensuite, ’/abf’ (t)n cosnt ‘ / Lf (t / |f ()] at

f est de classe C' sur lintervalle [a;b], donc f’ est continue sur l'intervalle [a;b] et y est donc
bornée. Soit M > 0 tel que, pour tout = € [a;b], nous ayions |f’ (z)] < M. alors :

1/t M (b—a)
<o [ e =L

cos nt

M(b—a cosnt
Comme lim ¥ = 0, nous en déduisons que hm / I ( dt =0
n—-+oo n
—f b t
En conclusion, comme lim f(a) cosna - f (b) cosn 0 et hm / it cosn dt = 0,
n—-+00 n
b
nous en déduisons que lim / f(t)sinntdt =0
n—-+oo a
Quod erat demonstratum
2. Soit t un réel de I'intervalle |0; 7] ; pour tout n € N, on pose ¢, (t) = Z cos kt
(a) Calculer ¢, (t) pourt € ]0; ]
ikt | ikt
Nous allons utiliser I’exponentielle complexe : cos kt = — de telle sorte que :
n_ ikt —ikt n n
e te 1 ikt —ikt
cr) = 3ot = 3= (S5
k=1 k=1 k=1
ik ~ ke ¢ (L—e™)
i 3 . , ’ . (3 —
Or, ; e'”" est la somme des termes d’une suite géométrique, et donc, ; et = o
n —it —int
. e 1—e
De méme, Ze_lkt = %

k=1
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D’ou la somme :

n
E ezk‘t + e—zkt —
k=1

eit (1 _ eint) et (1 _ e—int)

1—eit 1—e it
(eit _ 1) (1 _ eint) 4 (e—it _ 1) (1 _ e—int)
2 —2cost
eft — ei(n+1)t —14+ etnt + e it _ e—i(n+1)t — 1+ e—int
2 —2cost
2cost + 2cosnt —2cos(n+ 1)t —2
2 —2cost
cost — 1+ cosnt —cos(n+ 1)t
1 —cost
14 cosnt —cos(n+ 1)t
1 —cost

Les formules trigonométriques classiques donnent :

cosnt — cos (n+1)t = —2sin((n7(n+1)t))sin((2"“)t) =2sin%sin <M>

Donc,

t
cost =1 — 2sin? 3 <= 1—cost = 2sin? = 5

2 2 2

t

Zcoskt— —— —|—

sin (2212

251n§

(b) On pose ¢, (0) = n. Démontrer qu’alors, ¢, est continue sur [0; 7]

Il est clair que ¢, est continue sur |0; 7]. Regardons maintenant }in(l) cn (1)
—

Nous allons plutét étudier lim —————=
t—0 2sin %

Nous avons :

t
Comme 1im< '2t> =1let lim

in
231112

sin (7(2";1)’5) <

( (277,;—1)t>

sin

2

1 sin (2n+1)t 9 Dt 1
()X (<(2712+125t>) X<(n—2”>xi

N sin (2n+1)t 1
- () (i) <)

t—0 \ sin =

2

(n+1)t sin (2n+1)t
> = 1, nous avons lim ( 2 )

in
t—0 ( (2n +1)t> t—0 2sin &

1
=N —
5 2

Ce qui montre que tliH(l) ¢n, (t) = n. La fonction ¢, est bien continue sur [0; 7]
—

"1
3. On pose W":Zﬁ

k=1

(a) Montrer que W,, = / — — t) e (t) dt

Nous avons /;(;—t) ()alt:/OTr (——t)Zcosktdt Z/ <——t)cosk‘tdt

Nous allons calculer / (
0

On pose donc :

t
— — t) cos kt dt par parties.
27

t2 t
u=——-t u=—-1
2 T
v/ =coskt v=—sinkt
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Dot :

Tt ¢ 1 T[Tt
/ (t——l) cosktdt = K——t) xfsink‘t} —f/ <7—1) sin kt dt
0o \27 2m k o kJo \m

= —1 (£—1> sin kt dt
kEJo \m

Tt
Nous faisons une seconde intégration par parties pour calculer / (f - 1) sin kt dt. Nous
0

0
posons donc :

t 1
u=—-1 v =—

s K
v =sinkt v= 7coskt

D’ou :

/ (E—l) sin kt dt = Ki—l) X —coskt} —&——/ cos kt dt
0o \T ™ k o kmJg

171 . T
T {ksmkt}o

[T 1 s
D’ou = —t)cosktdt = —, et donc W,, = — —t)ec,(t)dt
o \2m k o \2m

T 1 ”( t2) 1. (2n+1)
(b) Montrer que W"62/0 tf% sin 3 t) dt

N7
Sin 3

T /42
De la question précédente qui nous montre que W,, = / (2— — t) ¢n, (t) dt, nous pouvons
0 71-

écrire :

T t2
W, = / (— — t) cn (t) dt
0 27T
. (2n+1)t
™ 2 sin | ~——*
_ / (L_t) _1+M i@t
0

1
2 231115

. (2n+1)t
o1t T2 sin (=5
= /—7(——t>dt+/ (——t) <72t> dt
o 2 \27 o \2m 2sin 5
. (2n+1)t
1 [" [t 1 (™[t R
B yas ey ()
2 Jo \27m 2 Jo \2m sin 5

2 1 “( t2) 1 (2n+1>
Et d APy [ (N i t) dt
one, | Wn = & =3 /0 97/ sint ST\ 2

(c) Soit la fonction f définie par :
f:0;7] — R
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Démontrer que f est continue sur [0; 7]
Clairement, f est continue sur ]0; 7] comme produit et composé de fonctions continues sur

10; 7). 11 faut, maintenant démontrer la continuité en 0, & droite.

2
1
Nous allons rechercher lim <x — x—) —.
z—0 27 sin 5
(- 2) -0 2) =20 £)
2w/ sin 3 21/ sin 5 27/ sin 3
Comme :
T z
olim(lf—):l m 2 —
z—0 2 o ili% sin% 1
1- i) 3 _,
27/ sin §

Nous déduisons que lim 2 (
x—0

f est donc bien continue sur [0; 7]

(d) Utiliser le lemme de Riemann-Lebesgue pour démontrer que
2 1

i ( n t) dt =0

4 t2 1
t— — 7 sin
0

lim -
n—+o0 21/ sin 5
o t

En fait, nous avons a démontrer que lir_P / f(t)sin ((2n +1) 5) dt =0
n—-—+0o0 0
t T t
En faisant le changement de variables u = 5 lous avons : / f () sin ((Qn +1) 7) dt =
0

%
2/ f(2u)sin ((2n+ 1) u) du
0
f est continue sur [0; 7], par composée des fonctions continues, f (2u) est continue sur [0, 2} ,

z
et donc, d’apores le lemme de Riemann, grf / f(2u)sin ((2n 4+ 1) u) du = 0, et donc,
n o0 0

4 12 1 2 1
lim (t——) - tsin( n t)dt:O
n—+oo J 27 sin 5 2
4. En déduire | de la séri L
. En déduire la somme de la série Z 3
n>1
2 1
i ( n2+ t) dt, et de ’étude de la limite précédente,

2_1/ﬂ(t_t2> L
0 2m :

De Iégalité W, = :
6 2 sin

2 1 7.(.2

, c’est a dire que — =

a Z 26

nous avons lim W, = T
n—-+oo
n>1
Partie 2 : Approximation de la limite
1 1 1 1 1
ko k+1 k2 k-1 k&

1. Démontrer que, pour tout k € N et k > 2, nous avons —

Voila une inégalité facile & démontrer. Pour £ € N et k > 2, nous avons :
Eh—1) <K <h(k+1) e —1 <L !
ST E(k+1) k2 " k(k—1)

Or, si nous faisons une décomposition en éléments simples, nous avons :
1 1 1 t 1 1 1
- _ e — _Z
kE(k+1) k k+1 k(k—1) k-1 k
1 1 1 1
k+1 " k2 " k-1 &k

Nous avons donc T
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—+o0

.. 1

2. On considere la suite (R, ),y définie par R, = g e
k=n

(a) Justifier de I'existence de cette somme, et donner lim R,
n——4oo

On sait que R,, est le reste d’une série numérique convergente, et donc R,, existeet lim R, =
n——+o00
0

(b) Montrer qu'au voisinage de +c0, R, ~ —
+oon

Nous avons R,, = Nlim = Des inégalités établies en |1} nous tirons :

!
+
8
g 2
]

| =

1 1 A I |
FErI SRSl

=n k=n

b
Il
3
=~

Et donc, en effectuant les calculs :

=

1 1

n—1 N

1 1 1
— — —— < — <
n N+1 h k2

=N

Donc, par passage a la limite, en faisant tendre N vers +o0o, nous obtenons :

1 = 1 n
RSl Sy TS T
=N

En utilisant le théoreme des limites par encadrements, nous avons liIE nR, =1, c’est a dire
n—-+0oo
1

R~ —

n =~
+oomn

3. Ecrire un algorithme que permette d’approcher la limite aussi précisément que souhaité.

2 2
Si % est la somme de Z %, nous avons % — W, = Ry41 et comme n—ll—l < Rpq1 < %,
n>1
72
I’erreur commise en remplagant 5 par R, 1 est majorée par o
Ci-dessous, un algorithme donné en langage Python
import numpy
import math
def SommelnverseCarres_1(n):
s,k = 1.1
Pi=math. pi
while k<= n:
k=k+1
s=s+ 1.0/ (kxk)
return 1./n, s, (PixPi)/6 — s #Donne [ ’inverse de n, le résultat calculé

#et la différence entre
#la limite et le résultat calculé

2

SommeInverseCarres_1(100) nous retourne Wlo = 0.01, s = 1,635081929 et % — 5 =0,00985

Exercice 47 :

Dans cet exercice, m, n, p et q désignent des entiers naturels.
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(71)71,—"-1 (71)71—"—1
1. Prouver que les séries -~ et ~—~—— sont convergentes.
nz nz

Sont-elles absolument convergentes ?

CU™ D 0T

Il faut remarquer que Z

n 2n —1 2n —1
n>1 n>1 n>1 n>1

1 1
= Les suites <7) et < ) sont des suites a termes positifs, décroissantes et telles

n/ =1 2n —1 n>1

. . 1
e = ez =1 =0
= Donc, d’apres le critere de séries alternées, les séries E ﬂ =— E (=1)" et E ﬂ =
’ ’ n n 2n —1
n=1 n>1 n>1

- Z (1" sont bien conver
gentes
2n—1

n>1
= Sont-elles absolument convergentes ?
1 1
- G N ] (-t 1
* La série g ———— est absolument convergente si la série g — | = E —.
n>1 n n>1 " n>1 n
1 (_1 n+1
La série E — est la série harmonique, qui diverge. Donc, la série E n’est pas

n
n=1 n>1
absolument convergente.

(_1)n+1 (_1)n+1
* De la méme maniere, la série E ——— est absolument convergente si la série E — | =
2n —1 2n — 1
n=1 n>1
P
2n—1
n>=1
En + . La séri 1 t érie di t t d 1
n +00, nous avons ~ —. La série E — est une série divergente, et donc la
9 — 1 4% 2n on &
n>1
1
série est une série divergente.
2 5T g
n>1
(_1)n+1
La série E ———— n’est donc pas absolument convergente.
= 2n—1

Ainsi, aucune des 2 séries proposées n’est absolument convergente.

2. Calcul de la somme des séries
Dans la suite du probléme, nous utilisons les sommes partielles, et nous notons, pourn > 1 :

n k+1 n k+1
Ralte) e (51
un =) et =)
k=1 k=1
LI
On considere, pour tout p > 0, les intégrales I, = / ﬁdx
O Jj

(a) Calculez Iy et I
= Calcul de I

1
Nous avons : Iy = / de = [arctan x](l) = g
= Calcul de I

1 1
T 1 2x 1 1 1
N s: ] = ——dr = = = _dzx==[In(1+ 22 =—-In2=Inv2
ous avons 1 /0 15 22 X 2/0 15 22 X 2[n( I)]O 5 n n\[

(b) Calculez I, + I,+o en fonction de p. En déduire I, et I3
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C’est une question qui pose peu de difficulté :

0

Lgp 4 gpt2

1+ a2
Dot : . W
= IO+IQ:®:11<:>I2:11—IO<:>112:1—§
=>I1+13:m:§<:>13:§—l1:§—1n\/§

(¢c) Pour g = 1 on appelle (U,)
2(=1)" Ings1.

En calculant Uyy1 — U,, montrez que la suite (U,)

Calculons donc Ugy1 — Uy :

Uppr = U= (tger +2(=1)" Igys) = (ug +2(=1)" Tngs1)

= (uq+1 :2“‘1) +2 (_1)q+1 (12q+3 + I2q+1>

(_1)q q+1 1
= T i9(a

q+1 T2 29 +2

- =D (—1)7 x 2

q+1 2q+ 2
= 0

Comme Ugqq — Uy = 0, la suite (Uy)

qEN*

la suite dont le terme général est donné par :

gEN* est constante.

JEN* est donc constante.

(d) En déduire que ug +2(—1)? Isg11 = In2

1.,..p 14+ 2 1
x:/ ryry) ( ;U)d:z:—/zpd:c—
0 1+ 0 p+1

Ug = uq +

La suite (Uq)q>1 étant constante, nous avons, en particulier, pour tout ¢ > 1, U, = U;. 1l faut

donc calculer U;

1
U1:u1—213:1—2<§—1n\/§):21n\f2:1n2

Donc, pour tout ¢ € N*, nous avons U, = In2 <= u, =In2 — 2 (—1)? Iyy41

(e) On définit V, = vy +(—1)? I, ; en utilisant les méthodes décrites dans les 2 questions précédentes,

§ ™
montrer que vy + (—1)? I, = )

= On démontre que la suite (V)

gEN* est constante

Vor1 = Vg =

Comme Vg1 — V, =0, la suite (V)

= Calcul de V;

(’Uq+1 + (*1)q+1 12q+2) — (Uq + (*1)q ng)
(Vg1 — Vg) — (=1)* (I2g+2 + I2q)

(- o 1
AN A Y A
2¢+1 (=1) 2¢+1
(_1)‘1 _ (_1)‘1 1
2¢+1 2¢+1
0

JeN- est donc constante.

La suite (Vq)q>1 étant constante, nous avons, en particulier, pour tout ¢ > 1, V, = V;. 1l

faut donc calculer V;

imo-L=1-(1-2)=7

2

T
Donc, pour tout ¢ € N*, nous avons V, = — <= v, = = — (—1)7 I,

(f) Démontrer que pgl}_’loo I,=0

Rien de plus classique!!

2
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1 P P
T T
Nous avons I, = / —— g
o 1 1+

e dz, et comme z € [0; 1], nous avons 0 < < 2P et donc :

! 1
0<Ip</ P dey = ——
0

p+1
. 1 -
Comme lim —— =0, nous avons aussi lim [, =0
p—+oo p + 1 p—+o00
(71)71,—0—1 (71)71,+1
En déduire | I d t
(g) En déduire les valeurs ez " e Z o — 1
n>=1 n>1
= Nous avons ngrfoo Uy = ngrfoo (In2 —2(—1)" Izp41). Comme pginoo I, = 0, nous avons
. _ n — ) N 1 3 — N —_— —_ n =
pEIEOOQ( 1)" Inpy1 = 0, Clest a dire ngr}rloo Un nErJrrloo (In2—-2(-1)"Izp41) =In2
(_1)7’L+1 (_1)n+1
u, étant la somme partielle de la série Z ———— nous avons Z ———— =1In2
n>1 ¢ n>=1 n
= De la méme maniere, nous avons lim v, = lim (E — (=" 12n>. Comme lim I, =
n—-4o0o n—-4o0o p——+o0
. o 1\ o Yok N A . IRT Ty _ T
0, nous avons pETOOQ( 1)" I, =0, c’est & dire nEI—&I-loo Up = nETOO ( (-1) Ign) =3
(_1)n+1 (_1)’ﬂ+1
v, étant la somme partielle de la série ngl on 1 nous avons ngl m—1 — 3

En conclusion :

n
n=1 n>1
et
L M U o o
‘ 2n—1 2 = 2n —1 2
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