Chapitre 10 Compléments sur les groupes 10.10 Groupe symétrique et groupe alterné

10.10 Groupe symétrique et groupe alterné

10.10.1 Introduction

Comme exemple de groupes, nous avons donné dans 10.1.4 le groupe symétrique S,, ’ensemble des

permutations de N,,

Exemple pour n =5

On considere les permutations ¢ et 7 définies par :

1 2 3 45 1 2 3 45
o= 4+ L 4L 11 = L L 1 1
2 3 4 5 1 3 4 1 5 2
Alors, nous avons :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
cor=\{ L 1L L 1 1 too=| L L 1 1 |
4 5 2 1 3 4 1 5 2 3

— Nous avons, clairement ¢ o 7 # 7 0 0, ce qui montre que S n’est certainement pas un groupe

commutatif.
— 0 est une permutation circulaire ; il est évident que ¢® =1Ids; o est donc d’ordre 5

Exercice 32 :

Quel est 'ordre de la permutation 77

10.10.2 Définition

Soit 0 € §,, une permutation de N,,
1. Un élément = € N,, est dit fixe ou invariant par o si et seument si o (z) = x

2. Le support de o est I'ensemble des éléments = € N,, tels que o (x) # x et on note

supp (0) = {z € N,, tels que o () # x}

Exemple 15 :

Ainsi, si

== =
> = N
W <— W
CU<4—
N <— Ot

1 2 3 4 5
n=( 14 4 | et =
3 21 4 5
Nous avons supp (71) = {1, 3} et supp (12) = {2,4,5}

10.10.3 Notion de cycle

Soit n € N avec n > 2, et on considére S,, I'ensemble des permutations de N, ; soit 0 € S,

1. Soit I € N* (I > 1). Nous notons o' la permutation de S,, définie par: 0! =goco-

1 fois
On pose, en particulier 0% =1d,,, 'identité de N,,

2.SileZetl<0,on note ¢! la permutation de S,, définie par : o = (0_1)4 =g !

- O

00'_10...0'_1

—1 fois

3. Soit k € N avec k > 2. Une permutation o € S,, est appelée cycle de longueur k, s'il existe k éléments

deux a deux distincts {ay,...,ar} dans N,, tels que o (a1) = as, 0 (az2) = as, --- ,
o (ax) = a; et si tout élément de N,, distinct de aq, ..., ay est fixe par o

o(ar—1) = a,
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Remarque 36 :

1. On dit qu'un cycle, ou permutation circulaire, de k lettres (ou k chiffres) est d’ordre k. Le nombre
de lettres (ou de chiffres) du cycle est appelé longueur du cycle

I'identité de N,,

n?

2. 1l est clair que si 0 € S,, est un cycle de longueur k, alors ¢* = Idy

3. Convention d’écriture

On note 0 = (a1, az, - ,ax) le k-cycle de la définition [10.10.3] les points fixes étant omis
de I’écriture. Cette notation veut dire

O'(al):(lg a(aQ):a3-~~a(ai):ai+1~~~a(ak):a1

Cette notation a le mérite d’étre plus compacte que celle vue dans le tableau a deux lignes
mais elle existe uniquement pour les cycles. Le support du k-cycle (a1, aq,- - , a) est donc

{a1,a9,...,a}

Alinsi, par exemple, dans S5 le cycle ¢ = (2,4, 5) signifie :

1 2 3 4 5
c=|4+ L L L1
1 4 3 5 2
4. La notation o = (a,as, - ,a;) n’est pas unique puisque nous pourrions aussi I’écrire ¢ =
(ag,as, - ,ar,a1) ou o = (aq,as, -+ ,ax,as,as,as) etc ...

10.10.4 Définition de transposition

On appelle transposition de S,,, toute permutation o € S, telle que :
oc(i)=jeto(j)=1i

etsi, pourtout k€N, k#ietk#j,0(k)=k

Exemple 16 :

Exemple de transposition de Sj :

O o
ANGPENN
Ul

1 2
=11
1 3
4

Nous avons T'(2) =3 et T (3) =2, etsii=1,i=
Une autre écriture de T est donc T = (2, 3)

et 4 =5, nous avons T (i) = i.

Remarque 37 :

1. Une transposition est un cycle de longueur 2 qui peut étre notée 7 = (4, 5)

2. Une transposition est une permutation qui échange 2 nombres.

Exemple 17 :

1. Revenons dans Ss. La permutation circulaire R ainsi définie :

1
R=| |
1

N <— DN
Tt 4— W
W<
= <— Ot

R est une permutation ou cycle de longueur 3 qui peut aussi s’écrire R = (3,5,4)

2. Retour sur la permutation 7 de S5 définie en [10.10.1
— La permutation 7 échange (ou transpose) les chiffres 1 et 3
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— La permutation 7 permute circulairement 2, 4 et 5.
On peut donc dire que 7 est la composée de 2 autres permutations 71 et 75 définies par :

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
n= 4L bbb )= m=( Ll L] =@245)
3 2 1 4 5 1 4 3 5 2

71 est donc un cycle de longueur 2, et 75 un cycle de longueur 3
Nous avons 7T =711 079 =9 0Ty

Remarquons que 72 laisse invariant 'ensemble {1,3}, alors que 7 laisse invariant ’ensemble
{2,4,5}.
On dit que 71 et 72 sont disjointes, c’est & dire supp (71) Nsupp (12) = 0

10.10.5 Définition de permutations disjointes

Soient a € §,, et § € S,, 2 permutations de N,,.
« et (3 sont dites disjointes si et seulement si :

(Vi € Np) (e (i) # i = B (i) = 1)

C'est a dire si supp (o) Nsupp (B) = 0

Exemple 18 :

71 et 7o sont donc 2 permutations disjointes

10.10.6 Proposition

Deux permutations disjointes commutent, c'est a dire :

Soient o € S, et 8 € S,, 2 permutations de N,, disjointes, c'est a dire telles que supp () N supp (8) = 0.
Alors :

aoff=pfoa

Démonstration

Soit i € N,
1. Suppososons que i n’appartienne ni au support de «, ni a celui de §; alors, a (i) = B (i) = 4, et
nous avons bien aof = foa
2. Supposons que i appartienne au support de «; il existe alors j € N, j # i, tel que a (i) = j.

Nous avons j € supp («) puisque si, au contraire, « (j) = j, a n’est plus une permutation et il y
a donc contradiction.

Puisque les supports sont disjoints, nous avons 3 (i) = 4. Alors :

B (i)
a (B (i)

BG) =3
a(i) =j

Et nous avons donc avo 8 = o«

3. La démonstration serait semblable si i appartenait au cycle de (.

Exercice 33 :

Nous nous plagons dans Sg. Nous considérons les permutations suivantes :

1 23456789 1 23456789
o=+ 4+ L4 L1 oo=(4 L L L L L 1L
2 765489 31 56 7 2419 83
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-1 —1
1. Calculer o1 0 03, 02001, 0]~ et 0,

2. Décomposer o1 et o2 en produit de cycles a supports deux a deux disjoints

3. Donner une factorisation de oy en produit de transpositions. Méme question pour oy

Exercice 34 :

Nous nous plagons, cette fois ci dans S7. Nous considérons les cycles suivants :

1 234567 1 234567
a=(+ 4+ 4+ 4 L1 e A
2 76 15 4 3 56 3 42 17

1. Calculer ¢ o ¢y et ¢y 0 ¢.

2. Calculer le carré ¢? = ¢1 o ¢; de ¢;. Est-ce un cycle?

Exercice 35 :

On appelle centre de S,, ’ensemble Z (S,,) des permutations qui commutent avec toutes les permutations
de S, :
Z (S,) = {0 € S, tels que pour tout s € S, tel que soo =0 os}

L’objet de cet exercice est de montrer que Z (S,,) = {Idy, } si n > 3.
Supposons donc n > 3 et soient o € Z(S,,), i € N,, j € N, tels que i # j. On pose 7 la transposition
telle que 7 (i) = j

1. Montrer que (70) (i) = o (j)
2. En déduire o (i) € {i,j}

3. Démontrer que o (i) = i(Indication : on pourra faire intervenir un entier k ¢ {i,j} et la transpo-
sition 11 (1) = k). Conclure.

4. Que se passe-t-il sin =27

10.10.7 Proposition

Soit o une permutation d'un ensemble fini X de cardinal n (X est en bijection avec N,, et peut donc &tre
assimilé a N,,)
Soit R la relation définie sur X par :

VeeX)(Vy e X)(a2Ry < (Im € Z)(y=0"(x)))

R est une relation d'équivalence sur X
On appelle orbite une classe d'équivalence pour cette relation R

Démonstration

Nous allons démontrer que R vérifie les axiomes des relations d’équivalence
1. Cette relation est réflexive
Soit € X ; nous avons z = Idx (). Or, 0° = Idy, et donc z = " ()
Ainsi, il existe m € Z, et m = 0 tel que x = 6™ (), et nous avons xRz
La relation R est donc réflexive.
2. Cette relation est symétrique
Soient z € X et y € X tels que zRy. Ceci veut donc dire qu’il existe m € Z tel que y = o™ ().

o étant une bijection, par les théoremes de composition, il en va de méme de ¢™ ; il existe donc
e . . -1 _ _

une bijection réciproque (¢™)” " = o™, telle que que nous avons * = o~ ™ (y) et donc nous avons

YRz

La relation R est donc symétrique
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3. Cette relation est transitive
Soient x € X, y € X et z € X tels que 2Ry et yRz.
Ceci veut donc dire qu'il existe m € Z et p € Z tel que y = o™ (x) et z = oP (y)
Donc, z = o? (y) = o? (6™ (x)) = o™*P (z). Il existe donc k € Z , et k = m+p tels que z = 0¥ (z),
et nous avons donc Rz
La relation R est donc transitive

La relation R est donc une relation d’équivalence.

Remarque 38 :

Soit € X ; quelle est la classe d’équivalence de z pour la relation R. L’orbite de z, notée O (x) est
donnée par :

O(x):{x,a(x),az(x),...,om(x),...}

Et si X est un ensemble fini, il existe stirement m € Z tel que ¢™ (z) = =.
Cette remarque est utile dans le théoreme qui suit

10.10.8 Théoréme

Soit X un ensemble fini, et Sx son groupe de permutations.
Toute permutation o € Sx telle que o # Id x résulte de la décomposition o = ;0750 - - v, de cycles disjoints
v, chacune ayant un cycle de longueur 2 ou plus.

Démonstration

Soit o € Sx une permutation de X. On considére la relation d’équivalence R définie dans [10.10.7]
Soit x € X

1. Alors, il existe une seule orbite C telle que € C, et nous pouvons écrire C par :
C={yeXtelsquey=0"(z) oumeZ}={z,0(z),...0c" (z),...}
X étant un ensemble fini, et comme C' C X, C est forcément fini; il existe donc r € Z tel que
x=o0"(x).
Soit m € N le plus petit entier positif tel que x = o™ (z). Alors, C contient exactement m

éléments, c’est a dire :

C= {x,a(x),...a"ﬁl (z)}

2. Soit 7, la permutation circulaire suivante, de longueur m :

x o(@) o*(zx) - o™ l(x)
T
o(x) o%(x) o3(x) --- x

~ laisse inchangé les points n’appartenant pas a 'orbite C. nous avons donc, siz € C, v (z) = o (),
etsiy ¢ C,yv(y) =y

3. X étant un ensemble fini, les orbites étant des classes d’équivalence, donc disjointes, elles sont en
nombre fini. Supposons donc qu’il y ait k orbites. Nous avons, bien entendu :

k k
X:UCi et ﬂClz(Z)
=1 i=1

On appelle v; la permutation circulaire définie comme ci-dessus et appliquée a l'orbite C;, c’est a
dire que ~y; est la permutation égale & ¢ sur C; et a ’dentité en dehors de C;

Si i # j, v; laisse inchangé tout élément de C}, et donc tout élément déplacé par ;. y; et y; sont
donc disjointes, et d’apres[10.10.6] commutent.
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4. Montrons, maintenant, que ¢ =y 02 0...07
Soit y € X
Alors, si o (y) = 2, y et z appartiennent & la méme orbite. Il existe donc 1 < ¢ < k tel que y € C;
et z € Cy, et donc tel que z = ; (y) et tel que, pour tout j # 14, v, (y) =y et v, (2) = 2
Par suite, nous avons bien y3 0y 0... 0797, (y) = z = 0 (y), et ceci étant vrai pour tout y € X,
Nnous avons g =y 092 0 ... 0 Y.

Ce que nous voulions

Exercice 36 :

Soit o € S5 défini par
1 2 3 4 5
o= 1L L L 1|
5 4 1 2 3
1. Ecrire la décomposition de ¢ en produit de cycles de supports disjoints.

2. Donner la liste des éléments de T' (o) le sous-groupe engendré par o

10.10.9 Corollaire

Soit X un ensemble fini.
L'ordre d'une permutation o € Sx est égal au ppcm des longueurs de ses cycles disjoints

Démonstration

Soit X un ensemble fini et 0 € Sx

On peut représenter o comme la composée de k cycles disjoints (v;) i=1,... k- Nous avons donc, pour tout
iet jy; oy =70% et o =y10720---07

Pour tout entier m € N, nous avons 6™ =" oy5* o --- o, d’olt, 0™ = Idx si et seulement si, parce
que les cycles sont disjoints, ;" = Idx pour tout : =1,...,k

m est donc un multiple commun des longueurs de tous les cycles.

L’ordre de o est donc la plus petite valeur de ces multiples communs; c’est donc le ppcm.

Exemple 19 :

On revient a la transformation 7

—<— W
U
N 4 on

p
1
4

\]
|
W <— =

qui se décompose en deux cycles 71 et o T =T 0T =T9 07Ty

= (2,4,5)

=
NSQUEEEN
w4 W
Ut <— >
O — O

4 5
Ll )=13) mn=
4 5

i

I
W <— =
DN <— N
—— W

ou 7; est un cycle de longueur 2, et 75 un cycle de longueur 3.
L’ordre de 7 est donc 6 (A vérifier en exercice)

Exercice 37 :

Donner, si c’est possible, un exemple d’élément d’ordre 30 dans le groupe symétrique Sip.

10.10.10 Proposition

Soit X un ensemble fini de cardinal n et S,, = Sx son groupe de permutation.
On considere v € S, un cycle de longueur m.

Alors, pour tout permutation o € S, la permutation o oy oo~!

est aussi un cycle de longueur m
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Démonstration

On note X = {x1, -+ ,x,}, et pour simplifier les choses, nous posons v = (21, -+ , T ), ce qui veut dire :
— Sil<i<m—1,alors y(x;) = 241 et v () = 21
— Sim+1< i< n,alors v (z;) = 2,

Soit y € X. o étant une permutation, il existe un unique z € X tel que y = o (x) <=z =0 (y)

1. On suppose que = n’appartienne pas au cycle de ~

Alors, vy (z) =z et
coyor T (y) = oy (a) =0 (@) =y

y n’est donc pas dans le support de 0 oyo o~ !, et dans la mesure oll o est une bijection, on peut

dire qu’il y a n — m éléments de X qui ne sont pas dans le support de c oyoo~1.

i io o~ .
On ne sait pas encore si 0 oy o 1 est un cycle

2. On suppose maintenant que z appartienne au cycle de ~

Il existe donc 79, avec 1 < 79 < m tel que =z = x;,
* Si1<ig<m—1,alors v (z) = (i) = Tig+1 €t

goyoo t(y) =00y (i) =0 (Tig1)
x Bt siig=m,covo00 t(y) =007 (xm) =0 (x1)
Done, coyoo~! (y) = oy (x) =007y (zi) = 0 (Tig+1)
Ce qui veut dire que 0 oy oo ~! est un cycle de longueur m.
Exemple 20 :
L’exemple ci apres est toujours pris dans Ss. On considere v et 0 deux permutations de S5

v = =(2,5,4)

==
T4 O
W< W
DN <— &
A o

v est donc un cycle de longueur 3
Considérons, maintenant, la permutation o :

et donc o=t =

Q

\
W =
B b
i w
=
N <— Ot
R
DU 4— o
—= < w
DO 4
W <— Ot

Et nous pouvons alors trouver g oyo o~ ! :

5

! 1] =01,4,2)
5

govyoog =

>~ = =
— < o
W — W
DO 4

ogovyoo ! est donc un cycle de longueur 3. Si C est le support de 7, nous avons C = {2,4,5}, alors C’,
support de 0 o yo o~ ! est donné par

C/:J(C) :{0(2)70(4)70(5)} :{4’172}

Exercice 38 :
Montrer que si ¢ et ¢; sont deux cycles dans S,, de méme longueur k, il existe o € S,, tel que ¢; = cocoo ™!

(on dit que c1 et ¢ sont conjugués dans Sy,).

10.10.11 Théoréme

Toute permutation o € S,, est un produit de transpositions
En particulier, un cycle v de longueur m est un produit de m — 1 transpositions
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Démonstration

Soit 0 € S,

Alors, o est le produit de k permutations circulaires disjointes -y;, c’est a dire : 0 =y, 0y3 00y

Si on réussit a montrer que toute permutation circulaire de S, est le produit de transpositions, on pourra
le généraliser a o

Soit donc « une permutation circulaire, et on montre que v est le produit de transpositions

On appelle C = {1, 29, ..., 2y} le cycle de la permutation v, c’est & dire :
ry T2 - ITm  Tm+1 -~ Tp
S0 (R T A A PP
Ty T1 v Tm—-1 Tm41 - T

On considere les transpositions 7;, 2 < ¢ < m définies par : 7; (x1) = xy, 7; (z;) = z1 et 7; () = xp s
k#1i

Alors, nous avons v = 75 073 0 - -+ 0 Tp,. En effet,

Si k > m + 1, nous avons v (xx) = z, et, pour tout i, 7; (zx) = =z, donc, si k > m + 1, nous avons
v (xk) =T207T30 0Ty (k)

Pour 2 <i<m, y(x;) = xi—1, €t

TooT30 - 0Ty (z;) = Ta0T730:- 0T (x;)
Tp0T30---0T;_1(x1)
Tp0T30 - 0Ti_g(Zi—1)

Dong, si 2 < i < m, nous avons v (z;) = 720730+ 0 T, (z;)
D’autre part,y (1) = @, et

T20T30 0Ty (T1) = T10T20: 0Ty 1 (Tm)

= {L’m

Done, pour tout 1 < i < n, nous avons 7 (z;) = 72073 0 -+ 0 Ty, (2;) et nous avons montré qu'un cycle
de longueur m est le produit de m — 1 transpositions.

Exercice 39 :

Montrer que le produit de deux transpositions distinctes est un cycle de longueur 3 ou un produit de
deux cycles de longueur 3.

10.10.12 Signature d’une permutation

Soit o une permutation de S,
1. On dit qu'un couple (z;,x;) est une inversion pour o, lorsque nous avons i < j et o (z;) > o (z;)

2. Nous notons I (o) le nombre de d'inversions de o

3. On appelle signature de la permutation ¢ que I'on note sgn o le nombre ¢ (o) = (71)1(0)

Remarque 39 :

On définit ainsi 'application < signature » : ¢: S, — {—1;+1}. Elle dépend de n, mais on ne fait pas
apparaitre cette dépendance dans la notation &

10.10.13 Définition de la parité d’une permutation

Soit o une permutation de S,

1. On dit que la permutation o est paire si € (o) =1

2. On dit que la permutation o est impaire si € (o) = —1
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Remarque 40 :

Ceci veut simplement dire que si la permutation est paire, alors le nombre d’inversions de la permutation
est un nombre pair, et donc que la permutation est impaire, si le nombre d’inversions de la permutation
est un nombre impair

Exemple 21 :

Intéressons nous a Nj et a S5 son groupe de permutations. Soit o € S5 définie par

5
1
1

4

1 2 3
o= 4 L
5 2 3

Regardons le nombre d’inversions

On peut, tout de suite dire que le couple (1,2) est une inversion, car o (1) > o (2). Plus généralement,
comme o (1) = 5, nous avons aussi comme inversion les couples (1,3), (1,4) et (1,5)

Le couple (2, 3) n’est pas une inversion, car o (2) < o (3).

(2,5), (3,5), (4,5) sont des inversions. Il y a donc en tout 7 inversions, et on en déduit que o est une
permutation impaire.

10.10.14 Proposition

Toute transposition est impaire

Démonstration

On considere I’ensemble fini N,, et o une transposition de S,, telle que :

{U(h):keta(k‘):h
Pour tout i €N, i Zheti#ko (i) =1

On suppose h < k
11 est alors évident que si h < @ < k, les couples (h, i) et (i, k) forment des inversions ; de méme, le couple
(h, k) forme une inversion, et ce sont les seuls qui forment des inversions.
— Tous les couples (h, i) avec h+1 < i < k sont donc des inversions, et ilyenak—(h+1)+1=k—h
telles inversions
— De méme, tous les couples (i,k) avec h +1 < ¢ < k — 1 sont donc des inversions, et il y en a
k—1—(h+1)+1=k—h—1 telles inversions
Il y a donc, en tout 2 (k — h) — 1 couples d’inversion, c’est & dire un nombre impair d’inversions et donc
e(o)=-1

Remarque 41 :

Calculer la signature a partir du nombre d’inversions s’avere fastidieux des que n est un tant soit peu
grand. Nous allons voir ci-apres, une méthode de calcul beaucoup plus aisée qui repose sur des propriétés
fondamentales de la signature.

10.10.15 Proposition

Soit n € N*. On considére S,, le groupe de permations de N,,. Alors, pour tout o € S,,, nous avons :

11 o (i) =o(j)

i
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Démonstration

1. 0 est une permutation et donc une bijection. Comme i < j, c’est a dire ¢ # j, nous avons

o(i)#o(j)etdonc [ (o(i)—0(5)#0

1<i<jsn

De la méme maniere, comme i < j, ¢ —j < 0 et H (i—j)#0

1<i<j<n
2. Pour 1 € i < j < n,il existe h et k uniques, avec l <h<n,1<k<neth#ktelsqueo(h)=1
eto(k)=j
Et donc H (i—j)= H (o (i) — o (4)), c’est & dire que
1<i<jgsn 1<i<jsn

3. D’autre part, nous avons

H U(Z)—U(J)_ H o (i) —o(j) H o (i) —o(j)

- - = - - X - -
1<i<j<n L= 1<i<j<n t=J 1<i<ji<n t=J
o(i)>0(j) a(i)<o(4)
: : o (i) —o(j) o
Lorsque o (i) > o (j), le rapport ————= < 0 et donc, le nombre de couples (i,j) avec
i

1 <i<j<ntelsqueo(i) > o(j) est I (o) le nombre de d’inversions de o et le signe de

H M est celui de (—1)"”) et donc :
1<i<j<n t=J

H J(iz':?(j) (1)) Z e (o)

10.10.16 Proposition

Soit n € N*. On considere S,, le groupe de permations de N,,. Alors, pour tout o7 € S, et tout 05 € S,
nous avons :

g(oy009) =¢e(01) X €(02)

Démonstration

En utilisant [I0.10.15] nous avons :

H o1009 (i) — o1 009 (j)

i—J

Nous allons modifier cette expression :

II 01003(i) —o1002(j) _ 11 91003(i) —01002(j) 11 o2 (i) — 02 (j)

1<i<i<n 1= 1<i<j<n o2 (i) — o2 (4) [l

g(op009) =
1<i<jsn

11 o2 (i) — 02 (j)

— , € (02), la signature de o9
L=

Nous reconnaissons déja en
1<i<j<n

o1009 (1) —o1002(5)
I1 o2 (i) — 02 (j)

Il nous faut donc, maintenant, regarder de maniere plus précise
1<i<jsn
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o9 est une bijection de N,,, et donc, pour chaque z € N,, il existe un unique i € N,, tel que o9 (i) = = et
donc :

H o100 (i) — o1 002 (j) H o1 (z) — o2 (y)

1<i<j<n 72 (i) = o2 (j) 1<z<y<n r=y

Ou nous avons posé :
— 09 (i) = x et 09 (j) = y lorsque o3 (i) < o2 (5)
— 09 (1) =y et 02 (j) = x lorsque o2 (1) > o2 (5)
Et donc

[[ 2oni-ocnl) [ a@-ow

1<i<j<n 02 (1) = 02 (j) 1<z<y<n

Ainsi € (01 0 03) = € (01) X €(02), ce que nous voulions démontrer

Remarque 42 :

1. La proposition [10.10.16| signifie que la signature d’une permutation est un morphisme de
groupe

En effet, ({—1;41}, x) est un groupe multiplicatif de neutre +1 et la relation
3 (01 o 0'2) = 8(01) X € (0’2)

pour tout o1 € S, et tout o9 € S,, définit bien un homomorphisme de groupe.

2. Tl est tres facile de montrer que, si o est une permutation de S, 'application ® ainsi définie :

{(I):Nann — N, xN,
(i,4) +— @[(,4)] = (o (i), 0 ()

est une bijection
3. Rappelons que la signature d’une transposition est —1 (Cf|10.10.1/

10.10.17 Proposition

Soit n € N*. On considére S,, le groupe de permations de N,,.
1. La signature d’une permutation circulaire (ou cycle) de longueur k (ou d'ordre k est (—1)*~*

2. Pour o € S, si  est le nombre d'orbites dans la relation d'équivalence modulo o (comme définie en

10.10.7), alors £ (o) = (—=1)" "

Démonstration

1. D’apres le théoreme [10.10.11] un cycle de longueur & est le produit de k — 1 transpositions. Ainsi,
si v est un cycle de longueur k, nous avons :

y=Ti0T90---0Tk_1 et donc e (y) = Ha(n) = (—1)F!

2. Soit 0 € §,,. Nous considérons donc la relation d’équivalence définie en [10.10.7] & ’aide de o

(a) NotonsCy,Cs,- - ,Cy les r classes d’équivalence (ou orbites) modulo cette relation d’équivalence.

Alors |J Cr =N, et sii# j,alorsC;NC; =0
k=1

(b) Dans ces orbites, il y a des singletons C; = {x}, c’est & dire des éléments qui sont en fait des
points fixes par o.
Nous appelons donc Cq,Ca, - - - ,Cs les orbites qui ne sont pas des singletons et Cs41,Cs42, -+ ,Cp
les orbites qui sont des singletons
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(c) Pour C; = {x{w%, .. 7:10{,}7 nous notons c¢; le cycle ¢; = (w{,x%, e 7352,) et I (c;j) la longueur
de ce cycle. Notons que I (¢;) = Card C;.
Nous avons donc n=1(c1) +1(c2) +---+1(cs) +(r—s)

Les c; ainsi construits sont des cycles disjoints tels que 0 =cjocp0---0c;

(d) En utilisant le résultat [10.10.16] nous avons :
e(o) =

(c1) X e(co) X -+ x e(cs)
1)[(61)71 X (_1)l(C2)71 X oeee X (_1)l(cs)71

9

(_
(_1)1(01)+l(cz)+---+l(cs)—s
(_

1)"™" puisque n =1 (c1) +1(c2) +---+1(cs) + (r—s)

10.10.18 Théoréme

Soit n € N tel que n > 1 et A,, est I'ensemble des permutations paires de N,,

C nl
1. A, est un sous groupe distingué de S,, contenant 5 éléments

2. A, s'appelle sous-groupe alterné d'ordre n

Démonstration

1. A, est un sous-groupe distingué de S,

Si nous considérons
{ e: S, — {-L;+1}
o — e (o)

¢ est un homomorphisme de groupe de noyau kere = A,,. Comme le noyau d’un homomorphisme
est un sous-groupe distingué, A,, est un sous groupe distingué de S,

|
2. Card A, = %

Dans la relation d’équivalence modulo A,, toutes les classes d’équivalence ont méme nombre
d’éléments ; et dans cette relation, les 2 classes sont définies par A,, et 7A, ou 7 est une transpo-
sition de S,,.
n!
Comme A, UTA, =S, et que A, N7A, =0, 2Card A,, = n!, c’est & dire Card 4,, = )
Une autre démonstration, ou idée de démonstration qui rejoint ce qui a été écrit ci-dessus,

est de considérer lapplication ¥ de A, dans S, \ A,, définie par :

{\I/:An — S\ 4,
o — V(o) =710

Ou 7 est une transposition de S,. Il est facile de démontrer que ¥ est bijective (donc
!
Card A, = Card (S, \ 4,)) et que S, = A, U (S, \ 4,,) et done Card A,, = %

(En fait, c’est une recopie de la démonstration du théoréme de Lagrange et A, est un
sous-groupe distingué d’indice 2)
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