Chapitre 10 Compléments sur les groupes 10.14 Quelques exercices corrigés

10.14 Quelques exercices corrigés

10.14.1 Premieres définitions

Exercice 1 :

1. On considére les 4 matrices :
(1 0) (0 1) (—1 O) (0 —1)
0 1 -1 0 0o -1 1 0
L’ensemble de ces 4 matrices, muni de la multiplication, forme-t-il un groupe ?

. "y . -1
O> ; c’est la matrice identité et, clairement ( 0 > = —Is.

1
Nous appelons Iy = (0 1 0 -1

Si Ry = (_01 (1)> et Ry = <(1) 701>, nous avons Ry = —Rs et R1 Ry = 1, R% = R% = —Is.

D’ou le tableau :

| x [ [-I[ R | Ry |
12 12 —12 Rl R2
|| -] I | Ry | Ry
Ry | By | Ro | =L | Iz
Ry || Ro | Ry | Io | =D

L’ensemble de ces 4 matrices muni de la multiplication des matrices est donc un groupe fini. Ce

groupe est méme commutatif.
. s ) T
R; est une rotation du plan d’angle —g alors que Ry est une rotation du plan d’angle 5

—1+1iV3

2. Dans cette question, j représente une racine cubique de 1 : j = 5

On considére les 4 matrices suivantes :

G G 63 Q)

L'’ensemble de ces 4 matrices, muni de la multiplication, forme-t-il un groupe ?

Pour commencer, il faut remarquer que 1 +j + 352 =0

. .2
Pour nous simplifier la vie, nous posons Iy = ((1) (1)), A= (g) ](.)2), B = (jO O> et § = <(1) (1))

J

Comme tout & I'heure, I est I’élément neutre de la multiplication des matrices, et nous avons

S? =1,
0

Par calcul, nous montrons que AB = BA = I,, A2 = B et B2 = A, mais nous avons AS = (j2

qui n’est pas un élément de ’ensemble considéré.
Ce n’est donc pas un groupe puisque la multiplication n’est pas interne.

Exercice 2 :

Soit G un groupe de neutre e, tel que pour tout = € G, x2 = e. Montrer que G est commutatif

Soient x € G et y € G; il faut donc montrer que zy = yx.
La seule hypothese que nous ayions est : (acy)2 =e. Or, (:cy)2 =ayry =e
En composant a droite par y, nous obtenons :

TyTYYy = ey = YTy’ = Yy = TYT =Y
En composant maintenant a gauche par x, nous obtenons :
TYT = Y = rTYr = oY <= iYr = oy <= yr = 1Y

On vient donc de montrer que si, pour tout « € G, 22 = e, alors 2y = yx

)
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Exercice 4 :

Soient (G1,%), (Ga, T) 2 groupes; on suppose (G2, T) commutatif. Soit Hom (G1, G2) I'ensemble des ho-
momorphismes de groupes de Gy dans Gs.

On définit, dans Hom (G, G3), la loi o par (f o g) (z) = f(x) Tg ()

La loi o définit-elle une loi de groupe sur Hom (G, G2) ? Comment la structure de (G2, T) intervient-elle 7

1. Montrons que c’est une loi de composition interne
11 faut donc montrer que si f € Hom (G1, G2) et g € Hom (G4, G3), alors f ¢ g € Hom (G, Gs)
Il faut donc démontrer que, pour tout € Gy et tout y € Ga, fog(zxy) = (fog) (@) T (fog) (y)-
Soient donc x € Gy et y € Gy :

fog(z*y)= f(rv*y)Tg( * )
= (f@)TfW)T(g) Tg(y))
T T

g
= (f(z)Tg@)T(f(y) Tg(y)) (associativité dans (Ga, T) et commutativité de (Ga,

= ((f<>9)( NT((fog)(y)

f © g est donc un homomorphisme et f ¢ g € Hom (G, G2)
La structure de (G, T) intervient dans le fait ou ¢’est un groupe commutatif
2. Montrons que opération ¢ est associative

Il faut donc montrer que, pour tout f € Hom (G1,Gs2), tout g € Hom (G1,G2) et tout h €
Hom (G4, G2), nous avons

fo(goh)=(fog)oh

Soit donc =z € Gy :

fol(goh)(x)= f(x)
f(

~ A~

h (z) ( associativité dans (Ga, T))

Nous avons donc, pour tout z € G, fo (goh)(x) = ((fog)oh) (), c’est a dire que nous avons
folgoh)=(fog)oh
La loi ¢ est donc associative.

3. Recherche d’un élément neutre pour la loi ¢
Il faut donc trouver N' € Hom (G1, Gs) tel que, pour tout f € Hom (G1,Gs), foN =No f = f.
Si cet homomorphisme A existe, alors, pour tout x € G, nous avons :

foN (x) = f(x) TN (z) = f (z)

Ainsi, pour tout x € G, nous avons N (z) = ez oll ey est le neutre de (Ga, T).
1l est facile de démontrer que N € Hom (G4, Gs).
La loi © admet donc un élément neutre qui est ’homomorphisme constant A/ défini par :

{NZGl — G2
r — N(z)=e

4. Recherche de symétrique
Soit f € Hom (G1, Go). Existe-t-il f; € Hom (G1,G>) telle que fo fs = fso f=N7?
C’est & dire que nous devrions avoir, pour tout z € G; f o fs (z) = N (z) = ea.
En ré-écrivant cette égalité, nous avons :

fofs(e)=f(2)Tfs(x) = e

Ainsi, fs (z) =[f (:z?)]f1 = f (z7'), puisque f est un homomorphisme de groupe
Démontrons que f; est un homomorphisme, c’est a dire fs € Hom (G, Ga).
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Pour tout x € G4 et tout y € G4, nous avons :

folwry) = f ((:nfy)*ll)
= f yo xa

y )T (e

_ ) ( 1; par commutativité dans (Ga, T)

= fs( )Tfs()

Donc fs € Hom (G, G3)
5. L’opération ¢ est-elle commutative ?
Autrement dit, est ce que, pour tout f € Hom (G1,G2) et tout g € Hom (G1,Gs), avons nous
fog=gof?
Soit & € GG ; alors :

fog(z)

f(x) Ty (x)
g () Tf (z) (commutativité de (G2, T))

gOfW)

Alinsi, pour tout x € Gy, fog(z)=go f(z) et donc fog=gof

11 est évident que la structure du groupe (G, T) joue un réle majeur, et en particulier la commutativité
de ce groupe

Exercice 5 :

1. S3 est le groupe des permutations d’'un ensemble a 3 éléments. Avons nous (Ss3,0) isomorphe a
(z/6Z,+)?
Il est clair que (S3,0) ne peut étre isomorphe & (Z/6Z,+). En effet, (Z/6Z,+) est un groupe
commutatif, alors que (S3,0) ne l'est pas.

En effet, soient 01 € S3 et 09 € S3 définies par :

1 2 3 1 2 3
o= {4 I 1 o= 4 L |
1 3 2 3 2 1
Regardons maintenant les compositions o1 0 09 et g9 007 :
1 2 3 1 2 3
01002 = L+ 44 02001 = 11
2 31 3 1 2

Nous avons donc g1 0 09 # 03 0 07

2. Dans 7, /16Z, on considére I'ensemble H = {1,3,9,11}. Vérifier que H est un groupe multiplicatif.
Rechercher tous les homomorphismes de (Z/47,+) dans (H, x). Parmi ces homomorphismes, quels
sont les isomorphismes ?

= Faisons la table de multiplication de (H, x)

(< [ 1[3[9[11]
T [1]3]09]11
339|111
9 [[9 |11 3
1111 1 9

= Recherchons les homomorphismes de (Z/47Z,+) dans (H, x)
Nous appellerons ¢ un homomorphisme quelconque
* Tout d’abord, 'image du neutre de (Z/4Z,+) est le neutre de (H, x), nous devons avoir

¢ (0)=1
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* Puis, ¢ (2) = ¢(1+1) = (¢(1))°, ainsi que ¢ (3) = (¢(1))°. Le choix de ¢ (1) est donc
important
= Les homomorphismes sont donc :
* L’homomorphisme constant, qui a tout n € (Z/47Z,+) fait correspondre ¢ (n) = 1; de
maniere claire, ce n’est pas un isomorphisme.
* Soit ¢y : (Z/4Z,+) — (H, x) défini par :

Ppr1(0)=1 ¢p(1)=3 ¢»m((2)=9 ;@B =11

C’est un isomorphisme
* Soit ¢g : (Z/4Z,+) — (H, x) défini par :

P2(0)=1 92(1)=9 92(2)=1 »2(3)=9

Ce n’est clairement pas un isomorphisme, mais l'image de @9 est {1,9} qui est un sous-
groupe de (H, x)
* Soit @3 : (Z/4Z,+) — (H, x) défini par :

03(0) =1 @3(1)=11 ¢3(2)=9 ¢3(3)=3

C’est un isomorphisme

10.14.2 Sous-groupes
Exercice 7 :

Soit (G, *) un groupe. Le centre de (G, x) est I'ensemble Z (G) des éléments de G qui commutent avec tous
les éléments de G, autrement dit : Z (G) = {x € G tels que pour tout y € Gz xy=y*x}
Il faut montrer que Z (G) est un sous-groupe de (G, *)

1. Premierement, Z (G) # @, puisque si e € G est le neutre, pour tout x € G, nous avons Txe = exx,
et donc, e € Z (G)

2. Secondement, montrons que si x € Z (G) et y € Z (G), alors x xy € Z (G)

Comme z € Z (G), alors, pour tout T € G, nous avons x * T =T x z; de méme pour y. Il
faut donc montrer que, pour tout T € G, (x *xy) * T =T * (x x y)

(xxy)*xT = xx(y=+T) par associativité de la loi *
= xx(Txy) cary € Z(Q)
= (x*T)*y par associativité de la loi
= (Txx)xycarx € Z(Q)
= T« (x*y) par associativité de la loi *

Nous avons donc (z*y) *T =T x (x x y)
3. En troisiéme lieu, montrons, maintenant, que si z € Z (G), alors 27! € Z (G)
Il faut donc montrer que, pour tout 7 € G, nous avons '« T =T x !
Posons z = ! % T'; en composant & gauche par x, nous avons : z x z =z * (271 % T).
Par associativité, nous avons : 2z = (zx 2™ ')« T =exT =T

Comme z € Z (G), nous avons x * z = z * x, ce qui fait que T = z x x

1 1

Maintenant, en composant & droite par !, nous obtenons : T x 27! = (zxx) x 271 =

zr(zrat)=zxe=2z
Nous avons donc 271« T = z = T x 271, ce qui montre que 7! € Z (G)
Ce que nous voulions

Z (G) est donc un sous-groupe de (G, x)
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Exercice 8 :
M, (R) est I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 a coefficients réels.
a b

a ) aveca cRetbeR

b
Soit G = {g(a,b) aveca € R,b € R et |a| # |b|}. Démontrer que G est un sous-groupe de GL3 (R)

On consideére les matrices g (a,b) = (

1. Tout d’abord, on démontre que G C GLs (R)
Il suffit, pour cela de calculer le déterminant de g (a,b). Clairement, det g (a,b) = a® — b* # 0

2. D’autre part, la multiplication est interne; nous avons, en effet :
g(a,b) x g(c,d) = g (ac+ bd, ad + be)

3. D’autre part, l'inverse de g (a, b) est aussi un élément de G. En effet :

1 1 a —b a —b
(9 (a;5)) :a27b2<*b a >:g(a2—62’a2762>

Exercice 9 :

1. Comment considérer S5 comme sous groupe de Sy 7

Soit X = {x1,x2, 3,24} un ensemble & 4 éléments et S, son groupe de permutations.

Soit X3 = {x1,x9,23} un sous-ensemble de X & 3 éléments. On peut écrire X = X3 U {x4} et
nous considérons les permutations de Sy qui laissent {x4} invariant. Soit & C Sy cet ensemble. Il
est facile de montrer que (U, o) est un sous-groupe de (Sy,0) de cardinal 6, et donc isomorphe &
83

Donc, considérer S3 comme sous groupe de Sy, c’est plutot considérer que Ss est isomorphe a un
sous groupe de Sy.

2. Plus généralement, soit X un sous-ensemble d'un ensemble Y fini. Pouvons nous considérer Sx comme
sous groupe de Sy ?

La méthode est la méme.

Si X = {1,202, ,xn} et Xy, = {@1,22," -+ ,2m} avec m < n, nous avons X = X, N
{Zm+1,Tm+2, "+ ,Tn}, et nous considérons 'ensemble U des permutations laissant {z, 41, Tmt2, -
invariant.

Comme précédemment, (U, o) est un sous-groupe de (S,,, o) de cardinal m!, et donc isomorphe &
Sm

Donc, considérer S,,, comme sous groupe de S, c’est plutot considérer que S,;, est isomorphe a
un sous groupe (U, o) de S,

10.14.3 Relations d’équivalence
Exercice 13 :

Soient H et K deux sous-groupes finis d'un groupe G d’élément neutre e. Si H et K sont d’ordres premiers
entre eux, montrer que H N K = {e}.

Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G, d’ordres premiers entre eux.

Alors H N K est un sous-groupe de H, et aussi un sous-groupe de K.

Par le théoreme de Lagrange, 'ordre de H N K divise a la fois 'ordre de H et celui de K.

C’est donc un diviseur commun a l'ordre de H et a I'ordre de K. Comme ils sont premiers entre eux, on
en déduit que H N K est d’ordre 1, c’est-a-dire H N K = {e}.

Exercice 14 :

GL, (R) est I'ensemble des matrices inversibles de dimension n et a coefficients réels. GL;} (R) est le sous
groupe des matrices de déterminants strictement positifs. Montrer que GL;r (R) est d'indice 2 dans GL,, (R)
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Si nous considérons la relation d’équivalence modulo GL;" (R), il est évident qu’il n’y a que 2 classes
d’équivalences : GL;" (R) et GL,, (R), 'ensemble des matrices de GL,, (R) de déterminant négatif.
L’indice de GL! (R) dans GL,, (R) est donc 2

Exercice 15 :
Soit n € N* et on appelle F,, = {q = % otia € Z}. Quel est I'indice [F,, : Z] de Z dans F,,
= Il est évident que F), est un sous-groupe de (Q, +)
= Montrons que Z C F,,
Soit m € Z; alors m = an, et en posant a = mn, nous avons bien m € F;, et donc Z C F,.

De plus, (Z,+) est un sous?groupe de (Fp,+)

= Pour connaitre I'indice [F), : Z], il faut connaitre le nombre de classes d’équivalences modulo Z
dans F,.
Or, si R est cette relation d’équivalence, nous avons :

b b b
3%7@9—762@(%62)(3——:@
n n n n n n

Ainsiﬂz{ﬁJrkonkeZ}
n n

a
Il n’y a que n classes d’équivalence dans cette relation d’équivalence; elle sont du type — avec
n
0<as<n—1

i b
*Soienta€Zetb€ZtelsqueO<a<b<n—1alorsEﬁf:(l)
n o n

a_ b
En effet, nous n’avons pas —R—.
. . a . A - . a b a-b
Si nous avions —R—, nous arriverions a une contradiction puisque — — — = et des
n o n n o n n
L, / 1-n _a—-b n-1 . a
inégalités 0 < a < b < n — 1, nous tirons < < ; ceci montre que — — — §7§ 7,
n

n n n
ce qui est impossible sauf si a —b = 0, c’est a dire si a = b. Il y a donc contradiction.
* Supposons a > n; faisons maintenant la division euclidienne de a par n.
a v a v
Nous avons a = un +v avec 0 <v < n — 1 et donc — = u + —, et nous avons —R—
n n n n

a
* Il n’y a donc que n classes d’équivalence qui sont du type — ou 0 <a<n—1
n
L’indice [F, : Z] de Z dans F,, est donc n

Exercice 16 :
1. Montrer que (R/277Z,+) et (U, x) sont isomorphes

Nous allons construire cet isomorphisme, et cet isomorphisme est immédiat. On ’appelle donc .
Nous le définissons ainsi :

(U, %)

{ap:(R/ZwZ,—l-) — 4
T — p(x)=e"

= ¢ est un homomorphisme
En effet, solent & € R/27Z et y € R/27Z; alors :

pE+y)=p(xty) =TT =€ xe¥ = (i) x o (y)

¢ est donc un homomorphisme
=  est injective
Nous allons utiliser 2 modes de démonstrations
x Tout d’abord, soit @ € ker p; alors ¢ () = 1 et donc e = 1, c’est a dire z = 2k7 ol
k € Z, c’est & dire que x € 0; ainsi, ker p = {0} et ¢ est injective.
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* Autre facon de faire qui est tres proche en termes de démonstration :
Soient & et y tels que ¢ (&) = ¢ (). Alors :

@) =p@) = e =¥ = TV =l —y=2kr=i=7y

¢ est donc bien injective
=  est surjective
Soit z € U, alors z = ¢'®87 et il existe donc dans R/27Z & = arg 2 tel que ¢ (%) = 2
¢ est donc un isomorphisme et les deux groupes (R/27Z,+) et (U, x) sont isomorphes. Il est
possible de définir ¢! par :
(R/27Z,+)
7l (z) =argz

{ o™t (U, %)

—
—
2. Montrer que (R/27Z,+) et (R/Z,+) sont isomorphes

T
Dans un premier temps, on peut remarquer que si x € [0; 27|, alors o € [0;1] d’olt une idée
T
d’homomorphisme ) :

v P@) =

{ v:(R/2xZ,+) — (R/Z,+)
2w

= 1 est un homomorphisme
En effet, soient & € (R/27Z,+) et y € (R/27Z,+), alors :

VE+y) =9 (z+y) = s %JF% = (%) + 1 (9)
1) est donc un homomorphisme
= 9 est un homomorphisme injectif
En effet, soient & € (R/27Z,+) et § € (R/27Z, +) tels que ¢ (&) = ¢ (§), alors :

V@) =) = e Ly T Y

= Z+kouk €Z < x=y+2kn < i@ =y dans (R/27Z,+)
2t 27 2r 2w

Et donc 1 est bien un homomorphisme injectif
= 1 est un homomorphisme surjectif
Soit y € (R/Z,+); existe-t-il & € (R/27Z,+) tel que ¢ (z) =y

. . 2
11 suffit donc de poser & = 27y et alors ¢ (z) = ¢ (27y) = % =y
s

¥ est donc un isomorphisme et les groupes (R/27Z,+) et (R/Z,+) sont isomorphes.
3. Montrer que (R/Z,+) et (U, x) sont isomorphes

11 suffit de faire les compositions (R/Z, +) LN (R/27Z,+) = (U, x).

Nous composons ainsi 2 isomorphimes et donc o=t : (R/Z,+) — (U, x) est un isomorphisme
de groupes.

Il est possible d’expliciter clairement ¢ o~! :

{ poyp™t 1 (R/Z,+) — (U, x) ‘
xr — o wfl (.’E) — 62271’(12

Les groupes (R/Z,+) et (U, x) sont bien isomorphes

Exercice 17 :

Avons nous (2 (Z/12Z) ,+) isomorphe a (Z/6Z,+) ?

Dans un premier temps, nous allons étudier (2 (Z/12Z),+), et surtout en faire sa table d’addition.
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Tout d’abord 2(Z/12Z) = {0,2,4,6,8,10}

(+Jof2[4[6]8][10]
00[2]4]6]8]10
22468 [10]0
146 8 |10]0]2
66810024
S s|10]0|2]4]6
010024638

S'il existe un isomorphisme ¢ : (2(Z/12Z),+) — (Z/6Z,+), alors ¢ (0) = 0, et ¢ est entierement
déterminé par ¢ (1)
* Premier homomorphisme :

p0)=0 ¢(1)=2 p(2)=4 9(3)=6 »(4)=8 ¢(5 =10

Cet homomorphisme est bien un isomorphisme
* Second homomorphisme :

p(0)=0 ¢(1)=4 ¢((2)=8 ¢3)=0 p4)=4 »(5)=38

Cet homomorphisme n’est pas un isomorphisme, et Imyp = {0,4,8,} qui est un sous-groupe de
(2(2/12Z) , +)

* Troisieme homomorphisme :

p0)=0 ¢(1)=6 ©((2)=0 ¢(3)=6 ¢4)=0 »(5)=6

Cet homomorphisme n’est pas un isomorphisme, et Imp = {0,6} qui est un sous-groupe de
(2(Z/12Z) ,+)
* Quatrieme homomorphisme :

e(0)=0 ¢(1)=8 ©(2)=4 ¢(3)=0 ¢4)=8 ¢((5)=4
Cet homomorphisme n’est pas un isomorphisme, et Imp = {0,4,8} qui est un sous-groupe de
(2(z/12Z) ,+)
Nous avons 4 homomorphismes dont un seul est un isomorphisme.
En conclusion, (2(Z/12Z),+) est isomorphe & (Z/6Z,+)

Exercice 18 :

On considéere SLy (R) le sous-groupe de GLy (R) formé des matrices de déterminant +1
On considere les sous-groupes H et K de SLs (R) engendrés respectivement par

LY e )

-1 0 € 0 1
Déterminer les éléments des espaces quotients SLy (R) /H et SLs (R) /K
= Détermination de SL; (R) /H
0
-1
C* =1dy, de telle sorte que nous montrons que H est un groupe & 4 éléments :

Appelons C la matrice C = < (1)> Par calculs, nous obtenons C? = —Idy, C% = —C et

H = {Idy, C, —1dy, —C}

Pour une matrice A € SLy (R) avec A = (i Z) et ad — be =1,

* La classe a gauche de A notée AH est donnée par :

AH = {A, AC,—A,—ACY} avec AC = <:g ‘é)
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* La classe & droite de A notée H A est donnée par :

AH = {A,CA,—A,—~CA} avec CA = (_Ca _db)

= Détermination de SL; (R) /K

Appelons D la matrice D = (é })

Par calculs, et avec une démonstration par récurrence, nous démontrons que, pour tout n € Z,
1 n

0 1) et dong, le groupe K est défini par :

nous avons D" = (

K ={D" avec n € Z}

* La classe a gauche de A notée AK est donnée par :

AK = {AD" avec n € Z} et AD" = (a an+b>

c cn+d

* La classe a droite de A notée K A est donnée par :

AK = {D"A avec n € Z} avec D"A = (a tne b nd)

d

10.14.4 Sous-groupes distingués
Exercice 21 :

Montrer que I'ensemble GL, (R) des matrices de GL,, (R) de déterminant strictement positif est un sous-
groupe de GL,, (R) puis qu'il est distingué dans ce groupe.
Soit donc GL; (R) I’ensemble des matrices de GL,, (R) de déterminant strictement positif.
= GL} (R) est un sous-groupe de GL, (R)
* Il est évident que GL (R) € GL, (R) et que GL;} (R) # ) puisque la matrice identité d’ordre
n notée Id,, est un élément de GL; (R) puisque detId,, = 1
x D’autre part, pour M € GL, (R) et N € GL;" (R), nous avons MN~! € GL;} (R); en effet :

B det M
~ detN

det (MN™) = det M x det (N~') = det M x (det N) ™"

Comme det M > 0 et det N' > 0, nous avons det (MN~') > 0 et donc MN~! € GL} (R)
Cela prouve que GL;} (R) est un sous-groupe de GL,, (R)
= Montrons que GL; (R) est distingué en GL,, (R)
1l faut donc montrer que pour tout M € GL,, (R) et tout N € GL (R) , nous avons MNM ™! €
GL; (R), c’est & dire qu’il faut démontrer que det MNM~! > 0; or :

det MNM~" = det M det N det M ' = det M det N (det M) ™" = det N >0

GL; (R) est donc distingué en GL,, (R)

Exercice 22 :

Soit G un groupe; Hi>G et Hy> G 2 sous-groupes distingués en G. Est-ce que Hy N Hy est un sous-groupe
distingué en G 7

On appelle H = H; N Hs.

Soit € H; alors € Hy et x € H,. Pour tout z € G, zxz~' € Hy car H; est distingué; de méme, et
pour les mémes raisons, zzxz~! € Hy, et donc zxz~' € H et H est donc distingué en G
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Exercice 23 :
Soient G et G' deux groupes et f : G — G’ un morphisme de groupes.
1. Soit H' > G’ un sous-groupe distingué en G'. Démontrer que f~1 (H') est distingué en G

Soient g € G et u € f~1 (H'); il faut que nous démontrions que gug=* € f=(H')

Soit z = gug™'; alors, f(2) = f(qug™") = f(g)f(u)f(g)_l. Par construction, f (u) € H', et
H’ étant distingué en G, nous avons f (g) f (u) f (9)”" € H', c’est & dire f(z) € H', et donc
ze f~H(H).

Ce que nous voulions

2. Démontrer que si f est surjective, alors, pour tout sous groupe H > G distingué en G, alors, f (H)
est distingué en G’

Il faut donc démontrer que, pour tout x € G’ et tout y € f (H), nous avons zyz~—* € f (H)
Soit donc x € G' et y € f (H)
— f étant surjective, il existe g € G tel que f (g) = z, et donc f (gfl) =f (g)f1 =qa!
— Tl existe aussi h € H tel que f(h) =y
— Done : ayz~' = f(g) £ (h) f(9)~" = f (ghg™")

H étant distingué, ghg™' € H, et donc f (ghg™') € f(H), c’est & dire zyz~"' € f (H)
f (H) est bien distingué en G’

Exercice 24 :

Soit G un groupe et R une relation d’'équivalence sur G.
On suppose que cette relation R est compatible avec la loi de groupe, c'est a dire :

(Vx € G) (Vy € G) (V1 € G) (Vy1 € G) ((xRy et 21Ry1) = (zz1Ryy1))

Pour nous simplifier la vie, nous appelons e I’élément neutre de G
1. On appelle H la classe de I'élément neutre. Montrer que H est un sous-groupe distingué de G

Nous avons donc H = {z € G tels que zRe}
— H est un sous-groupe de G
e Tout d’abord, H est non vide puisque e € H
e Soit x € H et y € H ; alors, par définition, zfRe et yRe; par compatibilité de la relation R
avec 'opération de groupe nous avons zyRe
La multiplication est donc interne dans H
e Soit x € H, alors Qe ; de la réflexivité de la relation d’équivalence R, nous avons 'Rz,
et maintenant, par compatibilité de la relation R avec I'opération de groupe nous avons
rxx"MRex ™! < 27 1Re, c’est & dire que 271 € H
H est donc un sous groupe de G
— H est un sous-groupe distingué de G
Soient = € G et h € H ; il faut donc montrer que xhz ' € H.
Pour commencer, h € H <= hfRe et, par réflexivité de PR, nous avons xRz et =~ 'Rz
Doinc :

-1

hRe = zhRxe < xhQRz Par compatibilité de la relation avec les opérations de groupe
— zhr 'Rrr~! < rhr 9% Par compatibilité de la relation avec les opérations de groupe

Nous avons donc zhz~' € H
H = é est donc un sous-groupe distingué en GG

2. Montrer que (Vz € G) (Vy € G) ((2Ry) < (ya~' € H))
La démonstration est évidente, et nous procédons par équivalence.

Soient donc x € G et y € G tels que zRy. Alors :

((zRy) et (z7'Rz7!) = (yx_liﬁacx_l) — (yz~'Re) <= (yz~' € H))
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3. Plus généralement, pour H sous-groupe distingué de G, montrer que la relation d’'équivalence sur G
2Ry <= 2y~ € H est compatible avec la loi de groupe de G

Soient x € G,y € G, z € G et t € G tels que 2Ry et 2Rt ; montrons que zaxRty
— Premicrement, 2Ry <= 2y~ ' € H et 2/t <= 2t~ € H
— Ensuite, H étant distingué en G, nous avons zxy 'z~ € H
— Le produit étant interne, (z:vy_lz_l) (zt_l) € H.Or:
(z:cyilzfl) (ztfl) = zzy ! (zflz) t7 =2yt = 22 (ty)f1

Donc = zz (ty)~' € H et nous avons donc zzfRty
Ce que nous voulions

Exercice 25 :
Soit G un groupe, H sous-groupe distingué de G et K sous-groupe de H
1. On appelle HK = {g € G tel queg=hk oo h € H et k € K}

(a) Montrer que HK = KH

— On montre que HK ¢ KH
Soit € HK ; il existe alors h € H et k € K tels que = hk. Or, x = kk~'hk et le groupe
H étant distingué, k" 'hk =h' € H. Donc, x = kh' € KH.
Ainsi, HK C KH
— On montre que KH C HK
On démontre, avec les mémes arguments que K H C HK en évrivant y = kh = khk 'k
Donc, HK = KH

(b) Montrer que HK est un sous groupe de G

e HK est clairement non vide puisque e € HK
e Soient € HK et y € HK.
Alors, il existe h € H et k € K tels que x = hk; de méme,il existe b’ € H et k' € K tels
que y = W'E'.
zy = (hk) (WK') = h (kh'k™") kK’
H étant distingué, nous avons kh'k™! € H et donc h (kh'k™') € H.
K étant un groupe, kk’ € K et nous en déduisons que xy € HK
D’autre part, z ' = kA7 = (k_lh_l) kk—! = (k‘lh_lk) kL
Comme H est distingué, k~'h~'k € H et K étant un groupe, k! € K, et donc z~! € HK
(¢) Montrer que si, de plus, K est distingué en G, alors HK est un sous groupe distingué de G

Soit z € HK. Alors, il existe h € H et k € K tels que z = hk. Soit v € G; alors : uzu™! =

uhku™! = vhu luku=!

H étant distingué, uhu™' € H et uku™! € K et donc uzu~' € HK et HK est bien distingé
(d) Montrer que H est un sous-groupe distingué de K H

Soit v € KH et h € H. 1l faut montrer que uhu~' € H.

Il existe k € H et h € H tels que u = kh'; et alors :

whu™t = (kh'Yh (kh') ™" = (kh') hh' =Yk~ = k (W'hh/~ 1) k1

De la structure de groupe de H, h’'hh'~! € H, et du fait que H soit distingué en G, k (W'hh'~') k=t €
H.
Donc, H est un sous-groupe distingué de K H
2. Montrer que K N H est distingué en K
Soitue KNHetkeK. Alors : kuk™! € K
H étant distingué en G, alors, comme u € H, kuk™' € H et donc kuk™' € KN H.

Ce que nous voulions.
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Exercice 26 :
Soit G un groupe et soient x € G et y € G. On appelle commutateur de x et de y, I'élément de G :

[2,y] = zyz 'y~ "

On appelle sous-groupe dérivé de G le sous-groupe de G, noté D (G), engendré par les commutateurs.

1. Montrer que D (G) est un sous-groupe distingué de G

On peut vérifier que e = [e,e] € D (G) et que ([z,y]) " = [y, 2]
Il suffit en suite de démontrer que pour tout = € G, y € G et z € G, z[z,y] 2~ € D(G). Nous

avons :
2[rylz 7t = zayr~ly izt

= (zxz_l) (zyz_l) (zx‘lz_l) (zy‘lz_l)

Il faut remarquer, ici, que :
(zar:z_l)71 = (z (332:_1))71 = (1'2_1)71 zl = (a7 ) 2 =2t
De la méme maniere, nous démontrerions que (,234,2*1)_1 =2y 127! Et donc :

2leg)at = (seeh) (e ) (22 )] (2]
= [zzz7!, 2yz 1]

Ce que nous voulions

2. Démontrer que G /D (G) est un groupe abélien

Soient z € G et y € G; alors, [z,y] € D (G), et donc [;v,y] =é

Or, [xvy] = W, et donc :

(29) () " = é = @y)(ga) " = ¢ <= (ap) = (v)

Et, pour finir :

G/D (G) est donc un groupe abélien
3. Soit Ht>G un sous-groupe distingué de G. Montrer que G/ H est abélien si et seulement si D (G) C H

Nous allons procéder par équivalence. Soient & € G/H et y € G/H.

G/H abélien « iy = g
Ty =yT
zy(yz) ' e H
ryrly e H
[x,y] € H
D(G)CcH

rreet

Ce que nous voulions

Exercice 27 :

Soit G un groupe et A C G, une partie de G. On note :
— N (A) ={x € G tels que A = Az}. N (A) est le normalisateur de A
— C(A) = {z € G tels que pour tout a € A ax = xza}. C (A) est le centralisateur de A

Pour simplifier, nous appelons e 1’élément neutre de G

1. Montrer que N (A) est un sous-groupe de G
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— Tout d’abord, N (A) # 0 puisque e € N (A) : nous avons A = eA = Ae
— Soient x € N (A) et y € N (A); Il faut montrer que zy € N (A).
Nous avons zA = Az et yA = Ay; il faut donc montrer que xyA = Azy.
Soit z € xzyA; il existe donc a € A tel que z = (zy) a.
De ’associativité, nous avons : z = (zy) a = z (ya). Comme yA = Ay, il existe a; € A tel que
ya = a1y, et donc
z=(zy)a=1z(ya) =z (a1y) = (xa1)y

Toujours, parce que zA = Az, il existe ay € A tel que za; = asx, et donc

z = (zy)a=x(ya) =z (a1y) = (ra1) y = (a2z) y = a2 (zy)

On démontre ainsi que z € Azy et que donc zyA C Axy

On démontrerait, de méme que Azy C zyA, et que donc zyA = Azxy et donc xzy € N (A)
— Soit # € N (A); il faut montrer que 2! € N (A).

Nous avons zA = Az ; il faut donc montrer que x7'A = Az~ 1.

Soit z € 7 1A ; il existe donc a € A tel que z = 2 la. Or :

z=2la=2""ta (:mcil) =271 (ax) 2!

Comme zA = Az, il existe a1 € A tel que ax = zaq, et donc :

1 1

z=zla=z""a(zat) =2 (ax) s =27 (zay) 2 = (27 w) aga!

= alw_l
Donc, z € Az~!, et nous venons de montrer que 2~ 'A C Azx~!
Nous démontrerions de la méme maniere que Az~! C 27 !4, et donc, si x € N (A), alors
rlA=Az"let 271 € N (A)
On vient de montrer que N (A) est un sous-groupe de G
2. Montrer que C (A) est un sous-groupe distingué de N (A)

— On montre, tout d’abord que C (A) est un sous-groupe de G
e Premicrement, C' (A4) # 0 puisque e € C (4)
e Soient x € C'(A) et y € C' (A); il faut montrer que zy € C (A)
Soit a € A; alors,

(zy)a =z (ya) =z (ay) = (za)y = (az)y = a(zy)

Donc zy commute avec tous les éléments de A, et donc xy € C (A)
e Soient z € C' (A); il faut montrer que = ! € C'(4)
Soit a € A; alors,

z e = (xfla) (:cafl) =zl (ax)z =27 (za) 2! = (:cflx) ar~! = az!
Donc z71 € C (4)
On vient donc de montrer que C (A) est un sous-groupe de G
— On termine, par montrer que C (A) est un sous-groupe distingué de N (A)
Soit y € N (A) et ¢ € C (A); il faut donc montrer que yey~—! € C (A)
Soit a € A; nous avons (yey™') a = (ye) (y'a).
Comme y € N (A), nous avons aussi y+ € N (A) et il existe donc a; € A tel que y~
A ce moment, il faut faure remarquer que :

1 1

a=ay .
y la=ay ! <= a=yay "t = ay = ya,

En repremant (ycy‘l) a = (yc) (y‘la), nous avons :

(yey ") a=(yo) (y~'a) = (ye) (ary™") =y (car)y " =y (arc)y™" = (yar) cy " = ayey™"

Donc yey~! € C(A) et C (A) est un sous-groupe distingué de N (A)
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3. Démontrez que si H > G est un sous-groupe distingué de G, alors C'(H) est aussi un sous-groupe
distingué de G

D’apres la question précédente, on sait que C (H) est un sous-groupe de G. La différence avec
la question précédente est de montrer que C' (H) est aussi un sous-groupe distingué de G avec
I’hypothese supplémentaire que H > G est un sous-groupe distingué de G

Soit g € G et c € C (H); il faut donc démontrer que geg~! € C (H).

Soit donc h € H. Alors :

(9cg™ ') h=(gcg ) h(997") = gc (9~ hg) g~

H est distingué en G, et donc g~ thg € H, et comme ¢ € C' (H), nous avons ¢ (g_lhg) = (g_lhg) c.
En remplacant, nous avons :

(9cg " Yh=gc (97 hg) 97" =g (9 ' hg) cg™" = (997 ") hgeg™" = h (geg™)

Nous avons donc bien gcg™! € C (H) et C (H) est un sous-groupe distingué de G

10.14.5 Décomposition canonique d’un morphisme
Exercice 28 :

On considére une groupe G tel qu'il existe n € N* tel que (Y (z,y) € G x G) ((zy)" = z"y")
— On note G\ = {y € G tels que 3g € G tel quey = g"}
— Et on note G(,,) = {x € G tels que " = e} ou e est le neutre de G.
Verifier que G, et G sous des sous groupes distingués de G. Démontrez que G /G () est isomorphe a

G

1. On montre que G, est un sous groupe distingué de G
e Gy, est un sous groupe de G
— G(p) est non vide puisque e € G(y) ; en effet, e" = ¢
— Soit z € G(,) et y € G(,). Montrons que xy~l e Gn)

(g ) =a" ()" =@ ") =" =
G(n) est donc un sous groupe de G

e Gy, est distingué en G
Soit g € G et x € G(,). Montrons que grg~t € G

(gzg™")" =g" (zg™ ") =g"a" ()" =g" (¢7")" = (997")" =

Donc gzrg~' € G
G (n) est donc un sous groupe distingué de G

2. On montre que G est un sous groupes distingués de G

e G est un sous groupe de G
— G est non vide puisque e € G(n); en effet, e" = ¢
— Soit x € G™ et y € G™. Montrons que zy~* € G™)
11 existe donc g € G et g1 € G tels que x = ¢g" et y = g7". Donc :

vyt =g"(90")" = (90 ")"
Il existe donc u € G, u = ggl_1 tel que zy~! = w™. Donc, zy~! € G™
G est donc un sous groupe de G
o G est distingué en G
Soit g € G et u € G . Montrons que gug~! € G(™
Il existe z € G tel que u = 2™ et gug~! = gz"g~!. Or,

xg ! nfois
R A A I Py
= ga"yg

(gzg~")"
nfois
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Donc, gug™t = gz"g~! = (gzg~')", et gug~™ € G
G est donc un sous groupe distingué de G
3. On montre que G /G, est isomorphe a G

On considére 'homomorphisme f : G — G tel que f(x) = z™. D’apres le théoreme de
décomposition, G/ ker f est isomorphe & f (G). Or, ici :
— ker f = G(n)

— f(G)=Imf =G

Nous avons donc bien G/G ) isomorphe a G

10.14.6 Groupes cycliques
Exercice 29 :
Soit G un groupe commutatif d’ordre n. On appelle R la relation :
(Vr € G) (Vy € G) (xRy < x et y ont le méme ordre)

R est une relation d'équivalence
On appelle 1) (d) le nombre d’éléments d'ordre d de G. Montrer qu'alors on a : n = Z ¥ (d)
d|n
Montrer que R est une relation d’équivalence ne pose aucune difficulté. L’ensemble des classes d’équivalences
G/R forme une partition de G. Si Cy est la classe d’équivalence :

Cyq = {z € G tel que z est d’ordre d}

Nous avons |J Cq = G, et si ¢ (d) = Card Cy, nous avons Card G =n = Zw (d)
dn d|n

Exercice 30 :

Soit G un groupe cyclique d’ordre n, de générateur g € G et d'élément neutre e € G.
n

~ pged (n, k) Nous allons procéder par

1. Montrer que, pour tout k € N, nous avons Card (g")

petits pas.
(a) Premier pas, c’est que <gk> est le sous-groupe de G engendré par les puissances de g*
(b) Soit ¢ le pged de n et k; autrement dit ¢ = pged (n, k) ; nous avons ¢ < k et nous allons
montrer que <gk> = (g7)
— Il existe ¢1 € N tel que k = gq1 et g2 € N tel que n = qqo
Alors gF = g1 = (g9)?" et donc ¢g* apparait comme une puissance de de g? et donc
g* € (g) et donc (¢*) C (g%)
— D’apres le théoreme de Bezout, il existe u € Z et v € Z tels que ¢ = ku + nv, et donc :

kutno _ ghu o gnv (gk)“ x (g")" = (gk)" puisque ¢" =e

9'=y
Ainsi, nous avons g7 = (gk)u et g9 apparait donc comme une puissance de g*.
Nous en tirons donc g? € <gk> et donc (g7) C (g¥)
— Ainsi, finalement (g9) = (g"*)
(¢) Ainsi, <gk> est d’ordre g2 et nous avons donc :

K\ _ o 492 n___
Card (9") = a2 = g  pged(n, k)

2. En déduire que si k et n sont premiers entre eux, alors (g*) = G
n

(a) Supposons que pged (n, k) = 1, alors Card <gk> = — =n et donc <gk> =G

1
(b) Réciproquement, supposons que k et n ne soient pas premiers entre eux, et soit ¢ = pged (n, k) ;
alors, ¢ > 1 et d’apres la formule Card <gk> = L, nous avons Card <gk> < n et donc,
pged (n, k)

stirement <gk> # G
D’ou le résultat
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10.14.7 Groupes de permutations
Exercice 33 :

Cet exercice est trés simple et d’applications directes vues en cours
Nous nous placons dans Sg. Nous considérons les permutations suivantes :

12 3 45 6 7 8 9 12 3 45 6 78 9
o=+ 4+ L L L1 o=+ 1L L L L L 1L
2 76 548 9 31 5 6 7 2 41 9 8 3
1. = Calculer o1 0 09,
On donne simplement le résultat :
12 3 45 6 7 8 9
orooz=|(1 L L L L L L 1]
4 8 9 75 2 1 3 6
= Calculer 05 0 01,
A nouveau, un simple résultat :
12 3 45 6 7 8 9
oeon=\(4 L L L L L L 1
6 91 4 2 8 3 75
= Calculer oy!
Tout de suite, donc :
12 3 45 6 7 89
o=+ L L L Ll
9 1 8 5 4 3 2 6 7
= Calculer o;!
1 2 3 45 6 7 89
ot =4 L L L Ll
6 4 9 5 1 2 3 87

2. Décomposer o1 et oo en produit de cycles a supports deux a deux disjoints

Tres simple :
= 01 =(1279)(368)(45)
= 09 =(15426)(379)
3. Donner une factorisation de o1 en produit de transpositions. Méme question pour oo
= 01=(19)(17)(12)(38)(36) (45)
= 09=1(16)(12)(14)(15)(39)(37)

Exercice 34 :

FEncore un exercice d’applications directes
Nous nous plagons, cette fois ci dans S7. Nous considérons les cycles suivants :

1 234567 1 234567
a=|4+ 4+ 4411 o=+ + 44+
2 76 15 4 3 56 34 217
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1. Calculer ¢1 o ¢y et cg oy

1234567 123 4567
acce=1|4 L L L L 1 coa=|4 L L L 1 1
546 17 2 3 6 71 5 2 4 3

On vérifie ici, la non-commutativité de la composition dans S,

2. Calculer le carré c% =y ocy de cy. Est-ce un cycle?

1 2 3 4 5 6 7
caoa=(L L L L 1 1 {
73 4 2 5 16

=N

¢? n’est pas un cycle, mais un produit de cycles; nous avons : ¢ = (176) (234)

Exercice 35 :

On appelle centre de S,, I'ensemble Z (S,,) des permutations qui commutent avec toutes les permutations de
Sn:
Z(S,) = {0 €8, tels que pour tout s € S,, tel que soo =0 o s}

L’objet de cet exercice est de montrer que Z (S,,) = {Idy, } sin > 3.
Supposons doncn > 3 et soient o € Z (S,,), i € N, j € N, tels que i # j. On pose T la transposition telle
que 7 (i) = j
1. Montrer que (7o) (i) = o (j)
Pas tres difficile!!
Comme ¢ € Z (S,,), o commute avec T et nous avons alors o o7 = 70 ¢ et donc :

Tlo(i)] = (7o) (i) = (o7) (i) = o [T (i)] = o (j)
Par la méme démonstration, nous avons 7 [0 (j)] = (7o) (§) = o (i)
2. En déduire o (i) € {i,j}
Par la question précédente,nous avons démontré que 7 <« échangeait > o (i) et o (j).
D’autre part, o est une bijection de S,, et est, entre autres, une injection, c’est a dire que, comme
i # j, nous avons o (i) # o (j), ce qui veut dire que o (i) et o (j) sont dans le support de 7 et que
donc o (i) € {i,5}
3. Démontrer que o (i) = i. Conclure.
Comme n > 3, il existe k € N, \ {7, 7} ; c’est & dire que k £ i et k # j.
Considérons la transposition 7; , = (i k) qui < échange > i et k.
Par la question précédente, nous avons, & nouveau, o (i) € {i,k} et donc o () € {i,7} N {i,k}.
Comme les nombres i, j et k sont tous différents, alors o (i) = ¢
Ainsi, pour tout i € N, o (i) = i, nous avons donc o = Idy, et donc Z (S,,) = {Idn, }
4. Que se passe-t-il sin =27
Nous venons de résoudre la question pour n > 3. Sz n’est composé que de 2 permutations : Idy,
et de la transposition 71 2 = (12).
Bien entendu, ces permutations commutent et nous avons Z (Sz) = {Idn,, 712}

Exercice 36 :

Soit o € S5 défini par

Q

|
Ul 4— =
QPN
— 4w
D <— >
W <— Ot
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1. Ecrire la décomposition de o en produit de cycles de supports disjoints.
Pas difficile; o = (153) (24)
Dans la suite, nous appellerons ¢ = (153) et 7 = (24), et donc 0 = ¢7 = 7¢
¢ est un cycle de longueur 3 et 7, un cycle de longueur 2

2. Donner la liste des éléments de T" (o) le sous-groupe engendré par o

L’ordre de o est le ppcm de 'ordre de ¢ et de 7; ’ordre de o est donc de 6. Nous avons donc :
I'(o) = {IdN5O', 02,03704,05}
Plus précisément :

=T x 0% =70 =21
c

x 0% =876 = Idy,

*x O = CT *x O
x 0?2 =c*r?=¢2 *x ot

Exercice 37 :

Donner, si c'est possible, un exemple d’'élément d’ordre 30 dans le groupe symétrique S1g

Voila un nouvel exercice d’application directe.
o=(12345)(678)(910) convient, car o est de type 2, 3, 5, et donc son ordre est PPCM (2, 3,5) = 30

Exercice 38 :

Montrer que si c et ¢, sont deux cycles dans S,, de méme longueur k, il existe o € S,, tel que ¢y = cocoo™!
La démonstration va se faire en 2 temps; le premier est une redite de démonstrations ou d’exemple
nécessaire pour le second temps qui répond a laq uestion posée
Nous nous situons toujours dans N, et nous considérons toujours S, ’ensemble des permutations de N,,
1. Soit ¢ = (ajag --- ax) un cycle de longueur k. Pour chaque j tel que 1 < j < k, nous avons
a; S Nn
Nous allons montrer que, pour toute permutation o € S,, nous avons gocoo ! = (o (a1) o (az) -+~ o (ar))
qui est une permutation circulaire de longueur k aussi.

Commencons par traiter un exemple pour n =7
* Soit ¢ = (246) qui peut aussi s’exprimer par :

1234567
c=(+ 4+ L 4L L1
1436527

c est un cycle de longueur 3
* Soit o € S7 la permutation suivante : 0 = (234) (56) qui peut aussi s’écrire :

1 2 3 4 5 6 7
o=+ L L L1 14
1 3 4 2 6 5 7
Alors :
1 2 3 4 5 6 7
ol=(1 L L L L1
1 4 2 3 6 5 7
Et :
1 2 3 4 5 6 7
cocoot=(1 L L L L 1 1]=(253)
1 5 2 4 3 6 7
gocoo ! est donc un cycle de longueur 3

* Nous avons docoo~ ! =(253) = (0 (4) 0 (6) 0 (2)) = (¢(2) o (4) o (6))
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Retour a la démonstration

Soit donc ¢ € S,, une permutation de N,,

= Soit 1 € N,, tel que i ¢ {0 (a1),0(az), -0 (ag)}-
Alors, 071 (i) ¢ {a1,as, -+ ,ax}, puisque, sinon, i = o oo~ 1 (i) € {0 (a1),0 (az), - o (ar)},
ce qui est contradictoire.
Ainsi, 07! (i) n’appartient pas au support de ¢ et donc ¢ (0_1 (z)) = o~ 1 (i) et donc

ole(c™ @) =0l ()] =i

Et donc 4 est invariant par oco !

= Soit, maintenant, i € N,, tel que i € {0 (a1),0 (az), - o (ax)}.
Il existe donc jo € {1,2,--- ,k} tel que i = o (aj,), et o étant une bijection, nous avons
i=o0(aj,) < o (i) = aj,.
Ainsi, si 1 < jog<k—1:

cocoo (i) = o [e(ay,)] = o (aj41)

Et si jo = k,
gocoo (i) =olc(ag)] = o (a)

Et donc cocoo~testlecycle cocoo ™ = (0(ay) o(az) o (ax_1) o (ax))

2. Soit, maintenant ¢; = (b1 by --- br) un cycle de longueur k ou, pour tout 7 tel que 1 < i < k,

b; € N,,. Il nous faut donc trouver o € S, tel que ¢; =cocoo™!
= Nous avons ¢ = (aj a2 - - ax), et d’apres la question précédente,

cgocoo ' =(0(ay) o(as) o (ax_1) o(ax))
= Nous construisons donc une permutation o € S,, telle que :

{U(ai):bisiléigk

o(z)=zsizeN,\{a1,a9,...,a1}

o est bien une permutation de N,, (i.e. ¢ € S,,) et nous avons bien ¢; = cocoo™!

De plus nous avons support (¢1) = {b1,...,bx} = {0 (a1) o (a2) -0 (ag—1) o (ar)} = o (support (c)).

Exercice 39 :

Montrer que le produit de deux transpositions distinctes est un cycle de longueur 3 ou un produit de deux
cycles de longueur 3.

1. Soit 7 la transposition 71 = (ab) et 72 la transposition 5 = (be). Alors :
* Evaluons 7 o7 :
— 1ot (a)=T1(a)=b
—)’7’10’7'2();7'1() C
— mom(c)=1(b)=a
Et donc 1 05 = (abe
* Pour aller plus loin, nous évaluons 7 o7y :
— mo7(a)=12(b)=c
— mom (b)=712(a) =a
— T20T] (C) :TQ(C) =b
Et donc 75 011 = (acb)

~

2. Nous continuons, maintenant, en supposant que 71 et 7o n’aient aucun élément en commun.
Soit donc 7 la transposition 7 = (ab) et 72 la transposition 7, = (cd).
On considere la transposition 7 = (¢b); remarquons que nous prenons un élément dans chaque
support des tanspositions 7 et 75. En remarquant, en outre que T?2=ToT = Idy,,, nous avons :

Tmora=m10ToTorpa=(r10T)o(T o) = ((ab)(cd))((cb)(cd)) = (abc)(cdb)

Ainsi 7715 = (ab) (c¢d) est-il le produit de deux cycles de longueur 3.
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10.14.8 Automorphisme d’un groupe
Exercice 40 :

Soit G un groupe. Démontrer que Int (G) est un sous-groupe distingué de Aut (G)

Soit f € Aut (G). 1l faut donc démontrer que, pour tout o, € Int (G), nous avons foa, o f~1 € Int (GQ),
Soit g € G, alors :

foazof™(g) = faz(f_l(g)
= flaf~'(g)x~ | par définition de a,
= f(z)f (f’1 (@) f (:vfl parce que f est un morphisme
= f(@) f(f'(9)f(x)" toujours parce que f est un morphisme
= f(z)gf (:c)fl parce que f est un automorphisme

On vient donc de démontrer que pour tout f € Aut (G) et tout o, € Int (G), nous avons foa,o f~1 =
ap(z) €t que done, foay o f1 € Int(G)
Int (G) est donc un sous-groupe distingué de Aut (G)

10.14.9 Groupe opérant dans un ensemble
Exercice 42 :
Soit G un groupe d’ordre 21 agissant sur un ensemble E 3 n > 1 éléments.

1. Quel est le cardinal possible de chaque orbite ?

Ici, c’est une application directe de 10.12.6.
Le cardinal est donc un diviseur de 'ordre de G. Les diviseurs de 21 étant 1,3,7,21, le carinal
possible de chaque orbite est donc 1,3,7,21

2. Notons N; le nombre d'orbites a i éléments, pour i > 1. En utilisant la partition de E en orbites,
trouver une relation entre les N;.

La question était posée de telle maniere que, par I’énoncé, I’étudiant ne devine pas le résultat de
la question 1!!

Ainsi, il y a N7 orbites a 1 élément, N3 orbites & 3 éléments, Ny orbites & 7 éléments et No; orbites
a 21 éléments.

Les orbites formant une partition de F, nous avons :

n = Ny +3N3 + 7TN7 + 21Ny

Exercice 43 :

Considérons le groupe spécial linéaire SLo (R) des matrices de déterminant 1, c'est a dire :

SLa (R) = {M € GLy (R) tel que det M =1}
On considére le demi-plan de Poincaré :
H = {z € C tel quelm (z) > 0}
C™ désigne les applications de H dans C
1. On consideére I'application ® : SLy (R) :— C™ définie par

{@:SLg(R): — C*
M — (M)
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N
ou,st]bf—<c d

), ® (M) est I'application définie par :
OM):H — C

2 @ (M) () = B

cz+d

Démontrer que ® définit une action de SLo (R) sur H.
= Nous allons commencer par montrer que si z € H, alors ® (M) (z) € H
Nous allons utiliser le fait que pour tout a € C, @ — @ = 2iIm (a) qui est un imaginaire pur.
Soit donc z € H. Alors :
2iIm (@ (M) (2)) = @ (M) (z) — 2 (M) (2)
az+b az+b

cz+d_ z+d
(az+0b) (cZ+d) — (aZ+b) (cz+d)

(cz+d) (cz+d)
(ac |2|* + adz + bez + bd) - (ac 2> 4 bez + daz + db)

lcz+d|2
_ (ad—bc)z — (ad — bc) Z
ez + d|

z—z
= W car ad —bc=det M =1

cz +
_ 2ilmz

ez + d|?

Comme Im z > 0, nous avons aussi Im (® (M) (z)) > 0, ce qui veut dire que si z € H, alors
O(M)(2)eH
= Nous allons montrer que, pour tout M € SLs (R), ® (M) est une bijection de X
* ® (M) est une injection
Soient donc, z1 € H et zo € H tels que ® (M) (21) = © (M) (z2). Alors :

az1 +b az+b

czi+d  czm+d

(az1 +b) (czo + d) = (aza + b) (cz1 + d)

acz1z9 + adzi + bezg + bd = aczizoadzy + bezy + bd
adzy + bczg = adzg + bezy

(ad — be) z1 = (ad — be) 29

Z1 = Z2

@ (M) (21) = @ (M) (22)

1reee sy

® (M) est donc bien injective
* @ (M) est une surjection
Soit 21 € H ; existe-t-il z € H tel que @ (M) (2) =z

b
Si ce z existe, nous avons z; = ozt et donc :
cz +
az 10 = (cz+d) +0b
= 21 (cz =az
cz+d !
< czz1+dzy=az+b
< dzny—b=az—czz;
<= dzy—-b=z(a—cz)
dZ1 —b
= z=—"
—cz1 +a

d

—C

Nous avons z = ® (( _ab>> (21) et nous pouvons voir que

det(d 7b> =
—c a

—b

—C a

=ad—bc=1

QU
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d

a b

Donc si M = (c d) € SLy (R), alors M1 = ( _ab> € SLz (R) et donc

z=0 (M ") (1)

Ce qui montre qu’en particulier, z € H

Ainsi ® (M) est surjective.
® (M) étant injective et surjective, est donc bijective, et d’apres les développements précédents,
nous avons :

(@) =@ (M)

= Si Sy est ’ensemble des bijections de 7, on montre que ¢ : SLy (R) :— Sy est un

morphisme de groupe
Il faut donc montrer que pour tout M € SLg (R) et tout N € SLg (R), @ (MN) = ® (M)o® (N)

— On pose M = (aM bM) et N = (aN bN).

e du ey dn
. anz + by
Soit z € H; alors & (N) (z) = ————
cNz +dn

Puis :
ay P (N) (Z) + by

ans (aNz+bN) _|_ bM

cyzt+dN

M (732’221255) +dy
ay (anz+bn) + by (enz+dn)
ey (anz +bn) +dar (enz+dp)
(apran + baren) z + (apby + bardn)

(
o (CMbN +deN)

((J,NC]V[ + dMCN) z+
apy by ay by ayan +byeny  apby + bydy
— Remarquons que MN = (CM dM) X (cN dN) B (aNcM +dney  cubn +deN)
Nous avons donc, pour tout z € H & (M) o ®(N) (z) =P (MN) (2)
C’est a dire @ (MN) =& (M)o® (N) et ® est un homomorphisme du groupe SLg (R) dans
le groupe Sy des premutations de H
— Nous avons donc, en particulier (& (M)) ™' = ® (M~') et ® (Idy) = Idy

2. Quel est le stabilisateur F; du nombre complexe i de H 7

= D’apres la définition 10.12.4 de stabilisateur, nous devons rechercher les matrices M € SLy (R)
telles que ® (M) (i) = 1.
Dans le cours, il a été démontré que le stabilisateur est un sous-groupe de SLs (R). Nous le
vérifierons.

= Nous avons donc :

. . at+b .
(M) (i) =i <= ird "
— ai+b=—c+id
<~ (d—a)i=b+c
< d—a=0etb+c=0
<~ a=detb=—c

Et donc F; = {M € SLz (R) tel que M = < u ) avec a? +b? = 1} = OF (R), c’est & dire

a
b
que F; est le groupe de rotations du plan.
3. Montrer que I'action est transitive
D’apres la définition 10.12.71 faut donc démontrer que, pour tout z € H et tout z; € H, il existe
M € SLs (R) telles que ® (M) (2) = z;
— Nous allons commencer par démontrer que pour tout z € H, il existe une matrice M € SLy (R)
telles que ® (M) (i) = =z

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 398



Chapitre 10 Compléments sur les groupes

10.14 Quelques exercices corrigés

En posant z = x + iy avec y > 0, nous devrions avoir x + 1y =

b=z, ¢c=0et d=1sont des valeurs qui conviennent ; la matrice M;

matrice candidate sauf que sont déterminant est y > 0.

En divisant par \/y (possible parce que y > 0) la matrice M = (

est 1 convient

ai+b

N

0

X

7 Il est clair que a = v,

_(y
_(O 1) est une

VY

@) dont le déterminant

— Soit maintenant z; € H, il existe une matrice N € SLy (R) telles que ® (N) (i) = 2
— Solent z € H et z; € H, alors :

2=P(N)(i)<=2n=2N)(®(M ") (2) =2 (NM") (2)

Donc pour tout z € H, il existe une matrice A € SLy (R) telles que ® (A) (2) = z

Exercice 44 :

Soit G un groupe opérant dans un ensemble quelconque X . Soient x € X ety € X, 2 éléments de X dans la
méme orbite. Montrer que leurs stabilisateurs I, et Fy sont conjugués dans G, c'est a dire qu'il existe g € G

tel que F, = gF,g™*

Nous appelons ® 'action de G sur X
Comme z € X et y € X sont dans la méme orbite, il existe h € G tel que ® (h) (z) =y
Soit maintenant g € G. On a alors :

Nous venons de démontrer qu’il existe g € G tel que F,, = gF,g~

10.14.10 Miscelleanous :

Exercice 46 :

g€ F,

<— h7lgheF,

pour aller plus loin

Nous considérons les permutations suivantes :

123 4567
a=|4 L L L1 L
56 47 3 21

b:

W 4— w
DO 4—
~3 <4 ot
04— >
SRS |

2
!
4

=

Ut <— 0o

1

= 2(9)(y) =y

— ©(g)(®(h)(x)) = @ (h)(x)
= 2(gh) (2) =2 (h)(2)

— [®(W)] o®(gh)(r) ==
— ®(h'gh)(z)=2

en ayant posé g = h~!

w4 =

N

0+ W
©
B 4 o
A IRENON
DO 4— =3
—<— 00

1. Décomposer les permutations a, b et ¢ en produits de cycles et donner leur ordre

Assez simplement, nous avons :

x a=(15347)(26)

a est le produit d’un cycle de longueur 5 et d’une transposition qui est un cycle de longueur

2. L’ordre de a est donc donné par le ppcm de 5 et 2, c’est a dire 10

* b=(24)(5768)

Par un raisonnement anologue & celui donné ci dessus, ’ordre de b est le ppcm de 2 et 4, c’est

a dire 4

x c=(138)(27)(4965)

L’ordre de c est donc le ppcm de 3, 2 et 4, c’est a dire 12

2. En plongeant a, b et ¢ dans Sy, calculez a®°', b'8 et 1000
x Pour connaitre a?°!, il suffit de connaitre la congruence de 201 modulo 10. Or, 201 = 1[10] et
donc a?°! = q
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* De la méme maniére, 198 = 2 [4] et donc b'%® = b2,

Nous pouvons méme aller plus loin. En effet :
b =(24)*(5768)° = (5768)° = (56) (78)

1000 1000 4

* Pour le calcul de ¢!, nous avons 1000 = 4[12] et donc ¢ =c

=138 (27)"(4965)" = (138)" = (138)
Car (4965) étant d’ordre 4, (4965)* = Idy, et (138) est d’ordre 3 donc (138)* = (138)

Exercice 47 :
Soient n un entier plus grand ou égal a 2 et S,,, le groupe symétrique de degré n.

1. Démontrer que S,, est engendré par les transpositions (12),(23),...,(n—1n)
Nous avons démontré en 10.10.11 que toute permutation o € S,, peut s’écrire sous forme de
produit de transpositions.
11 suffira donc de démontrer que toute transposition 7 = (i j) avec ¢ # j peut s’écrire sous la
forme de produit de transpositions de type 7, = (kk+1) avec 1 <k <n—1.
Comme 7 = (i j) = (j ¢), nous allons supposer i < j. Nous avons alors :

GH=@Gi+)(E+1i4+2)---(G—-2j-1)G-1HG-25j-1)--(GF+1i+2)(ii+1)
Pour bien comprendre ce qui a €té écrit ci-dessus, vérifier par un cas pratique :
(27)=1(23)(34)(45)(56)(67)(56)(45)(34)(23)
2. En déduire que S,, est engendré par les transpositions (12),(13),...,(1n)

D’apres la question précédente, si nous démontrons que toute transformation du type 7, =
(k k+1)avec 1 < k < n—1 peut étre engendrée par des transpositions du type (12),(13),...,(1n),
nous aurons gagné. Or :
(kk+1) =1k (1k+1)(1Fk)
Nous avons donc gagné
3. Onposet=(12) etc=(123---n); calculer c* et c*tc™* lorsque 1 < k < n — 2 et en déduire que
t et ¢ engendrent Sy,
= Sin =2 alors t = ¢ = (12) et nous avons t*> = ¢? = Idy,
= Supposons n > 3, et considérons donc t = (12) et ¢ = (123---n) Soit k tel que 1 <k <n—1
* Nous avons :

1 2 3 -+ n 1 23 - n—2 n—1 n
c=(4 4 4L A=4L L1 - { L
2 3 4 --- 1 3 4 5 --- n 1 2
Et donc, plus généralement :
1 2 - n—k n—k+1 -+ n
= 1 1 l l .
k+1 k+2 --- n 1 ek
* Nous avons, pour le calcul de ¢! :
1 2 3 --- n 1 2 3 -+ n—2 n-—1 n
e T T 2= v v L
n 1 2 -+ n-—1 n—1 n 1 -+ n—4 n—3 n—2

Et donc, plus généralement :

1 2 k k+1 n
= { 4 L {
n—k+1 n—k+2 n 1 n — kk
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Nous remarquons, tres facilement que sii ¢ {k + 1,k + 2}, alors c*tc ™% (i) = i, que cFte % (k+ 1) =
k+2et cfte ™ (k+2) =k + 1.
Nous avons donc c*tc™" = (k + 1k + 2)

Comme toutes les transpositions 7, = (k + 1 k + 2) s’expriment comme un produit de ¢, t et ¢!,

et que les transpositions (12),(13),...,(1n) engendrent S,,, il résulte que les transformations ¢

et t engendrent S,

Exercice 48 :

Pour n > 3 on désigne par B3,, le sous-groupe de A,, engendré par les cycles

(123),(124),...,(12n)

Pour nous simplifier la vie, nous posons ¢, = (12 k) avec 1 < k< n

1. Montrer que BB,, est un sous-groupe du groupe alterné A,

Nous allons démontrer que, pour tout k € N, 1 < k < n le cycle ¢ est un élément de A,,, c’est a
dire a une signature positive.

*x Nous avons donc ¢ = (12 k) = (1 2) (2 k), c’est & dire que chaque cycle ¢ est le produit de
2 transpositions
* Sie(cg) est la signature du cycle ¢, la signature de chaque transposition est —1. Ainsi :

eer) =< ((12) xe((2h) = (-1)* =1

Ainsi, pour tout ktel que 1 <k <nc € 4,
A, étant un sous-groupe de S,,, la composition des ¢, pour 1 < k < n est toujours dans A,,.
Et donc B, est un sous-groupe du groupe alterné A,,.

2. Démontrer que si i et j sont deux entiers distincts (i # j) tels que 1 < i < netl < j<mn,les
permutations (1 2) (i j) et (i j) (1 2) appartiennent a B,

Comme i # j, nous supposons i < j
— Supposons que i =1 et j =2

Alors (12) (i j) = (12) (12) = Td
De méme, (i j) (12) = (12)( 2)~IdN
Et donc les permutations (1 2) (¢ j) et (i 7) (1 2) appartiennent a B,
— Supposons maintenant i = 1 et j > 2
Alors (1 7) (12) =(15)(12)=(12j) et par définition, (12j) € B,.
Ensuite, (12)(ij) = (12)(15) = (152). Or, (1j2) = (12j)0(125) = (124)° et donc

(1j2)€By
Nous en concluons que (1 2) (1 j) et (1 ) (1 2) appartiennent a B,

— Supposons maintenant que ¢ > 1, et donc j > 2; alors, comme les 2 permutations (1 2) et (i j)
ont des supports d’intersection vide et commutent :

(12)(@j)=(j)(12)
D’apres des exercices précédents :
(12)(g)=0121)(j2)
Et nous avons :
(1j2)=(125)(12j)(121)
D’ou
(12)(ij)=(1240)(125)(125)(12i) =cioctoc

Ce qui montre que si 1 < ¢ < j, alors les permutations (1 2) (7 j) et (¢ j) (1 2) appartiennent &
B,, comme composée de cycles de type cx
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3. Montrer que B, = A,

Soit o € A, ; alors la signature de o est € (o) = +1.
o est la composition de transpositions (¢f théoréme 10.10.11); la signature d’une transposition
étant —1, le nombre de ces transpositions est donc forcément pair, donc :

Soit 79 la transposition 79 = (1 2); alors, comme g o 79 = Idy

0 =T10T20::-0T3,_10T2p

nous pouvons écrire :

n?

0= T10T720-::0T2p_10T2p
= 7'1O(TOOTO)OTQ07'30(7'007'0)0740"'OT2p_1O(TOOTO)OTQP
= (mom)o(room)o(r30m)0 0 (r2p-1070)0 (70) 0 T2p)

D’apres la question précédente, toutes les transpositions du type 790 79; ou 79, _107g avec i < i < p
sont des éléments de B,, et donc o € B,, comme composée d’éléments de B,

Exercice 50 :

On considére deux groupes (G1,%) et (Go, T), deux homomorphismes de groupes [ et g définis sur Gy a
valeurs dans G et on appelle H I'ensemble des éléments x € G, tels que f (x) = g (x).

1. Montrer que H est un sous-groupe de (G1,x).

= Tout d’abord H # () puisque si e; est 'élément neutre de (G1,*) et eq, celui de (Gg, T), nous
avons, propriété des homomorphismes, f (e;) = g (e1) = ey
= Soient x € H et y € H, avons nous zxy~* € H?

Nous avons :

Ainsizxy '€ H

flexy™)= f@)Tf(y™)
= f@TW)™
= g@)T(gw) ™"
= g(@T(g) ™"
= 9(@) Tg(y™")
= g(zxy!)

Et donc H est un sous-groupe de (G, *)

2. On désigne par h l'injection canonique de H dans G

(a) Montrer que foh =goh.

Soit € H. L’injection canonique de H dans G est telle que, pour tout x € H, h(z) = x.
Ainsi, pour tout x € H,

foh(z)=flh(x)]=f(x)=g(x)=glh(z)]=goh(z)

Et nous avons bien foh=goh

(b) Montrer que si (G3,¢) est un groupe et b’ un homomorphisme défini sur G5 3 valeurs dans G1,
tel que foh' = goh/, alors il existe un homomorphisme 0 : G3 — H défini sur G5 a valeurs
dans H, et un seul, tel que h' = ho 6.

Si nous avons, par hypothese f o h' = go h, nous avons, pour tout = € Gg,

Et donc b/ (z) € H

foll(z)=goh ()« f[I (x)] = g[l ()]

Soit donc 6 : G3 — H ainsi définie :

{GZG?, — H
z — 0(x) =1 (x)

0, définie par b’ est clairement un homomorphisme, et nous avons, pour tout € G3, h (0 (z)) =
0(x)=h(z), et donc h’ =hof

https://mathinfovannes.fr
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Exercice 51 :

Soient (G, *) un groupe abélien, G et Gy deux sous-groupes de G tels que G1 C Gs.
Soient wy : G — G /Gy et wy : G — G /G4 les homomorphismes canoniques de G sur G /G et de G sur

G /G

1. Montrer qu'il existe un homomorphisme p défini sur G/G a valeurs dans G/Gs et un seul, tel que
pow = Wy

%
%

Soit & € G/G1; il existe alors x € G tel que wy (z) = &

Soit 2’ € G tel que wy (x) = wy (2') = . Ceci signifie donc que o’ € &, c’est a dire, par la
relation d’équivalence canonique, x — ' € G1, et comme G; C Ga, nous avons x — ' € G4 et
donc wy (&' — x) = ¢, c’est a dire ws (x) = ws (2')

Soit p : G/G1 — G /Gy définie par :

{p:G/Gl — G/Gs
& — p(&) =m@2(z)

Alors powy () = p (&) = w2 (z) et donc powy = wy

p est un homomorphisme de groupe

En effet, soient £ € G/G1 et y € G/G;. Il existe x € G et y € G tels que wy (r) = & et
w1 (y) =y, et donc :

p(Exy)=p(w(z)x@1 (y) =p(@ (rxy)) = w2 (z*y) = @2 (¥) x w2 (y) = p (&) % p (9)

p est donc bien un homomorphisme

p est unique

Soit p’ un second homomorphisme de groupe tel que p’ o @y = wo.
Nous avons alors p’ o @y = p o w

Soit & € G/G1; il existe alors z € G tel que w; (z) = @. Alors :

p (&) =p (@ () = p' (@1 (z)) = p' (&)

Et donc p = p’. Il y a donc unicité

Nons avons donc le schéma :

G —> GG,
- &
G/Gs

2. Montrer que p est surjectif et que son noyau est Go/G1

— p est surjective

En effet, soit y € G/G>; il existe donc y € G tel que w3 (y) = ¥.
De 'égalité wy = p o wy, nous déduisons

y=w2(y) =powi(y) = plw (y)]

En posant z = wy (y), nous avons z € G/Gy et y = p(2).

p est donc bien surjective

Recherche de ker p

Soit © € G/G1 tel que & € ker p; alors p (&) = é. Il existe aussi z € G tel que wy (z) =&
Toujours de 1’égalité wy = p o wy, nous déduisons

¢ = p(#) = powi (z) = w2 (a)

Et donc z € G5 et donc & € G2/G
D’ou ker p = Go /G4
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Exercice 52 :

Soient Gy, G1, G2 des groupes, f, : Gy — G1, un homomorphisme surjectif de Gy sur Gy, et fo : Gy —
G2, un homomorphisme de G sur Gs, tels que ker f1 C ker fo

1. Montrer qu'il existe un homomorphisme g : Gy — Go défini sur G1, a valeurs dans G+, et un seul,
tel que fo =go fi

En fait, nous devons démontrer que nous avons le schéma suivant :

GOL>G1

A

G

Nous allons noter eg € Gy I’élément neutre de Gg, e; € Gy 'élément neutre de G et es € Go
I’élément neutre de Gs.
Soit y € G1 ; nous nous devons donc de définir g (y)
* f1 étant surjective, il existe z € Gg tel que y = fi (z), et il semble naturel alors de poser
g(y) = f2 (z) et, dans ce cas, fo =go fi
* fi étant surjective, il peut exister ' € Gy tel que y = fi (¢/) avec, éventuellement x # 2'... Et
alors 77
Posons nous d’abord la question sur ce que veut dire f; (z') = fi1 (x).

fE) =)= @) x (@) =a e fi(ds7) =

Ce qui veut donc dire que ’z~! € ker f;
Or, par hypothese, ker f; C ker fo et donc 2’2~ € ker f5.
En reprenant la démonstration que nous avons faite pour f1, nous déduisons que fa (z') = f2 (x)
et donc g (y) est entierement et bien défini.
* Est ce que g est un homomorphisme de groupe ?
Soient y; € G et y2 € Gy et étudions g (y1y2).
Il existe donc 21 € G et z9 € Gy tels que y; = f1 (z1) et yo = f1 (x2) et donc g (y1) = fo (z1)
et g (y2) = fa (z2)

9 (y1y2) = g (f1 (71) f1 (z2)) = g (f1 (7172)) = f1 (21) f1 (22) = g (y1) g (y2)

g est donc bien un homomorphisme

* Y a-t-il unicité de g7
Soit donc ¢’ : G; — G2 un second homomorphisme tel que fo = ¢’ o fi
Soit y € G1. 1l existe x € Gy tel que y = f1 (z), et nous avons alors :

g W) =9 (fi(x)=gofi(x)=f2(x)=go fi(z)=g(fi(z) =g ()

Nous venons donc de démontrer que g = ¢’, c’est a dire que nous venons de démontrer I'unicité.
2. Montrer que ker g = f; (ker f3)
= Soit y € f1 (ker f2); alors, il existe & € ker f tel que y = f1 (z) et

g(y) =g (fi(@)) = fa(z) =e2

Et donc, comme g (y) = ez, nous avons y € ker g
D’ou f; (ker f3) C kerg
= Reciproquement soit y € kerg; alors g (y) = ez et donc, de g(y) = go f1(z) = fa(x) = ey
nous tirons que x € ker f5, et comme y = f1 (), nous avons y € fy (ker f5).
Donc ker g C f1 (ker f3)
D’ou ker g = f1 (ker f2)
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Exercice 53 :

Si (G, +) est un groupe abélien, nous désignerons par Hom (Z, G) I'ensemble des homomorphismes de 7. dans
G.

1. Montrer que tout homomorphisme f de 7 dans G est complétement déterminé par la donnée de f (1).

Soit (G, +) un groupe abélien dont l'opération est notée additivement de neutre noté 0 et f :
7Z — G un homomorphisme de groupe
e Alors f(0) = 0, et en utilisant les propriétés d’homomorphisme, pour tout m € Z et tout
n € 7Z nous avons :

fm+n)=f(m)+[f(n) et f(0)=0et f(-m)=—f(m)

En particulier, f (2)=f(1+1)=f(1)+ f(1) =2f(1)
e Tres généralement, et par une récurrence facile, on montre que pour tout n € N* que f (n) =

nf (1)

e Supposons que, maintenant, n € Z~ ; il existe alors n’ € N* tel que n = —n’, et donc :

f(n)=f(=n)=—f0)==PfO)]=-n'f(1)=nf()
Nous venons donc de montrer que pour tout n € Z, f (n) = nf (1) et donc f (1) détermine bien
I’homomorphisme de groupe f :Z — G
2. On munit Hom (Z,G) de la loi de composition suivante :

Si f € Hom (Z,G) et g € Hom (Z,G), alors f & g est 'application de Z dans G définie en
posant pour chaque entier rationnel n € 7,

(f@g)(n)=f(n)+g(n)

Montrer que Hom (Z, G) devient ainsi un groupe abélien.

Voici une question classique et des plus faciles
e La loi @ est une loi interne dans Hom (Z, G)
Soient f € Hom (Z, G) et g € Hom (Z, G), il faut montrer que f @ g € Hom (Z, G)
Il faut donc montrer que f & g est un homomorphisme de groupe.
Soient m € Z et n € Z, alors :

(feg)(m+n)= f(m+n)+g(m+n)
= f(m)+f(n)+g(m)+g(n)
= f(m)+g(m)+ f(n)+g(n) par commutativité dans (G,+)
= (feg(m)+(feg)(n)

Nous venons de montrer que f @ g est un homomorphisme de groupe et que donc f @ g €
Hom (Z, Q)
La loi @ est donc interne dans Hom (Z, G)

e La loi & est associative
11 faut donc montrer que, pour tout f € Hom (Z,G), g € Hom (Z,G) et h € Hom (Z, G), nous
avons

(fog)®h=f®(gDh)
Soit donc n € Z; alors :

(fegeh)(n)= (fog
(f (n)

= (f®
Et donc nous avons, dans Hom (Z
La loi @ est donc associative.
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e La loi & est commutative
11 faut donc montrer que, pour tout f € Hom (Z,G) et tout g € Hom (Z, G) nous avons

fog=gf

Soit donc n € Z; alors :
(fog)(n)= f(n)+g(n)
g(n) + f (n) par la commutativité dans (G, +)
= (9 @ f)(n)

Et donc nous avons, dans Hom (Z,G), f @ g=g® f.

La loi & est donc commutative.
e L’élément neutre de @ dans Hom (Z, G) est la fonction constante O : Z — G telle que, pour

tout n € Z, O (n) =

En effet, pour tout n € Z, nous avons :

(f@0)(n)=f(n)+0(n)=f(n)+0=Ff(n)

Etdonc f O =f
Par commutativité, nous avons de la méme maniere que O & f = f
Etdonc feO0O=0af=f
e Chaque élément f € Hom (Z,G) admet un symétrique noté (—f) et défini pour tout n € Z
par (—f) (n) = —f (n). En effet :
(fo(=f)m)=Ffn)+(=f)(n)=f(n)—f(n)=0=0(n)
Nous avons donc f & (—f) = O, et , par commutativité, (—f) e f = O
3. Soient G1, G4 et G3, trois groupes abéliens, f, : Gy — G2 un homomorphisme de G1 dans G2 et
fo : Go — G35 un homomorphisme de G5 dans G3.
On note [ I'application de Hom (Z,G4) dans Hom (Z,G5) ainsi définie :
{ fi:Hom (Z,Gy) — Hom (Z,G5)
g — filg)=fioy
On définit de maniére analogue f5 par
{ f5 :Hom (Z,G2) — Hom (Z,Gs)
g — [f5(9)=faoy

(a) Montrer que f{ et f5 sont des homomorphismes.

Nous allons montrer seulement que f; est un homomorphisme.
Pour commencer, un schéma, peut étre instructif :

Gi i>Gz

g
T%:g
Z

Soit g € Hom (Z,G1) et ¢’ € Hom (Z, G4) ; il faut donc montrer que
filged)=fi(g) e fild)
Soit donc n € Z, et nous avons :

[figed)l(n)= [f1 o(g@g)l(n)
fillsoyd) (n)]

filg(n) +g" (n)]

= fl[ (n )]+f1 l9" (n)

fiog(n)+ fiog (n)

fi(g) (n) + fi (g') (n)

= [fi(@efig)l(n)

Nous avons donc ff (g @ g') = f1 (9) @ f5 (¢') et fi est donc un homomorphisme de groupes
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(b) Montrer que si G1 = G, et si fy est l'identité de Gy alors f{ est I'identité de Hom (Z,G1).

Reprenons le schéma :

Idg,
G1 — G1

g
TAIOQ

Z

11 faudrait donc montrer que, pour tout g € Hom (Z, G1), nous avons f; (g) = g.
Soit n € Z, alors :
fi(g9) (n) = fiog(n)=1Idg, og(n) =g(n)
Nous avons bien f{ (g) = g et donc f{ = Idgom(z,¢,)
(c) Montrer que (fa0 f1)" = f5 o fr
Tout d’abord, il faut remarquer que fs o fi; est un homomorphisme du groupe G; dans le
groupe Gf.
Il nous faut démontrer que, pour tout g € Hom (Z, G4 ), nous avons

(f20 f1)"(9) = (f3 o 1) (9) = f5 1 (9)]
Soit n € Z; alors :

(f2o f1)" (9) (n)

fao fiog(n)
= fa[fiog(n)]
f2[f1 (9) (n)]
= f5[fi (g)](n)
Et nous avons donc, pour tout g € Hom (Z, G1), (f20 f1)" (9) = f5 [ff (9)] = (f5 o f7) (9)
D'ou (fao f1)" = f5 o fi

(d) Montrer que si f, est injectif alors f; est injectif.

Supposons f; injectif et montrons que f; est injectif.
Il nous faut donc montrer I'implication suivante pour tout g € Hom (Z,G1) et tout ¢’ €
Hom (Z,G4) :
filg)=f)=9=4
Supposons donc que f; (g) = f5 (¢'), alors, pour tout n € Z
fi(g)(n) =f7(g")(n) <= fiog(n) = fiog (n) < fi(g(n) = fi(g' (n))
De l'injectivité de f1, nous déduisons, pour tout n € Z, g (n) = ¢’ (n), c’est a dire g = ¢'.
fi est donc injectif
(e) Montrer que si f, est surjectif alors f est surjectif.
Supposons f surjectif. Soit h € Hom (Z, G5) ; existe-t-il ¢ € Hom (Z, G1) tel que f5 (g) =h?
Soit h € Hom (Z, G2).
f1 étant surjectif, il existe z € G; tel que f1 (z) = h (1)
Les homomorphismes g € Hom (Z, G1) sont entierement déterminés par la donnée de g (1). Il
existe donc un et un seul endomorphisme g € Hom (Z, Gy) tel que g (1) = =.
Alors f10g(1) = f1 (z) = h(1). Les homomorphismes g et h sont entierement déterminés.
Ainsi fi o g = h, c’est a dire f7 (g) = h et f] est surjectif

Exercice 55 :

Soient G un groupe abélien et H C G un sous-groupe de G tel que le quotient G/H soit un groupe monogéne
infini.

Montrer qu'il existe un isomorphisme de H x (G/H) sur G.

Soit = € G tel que & engendre G/H, c’est a dire :
G/H = {(2)" avec n € Z}
On appelle X =T ({z}), le sous-groupe de G engendré par x
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— Soit ¢ : G/H — X une application définie par :

{(p:G/H — X
@)" — p(@)") =2"

Nous allons montrer que ¢ est un isomorphisme de groupe
* (o est un homomorphisme de groupe

En effet : o X &)™) — ¢ 233” y xmg

™ X ™

I
AS)

I
8

= @ ((@)") xe(@)™)
¢ est donc bien un homomorphisme de groupe
* @ est surjective
Soit y € X ; il existe donc n € Z tel que y = 2" et donc, comme 2" = £™, nous avons
o (#m) = o ((&)") = 2" = .
Donc ¢ : G/H — X est bien une application surjective.
* Montrons que ¢ est injective.
Soient donc y € G/H et z € G/H tels que ¢ (y) = ¢ (2).
Il existe m € Z et n € Z tels que ()" =y et ()" = z, et donc

m

) =p() = a"=z"<=az"""=¢

n—m LN =M

En particulier, de x = e, nous tirons & =é.
Comme G/H est un groupe monogene infini, alors n — m =0 <= n =m et donc, y = 2
© est donc injective

Ainsi, ¢ est un isomorphisme de groupe.
De quel type sont donc les éléments & € G/H ?
Nous avons y € & <= y = zh avec h € H. Du fait que G/H est monogene, toutes les classes
de G/H sont du type (i:)" avec n € Z et alors 2" = {y € G avec y = 2"h avec h € H}

— Soit, maintenant ¢ : H x X — G définie par :

{1/):H><X — G
(h,z™) +— Y [(h,z2™)] = ha™

La structure de groupe de H x X est celle impliquée par les structures de groupe de H et de X
* 1) est un homomorphisme de groupe
En effet

U [(h,a™) (W, a™)] = o [(RR,2"T™)] = hh/z"T™ = ha"Wa™ = ¢ [(h,z™)] x Y [(W,2™)]

* 1 est surjective
Soit y € G'; alors §y € G/H et, comme G/H est monogene infini, nous avons § = ()". Comme
y € ()", il existe h € H tel que y = x™h, c’est a dire :

1) est donc surjective
* 1 est injective
Soient (h,2™) € H x X et (b/,2™) € H x X tels que ¢ [(h,z™)] = ¢ [(R/, z™)].
Alors ha™ = B'z™, cest & dire 2" = h™'W'z™ = (h™'Rh') 2™ ; ainsi, 2" € (&)™, c'est & dire
(#)" = (#)™ et donc m = n, et de m = n, on tire h = h’. Donc :

(h,z™) = (b, 2™)

1 est donc injective
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Et ¢ est un isomorphisme de H x X sur G

— Nous avons montré que G/H et X étaient isomorphes (par l’isomorphisme ).
Comme H x X et G sont isomorphes, il est naturel de penser que H X G/H et G sont isomorphes.
Soit p: H x G/H — H x X définie par :

{@:HXG/H — HxX
(h, (£)") = @[(h, (&)")] = (h, o ((£)")) = (h,2")

Il est facile de démontrer que P est un isomorphisme de groupe. Nous avons donc :
HxG/H % Hxx -5 @

Nous avons donc ¥ o g : H x G/H — G qui est un isomorphisme comme composée de 2
isomorphismes.
Q.E.D.

Compléments

Nous avons dit qu’il était < facile de démontrer que @ est un isomorphisme de groupe > .
Nous vous proposons de le démontrer en élargissant le propos :

Soient G, H et K, 3 groupes et ¢ : H — K, un isomorphisme de groupes.

On construit @ de cette fagon :

{@:GXH — GxK
(9:h) — Dlg:h)] = (9,9 (h))

Montrer que @ est un isomorphisme de G x H sur G x K

Exercice 56 :

Soient G un groupe d’élément neutre e.

On appelle sous-groupe dérivé de G, que I'on note D (G) le sous-groupe engendré par les éléments de la forme
[z,y] = zyz~ly~! ol x et y sont des éléments de G.

Nous avons déja démontré que D (G) est un sous-groupe distingué de G et que G/D (G) est un groupe

abélien.

1. Montrer que si f est un homomorphisme de G dans un groupe commutatif H, il existe un homomor-
phisme f de G/D (G) dans H, et un seul, tel que [ = f op ou p désigne la surjection canonique de
G sur G/D(G)

En fait, nous souhaitons que le diagramme suivant soit commutatif :

P 5

G/D(G)

= Nous allons démontrer que, pour tout homomorphisme f: G — H ou H est un
groupe commutatif, nous avons D (G) C ker f
Nous notons €', I’élément neutre de H

1

En effet, soit z € D (G) ; il existe alors x € G et y € G tels que z = [z, y] = zyz~ 1y~ !, et nous
avons :
fz)= f(aya=ty™!
= f(@) f)f@) " fy)~" (propriétés des homomorphismes)
= f@) f@) " f)f@) " (par commutativité de H)
= 6/

Donc z € ker f et donc D (G) C ker f
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= Soit y € G/D(G); on pose f () = f(y). En réutilisant la proposition 10.7.5, on démontre

facilement que f est un homomorphisme de groupe et nous avons, pour tout y € G,

f)=f@=Fop®
c’est A dire f = fop
2. En déduire que si K est un sous-groupe distingué de G tel que G/ K soit commutatif, alors K O D (G)E|

On considere la projection canonique s : G — G /K ; s est un homomorphisme de groupe de

noyau K. D’apres la question précédente, D (G) C kers, c’est a dire D (G) C K.

Ce que nous voulions.

3. On définit par récurrence le sous-groupe D™ (G) en posant D° (G) = G et pour tout entier naturel n,

D"t (G) =D (D" (G)).

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un entier naturel k tel que D¥ (G) = {e}

(b) Il existe p sous-groupes G1,...G, de G tels que Go = G D Gy D --- D Gp D Gpp1 = {e} et
pour tout entier q tel que 0 < q¢ < p ,Gy41,est un sous-groupe distingué de G, et G,/G,41 est
un groupe commutatif.

> Supposons qu’il existe un entier naturel k tel que D* (G) = {¢}
D (G) = D (D' (G)) est le sous groupe dérivé de D*(G) et nous avons ainsi une suite de
sous-groupes décroissante, c’est a dire D! (GQ) C D (G).
On a montré aussi que un sous-groupe dérivé est toujours distingué, donc D**! (G) est un
sous-groupe distingué de D? (@), et donc, 'ensemble des classes d’équivalence modulo D1 (G)
qu'est D1 (G) /D (G) est un groupe commutatif.
Nous avons donc prouvvé l'existence de k sous-groupes G1,...Gy de G tels que Gop = G D
G1 D -+ D Gg_1 D Gy = {e} et pour tout entier g tel que 0 < ¢ < k ,G441,est un sous-groupe
distingué de G4 et G4/Gq41 est un groupe commutatif.
> Réciproquement, supposons qu’il existe p sous-groupes Gi,...G, de G tels que
Go=GDG1 DD G, DGpr1 = {e} et pour tout entier ¢ tel que 0 < ¢ < p ,Gyiq
est un sous-groupe distingué de G, et G,/G,+1 est un groupe commutatif.
X D’apres 'hypothese, G/G est un groupe commutatif, G; est un sous-groupe distingué de
G et donc, d’apres la question 3 D (G) C Gy
X Soit ¢ € N tel que 0 < ¢ < p+ 1, et supposons que, pour tout & € N tel que 0 < k < ¢, on
ait DF (G) C Gy,
Nous avons, en particulier, D! (G) C G4-1
On énonce, ici, un résultat nécessaire, dont la démonstration est facile.
Lemme
Soient G un groupe, A et B 2 sous-groupe de G
Si AC B, alors D(A) C D(B)

Démonstration

SizeD(A), alors z = [z,y] =zyx~lytonxz € Aetye B
Comme A C B, nous avons aussi ¢ € B et y € B et donc z € D (B).
Dou D(A) C D(B)
Donc, de D97 (G) C Gy—1, nous déduisons que D (D97 (G)) C D (G4-1), c'est a dire
D1 (G) C D (Gg-1)
X Par hypothese, G4 est un sous-groupe distingué de G4_1, que G4_1/G, est un groupe
commutatif ; donc, d’apres la question 3 ci-dessus, D (G,—1) C G,.
Ainsi, de D9 (G) C D(G4-1) et D(G4—1) C Gy, nous tirons, que, pour tout ¢ € N tel que
0 < ¢ < p+ 1, nous avons DI (G) C G,.
En particulier, nous avons DP! (G) C Gpq1 = {e}.
1l existe donc k € N tel que D* (G) = {e}

1. Nous trouvons une autre et meilleure démonstration dans la question 3 de I’exercice 23
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Exercice 57 :

Soit Gun groupe d'élément neutre e, ayant au moins deux éléments et dont les seuls sous-groupes sont {e}
et G. Montrer que G est cyclique d’ordre premier.

Soit donc G un groupe de cardinal au moins 2, c’est a dire Card G > 2
Soit donc = € G tel que x # e, et on considere (z) = {a™ avec n € Z}, le sous-groupe de G engendré par
x.
Comme (x) # {e}, nous avons (z) = G, et G est donc un groupe monogene.
— Supposons que G soit un groupe d’ordre infini.
Alors, d’apres 10.8.6, G est isomorphe a Z; or, Z admet des sous-groupes non triviaux le ssous-
groupes pZ avec p € N, ce qui contredit I’hypothese.
Donc G est d’ordre fini.
G est donc monogene fini, c’est a dire cyclique.
— Ou nous montrons que n, ’ordre de GG est un nombre premier.
Nous avons donc (z) = {e,z,2?,--- 2" 1},
Soit 0 < k < n — 1, et considérons le sous-groupe <xk > engendré par 1’élément 2.

n
Alors Card ((2%)) = pged (n, k)

, C’est & dire pged (n, k) = 1, et ceci, pour tout 0 < k < n — 1; donc n est premier.

. Ord’apres ’hypothese, <1:k> = G et nous avons donc n =

pged (n, k)

Exercice 58 :

L’objectif de cet exercice est de démontrer que les seuls groupes d'ordre 6 a isomorphisme prés sont (Z/6Z,+)
et 83 .
Soit donc G un groupe d’ordre 6.

1. Montrer que G posséde au moins un élément d'ordre 3. On note x un tel élément.

— Supposons G groupe cyclique
Alors, G = {e,x, x2,x3,x47x5}7 c’est a dire que G posseéde un élément d’ordre 6.
Si nous considérons z2, alors z2 est un élément d’ordre 3 car nous avons (a:2)3 =eeta?£e
— Supposons G groupe non cyclique
Il n’y a donc aucun élément d’ordre 6, sinon, G serait cyclique.
Soit x € G tel que x # e
Alors (z) le sous groupe engendré par x ; alors, d’apres le théoréme de Lagrange, () est d’ordre
2 ou d’ordre 3, c’est a dire que = est d’ordre 2 ou d’ordre 3.
— Supposons que tous les éléments de G soient d’ordre 2, c’est a dire que tout = € G est tel que
22 = e; alors G est un groupe commutatif.
Soient a € G et b € G avec a # b et considérons (a,b) le sous-groupe engendré par a et b.
Alors {(a,b) = {a,b,ab} (puisque nous avons ab = ba.
C’est donc un sous-groupe d’ordre 4, ce qui est impossible puisque 4 ne divise pas 6 (théoréme
de Lagrange). 11 existe donc, dans G, un élément d’ordre 3.

2. Montrer que G posséde au moins un élément d’ordre 2. On note y un tel élément.
On aurait pu penser la démonstration semblable a celle ci-dessus, il n’en est rien.

— Supposons G groupe cyclique
Alors, G = {e,x, mQ,:c?’,x‘l,mE’}, c’est a dire que G possede un élément d’ordre 6.

Si nous considérons 3, alors 2% est un élément d’ordre 2 car nous avons (13)2 =28 =c¢cet
x> #e

— Supposons G groupe non cyclique Il n’y a donc aucun élément d’ordre 6, sinon, G serait
cyclique.

Soit x € G tel que = # e
Alors (z) est le sous groupe engendré par x; alors, d’apres le théoreme de Lagrange, (x) est
d’ordre 2 ou d’ordre 3, c’est a dire que = est d’ordre 2 ou d’ordre 3.

— Supposons que tous les éléments de G soient d’ordre 3, c’est a dire que tout z € G est tel que
% =e.
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Soient a € G et b € G deux éléments de G distincts et d’ordre 3.
Alors G contient {e, a,a?,b, b2} qui sont des éléments deux a deux distincts.
Comme Card G = 6, il existe donc un autre élément ¢ € G, distincts des précédents, tel que
G = {e,a,aQ,b,bz,c}
De plus ¢ est nécessairement d’ordre 3.
— Mais, bien entendu, G doit aussi contenir ¢2.
On vérifie par un calcul direct que ¢ est distinct de e, a, a2, b, b%, c. En effet :
% ¢ étant d’ordre 3, ¢ # e
* Ensuite, nous ne pouvons avoir ¢? = a, puisque si nous ’avions, alors ¢* = c=a
est impossible, et donc ¢? # a ; on démontre aussi ¢ # b
% De méme, il nous est impossible d’avoir ¢ = a2, puisque si nous I’avions, nous aurions
()= (®)’ =t =da*<=c=a
Ce qui est impossible.
Ainsi G possede au moins un élément d’ordre 2.

2 2

, ce qui

3. Montrer que G = (x,vy)

Le groupe G contient {e, x, 22, y} qui sont distincts deux & deux (nous avons y? = e).

On peut compléter cette liste en considérant xy et z2y.

Nous avons zy et z2y sont distincts des précédents; en effet, les quelques calculs suivants le

montrent :

— Si zy =z, alors 22 (vy) = 2%x < y = 23 = ¢, ce qui est impossible. De méme, si xy = y, en
multipliant & droite par y, nous avons x = e; ce qui est toujours impossible

— Si xy = 22, en multipliant & gauche par x2, nous avons 2 (zy) = 2% x 22 <= 2%y = 2% —
y =z, ce qui est impossible

— Si 22y = x, toujours par multiplication, y = x
Yy = e, ce qui est impossible.

Ainsi G = {e, z,2?,y,zy, x*y}. En particulier nous avons G = (z,y).

3

2 2

. si 22y = v, alors 22 = e et si 2%y = y, alors

4. Montrer que si G est abélien, alors G est cyclique d’ordre 6.

Supposons G groupe abélien.

Comme nous avons xy = yz avec x d’ordre 3 et y d’ordre 2 . Remarquons que 2 et 3 sont premiers

entre eux; donc, le produit xy est d’ordre 6.

De Card G = 6, on déduit que G est cyclique et engendré par xy.

D’apres le théoréme de classification des groupes cycliques 10.8.7, G est isomorphe & (Z/6Z,+).
5. Si G n'est pas abélien, montrer que yx = x?y. Ecrire la table de multiplication de G. Conclure que

G=S8;

Supposons G groupe non abélien.

Nous avons alors yz = 22y. En effet :
— Si yx = e, alors, en composant a gauche par y, nous avons :

yr=e<=yyr)=yxe<=ylr=y<=ac=y

Ce qui est impossible
— Si yx = x, alors, en composant & droite par 2, nous avons :

yr=z+= (yr)ri =z x =y = =y=e
Ce qui est impossible
— Si yx = 22, alors, en composant & droite par 22, nous avons :
yr=12 <= (yr)2’ =’ x P =yt =1t = y=2

Ce qui est impossible
— Si yxz =y, alors, en composant a gauche par y, nous avons :

yr=y<=yyr)=yxy<=ylr=c<=ur=c

Ce qui est impossible
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Nous en déduisons que yr = xy ou yxr = z%y. Mais comme G = (x,%) est non abélien, on a
nécessairement yx = x2y.
Table de multiplication de G = (z,y)

([~ lelz ][]y [ay]|ay]
e e T z? y | ay | 2%y
x x x? e zy | 2%y | y
x? x? e r |22y | v | ay
Y y | 2%y | a2y e x? T
xy | ay |y [2%y]| = e z?
2y | 2%y | zy | v x? T e

Est ce que G = (z,y) est isomorphe a S3 7
S3 est le groupe des permutations de {1,2,3}
Nous avons d’abord les permutations circulaires :

123 12 3 12 3
IdN3:(1 5 3) c:(2 3 1):(1 2 3) 02:(3 ) 2):(1 3 2)

Puis les transpositions :

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2=\ 1 3) ™37\ \3 2 1) ™MWBT\1 3 2

On peut remarquer que Ty 3) © T{1,2} = €
En créant un homomorphisme de groupe ® entre G = (x,y) et S5 en posant ® () =cet ¢ (y) =
T{1,2}, on démontre facilement que ® est un isomorphisme.
A un isomorphisme pres, il n’y a que 2 groupes a 6 éléments : (Z/6Z,+) et S3
6. Justifier que les groupes (Z/6Z,+) et Ss ne sont pas isomorphes

Ils ne peuvent pas étre isomorphes puisque, si (Z/67Z,+) est commutatif, par contre Ss ne ’est
pas.

Exercice 59 :

Soit Ay un groupe diédral a 8 éléments, de générateurs r et s avec r d'ordre 4, s d'ordre 2 et rsrs = e.
On pose K = (s) et H = <s,r2>. Montrer que K est distingué dans H, H est distingué dans Ay mais K
n'est pas distingué dans Ay.

Nous avons Ay = {1,r, r2,r3, s, sr, sr2,sr3}.
Nous avons, par calculs :
* sr = r3s puisque, partant de rsrs = e, en multipliant & gauche par 7%, nous obtenons :

3 (rsrs) = r® <= srs = 1>

Puis, en multipliant & droite par s, nous obtenons (srs) s = r3s <= sr = r3s

% De méme, rs = sr3. Nous partons toujours de rsrs = e, nous multiplions & gauche par 7> pour
obtenir srs = r3, puis toujours & gauche par s et nous obtenons rs = sr3
% Par calculs semblables, nous obtenons sr? = r2s
De maniere générale, pour k = 0, 1,2, 3, nous obtenons r
On pose K = (s) et H = (s,1?).
= K est un sous-groupe distingué de H Tel que défini, le sous-groupe est donc K = {1, s} est
donc d’ordre 2.
Déterminons les éléments de H.
% 1 étant un élément d’ordre 4, I’élément r2 est d’ordre 2
* D’autre part, sr? = r2s
Et donc H = {6,S,T2,7“28}, et 'ordre de H est donc4 et K C H.
De l'identité Card H = [H : K] Card K, nous déduisons que [H : K| = 2, et donc que K est un
sous-groupe distingué de H

kg = spd=k
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= H est un sous-groupe distingué de A,

Card A 8
De la méme maniere, l'indice de H dans Ay est arc 2 _

o ] CordH 1 2 donc H est un sous-groupe
distingué de Ay

= K n’est pas un sous-groupe distingué de A,

Il faut donc trouver un élément X € A4 et un élément = € K tel que Xo X1 ¢ K
Pour cela, considérons 1'élément s € K et r € Ay. Alors :

rsr !t =rsr® =1 (rs) = r’s.

Or, r2s ¢ K. Cela prouve que K n’est pas distingué dans Ay.
Prolongements

Considérons les isométries qui conservent un carré.

FIGURE 10.4 — Le carré

7r

Si nous considérons la rotation de centre O et d’angle +§ et la symétrie s par rapport a la
droite (AC), nous avons r* = Idp et s = Idp

Nous obtenons donc les permutations suivantes :

A B C D A B C D
r:<B c D A):(A B C D) et SZ(A D C B>=T{B’D}

s apparait donc comme une transposition et r comme une permutation circulaire. Nous avons
aussi :

(A B C D\
"=\B A D )~ TBAY°THCD}
Et nous avons bien rsrs = Idp (C’est, en fait, la symétrie orthogonale par rapport a la
médiatrice du segment [A, B])
Les isométries laissant invariant un carré forment un groupe isomorphe a A4. C’est, en fait,

un sous-groupe de Sy, groupe des permutations d’un ensemble a 4 éléments.
Faisons l'inventaire des transformations :

A B C D , (A B C D
Sr=\p o B A)~Tanr°TBcy ST=\o p A4 p)= HACY

3 A B C D 3
s=\p a4 p )= TAB}°T{CD} On remarque que sr° = rs

Géométriquement, sr est la symétrie orthogonale par rapport a la médiatrice du segment
[A, D], tandis que sr? la symétrie orthogonale par rapport & la diagonale (BD)

Exercice 60 :

Soient G un groupe d'ordre n = pq, avec n > 2, ou p et q sont des nombres premiers, et e son élément
neutre.
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1. Montrer que G a au moins un sous-groupe distinct de {e} et de G.

Soit z € G tel que z # e.
Alors, (z) est un sous-groupe de G dont 'ordre divise n. Ainsi, par hypotheses, Card (z) =1 ou
Card (z) = p ou Card (z) = ¢q ou Card () = n, c’est & dire que = est d’ordre 1, p, g ou n

* Comme z # e, Pordre ne peut étre 1

* Si z est d’ordre p, alors (x) est bien distinct de {e} et de G

* La réponse est la méme si x est d’ordre ¢

* Si x est d’ordre n, alors G est cyclique et 1’élément xP est un élément d’ordre ¢, c’est a dire

Card (zP) = ¢ et donc (zP) est bien distinct de {e} et de G

2. Si H et H' sont deux sous-groupes propres de G tels que H # H', montrer que H N H' = {e}.

Soient H et H’, 2 sous-groupes propres de G tels que H # H'
Ceci veut donc dire que H # {e}, H # {e}, H # G et H' # G ; donc H et H' ont des ordres qui
divisent n = pq
Alors H N H' est un sous-groupe de H dont l'ordre divise celui de H. Soit p Pordre de H
Si Card HN H' =p, alors HN H' = H, ce qui veut dire que H C H', ce qui est impossible.
Donc Card HN H' =1, c’est a dire H N H' = {e}

3. Soit H un sous-groupe de G. On appelle normalisateur de H ['ensemble N (H) des éléments © € G
tels que tHx~' = H. Montrer que N (H) est un sous-groupe de G.

Cette question a déja été résolue

Nous pouvons démontrer que, pour tout groupe quelconque G, si H est un
sous-groupe de G, alors, pour tout = € G, ’ensemble zHz~! est un sous-groupe
de G
En effet, soit x € G, fixé :
*x xHz~! # () puisque e € tHx ™.
Nous avons e = zex~ ' = zz~!. Comme e € H, nous avons répondu a la question
% Soient ¢ € xHxz ' et b€ xHa~'; avons nous ab € xHx ™' ?
Par hypotheses, il existe h € H et h' € H tels que a = zha~! et b= xh/z~!. Alors :

ab = (xhx_l) (xh'sc_l) = zh (ac_lx) Ko™t =zhh/z7!

Nous avons bien ab € tHz ™!
% Sia € xHx™!, avons nous ¢! € xHz 1 ?
Comme tout & I’heure, il existe h € H tel que a = xhx~!. Alors :

al= (whx‘l)_l =z (th1 =z (hilel) =gh g7t

Nous avons donc a~! € zHx ™!
xHz~" est donc un sous-groupe de G appelé sous-groupe conjugué de H
Redémontrons que N (H) est un sous-groupe de G.
— Tout d’abord, N (H) # () puisque e € N (H); en effet, eHe ! = eHe = H
— Soient, maintenant z € N (H) et y € N (H), alors zHz~! = H et yHy~! = x. Montrons que
xy € N (H) :

ayH (zy) ' =ayHy 'z ' =2 (yHy ')a~'=zHa ' =H

Donc azy € N (H)

— Soit € N (H) et montrons quez~* € N (H) Nous avons tHz ! = H et doncz™! (zHa ')z =
x 'Hz, c’est & dire (m_lx) H (m‘lx) =2 'Hx et donc H = z~ ' Hz.
Donc 27! € N (H)

Donc N (H) est un sous-groupe de G.

Il faut faire remarquer que H C N (H)

4. Déterminer N (H) si H est un sous-groupe distingué de G, et montrer que si H n'est pas un sous-
groupe distingué de G alors N (H) = H.
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— Il est évident que si H est un sous-groupe distingué de G, G = N (H)

— Supposons que H ne soit pas un sous-groupe distingué.
Alors N (H) # G. L’ordre de N (H) est donc p ou ¢, nombre premier. Comme H C N (H),
lordre de H divise 'ordre de N (H), les sous-groupes H et N (H) sont de méme ordre et donc
N(H)=H

5. On dit que deux sous-groupes H' et H” de G sont conjugués, et on note H'CH”, si et seulement si
il existe un élément x € G tel que H” = xH'x~1. Montrer que C est une relation d'équivalence sur
I'ensemble des sous-groupes de G.

Nous appelons $) ’ensemble des sous-groupes de G et nous allons montrer que C est une relation
d’équivalence sur $)
— Elle est réflexive
En effet, soit H € ©
Alors, eHe ! = eHe = H, et nous avons bien HCH
— Elle est symétrique
Soient H € $) et H' € § tels que H'CH.
Il existe alors € G tel que H = xH'xz~ ', et donc H' =z 'Hz. Il existe doncy € G, y = 2~
tel que H' = yHy ! et donc nous avons HCH'.
La relation est donc symétrique
— Elle est transitive
Soient H € $, H' € $ et H" € $Htels que HCH' et H'CH" .
Il existe donc = € G tel que H' = xHzx ' et y € G tel que H” = yH'y~!. Alors :

1

H// — yH/y—l H// =y (me;l) yil H// _ nyx*1y71

Il existe donc z € G, z = xy tel que H"” = zHz~! et donc nous avons HCH"
La relation C est donc transitive
C est donc une relation d’équivalence sur £

6. Soit H un sous-groupe de G d’ordre p. Déterminer le nombre d'éléments de la classe d'équivalence de
H modulo C

= Si H est distingué, alors, pour tout * € G, H = tHx "' et H est le seul élément de sa classe
d’équivalence

= Si H n’est pas distingué en G, la classe de H modulo Cest I’ensemble des groupes conjugués
de H.
Soit H; un sous-groupe conjugué de H. A quelles conditions sur x € G et y € G, avons nous
Hy=xHx ' =yHy '?

Hy=xHr '=yHy !+ y! (Q:fol)yzH
— y lzzHzr 'y =
— (y'2)H (y71$)_1 =H

'z est un élément du normalisateur N (H) de H ; autrement dit

Ce qui veut dire que y~
y~lz € N(H).

Comme H n’est pas distingué, N (H) = H et donc y~'a € H, et dans la relation d’équivalence
modulo H, # =7, et donc cHr ' =yHy ' <= 2 =17

Le nombre de sous-groupes conjugués a H est donc le nombre de classes dans la relation
d’équivalence a gauche modulo H.

C’est donc indice [G : H], c’est & dire % = q

1

Il y a donc ¢ sous-groupes conjugués a H
7. Démontrer que G a au moins un sous-groupe distingué différent de {e} et de G.

= Si G est cyclique, bien entendu, G est commutatif et tous ses groupes sont distingués.
= Supposons G non cyclique
— G admet au moins un sous groupe propre, c’est & dire distinct de {e} et de G. Appelons le
H. Alors H est d’ordre p ou q. Supposons que H soit d’ordre p
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—

Ll

N

_>

Si H n’est pas distingué, il existe donc g sous-groupes de G qui lui sont conjugués.
Si nous appelons Hy, Hs -+, Hy les ¢ sous-groupes conjugués, en soulignant que Hy = H,
puisque H est conjugué a lui-méme.

q
Nous appelons L = U H;

=1
* Bien entendu, Card H; = Card H = p
* Sii#j,alors H;NH; = {e}

Tout d’abord, nous avons, évidemment e € H; N H;
D’autre part, H; et H; sont 2 sous-groupes conjugués de H, c’est a dire qu’il existe
a€Getbe G tels que H; = aHa ' et H; = bHb™' et comme H; # H;, nous avons
ab=' ¢ H
Soit y € H; N Hj, alors y = aha™! et y = bhjb~! avec h; € H et h; € H. De
y = ah;a™ = bh;b™!, nous tirons H; = b~ tah;a™'b = gh;g™', c’est A dire H = gHg™".
Donc g € H et donc b~'a € H. Il y a contradiction et donc H; N H; = {e}

Et donc Card L=¢q(p—1)+1=n—(g—1) et donc Card L < n

Nous avons donc G \ L # ) et soit donc x € G\ L; nous avons z # e puisque e¢ € L

On appelle K = (z) le sous groupe de G engendré par z. K est non trivial, et donc

Card K = q ou Card K = p.

G n’étant pas cyclique, nous n’avons pas Card K =n

On suppose que K n’est pas distingué en G

Si z est d’ordre p, la classe de K, modulo la relation d’équivalence C, contient g sous-groupes

Ki,--- K, avec K1 = K

Pour 1 < i < get 1l < j < ¢, nous avons K; # H;, car U'intersection des classes

d’équivalences est vide

q
Posons M = |J Kj; alors Card (MUL)=q(p—1)+q(p—1)+1=2n—-2¢+1>n, ce
j=1

qui est impossible parce que nous devons avoir Card (M UL) < Card G =n

Si z est d’ordre g, la classe de K, modulo la relation d’équivalence C, contient p sous-groupes
Ki,--- K, avec K1 = K

Pour 1 < i < petl < j < g, nous avons K; # H;, car I'intersection des classes
d’équivalences est vide

P
Posons M = |J Kj; alors Card (MUL)=p(g—1)+q(p—1)+1=2n—-2p+1>n,ce
j=1

qui est impossible parce que nous devons avoir Card (M UL) < Card G =n
L’hypothese ou K n’est pas distingué est donc contradictoire.

Le sous-groupe K est donc distingué en G

Ainsi G contient au moins un sous-groupe distingué

OUF!!

NOUS VENONS DE MONTRER :

Tout groupe fini G d'ordre pq ot p et g sont des nombres premiers possede au moins un sous-groupe distingé

non trivial
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