Chapitre 10 Compléments sur les groupes 10.5 Relations d’équivalence

10.5 Relation d’équivalence modulo un sous-groupe

DANS CETTE SECTION, NOUS REPRENONS ET APPROFONDISSONS DES NOTIONS VUES EN Lj; NOUS
ALLONS COMMENCER PAR TRAVAILLER UN EXEMPLE : LES SOUS-GROUPES DE Z

Etude des sous-groupes de 7Z
On sait que (Z, +) est un groupe additif. L’objet de ce qui suit est de s’intéresser aux sous groupes de Z

10.5.1 Définition

Soit m € Z. L'ensemble des multiples de m est défini par :

mZ = {u € Z tel qu'il existe k € Z tel que u = mk}

Remarque 15 :

1. Nous avons, de maniere évidente mZ = —mZ. Nous allons donc, désormais, ne considérer que des
ensembles du type mZ avec m € N

2. Pour b € Z, on définit ’ensemble mZ + b par :

mZ+ b= {u € Z tel qu'il existe k € Z tel que u = mk + b}

Exercice 12 :

Confirmez ou infirmez les égalités suivantes :
1. 3Z+2=3Z 3. BZ + 25 =5Z
2. 2Z+4 =27 4. T2+ T2 ="TZ

10.5.2 Théoreme

Les sous groupes de (Z, +) sont tous de la forme aZ avec a € N
Les seuls sous groupes de Z sont donc les ensembles de multiples

Démonstration

1. Soit a € N Montrons que aZ est un sous-groupe de (Z,+)

(a) Premierement, aZ # (), puisque 0 € aZ
(b) Soient x € aZ et y € aZ, alors, nous avons © = ak et y = ak’, avec k € Z et k' € Z Donc :

r—y=ak—ak' =alk—-k)

Ce qui montre que  — y est un multiple de a et que z — y € aZ
Nous en concluons que aZ est un sous groupe de (Z, +)

2. Réciproquement, soit H un sous-groupe de (Z,+)
Tout d’abord, 0 € H.

Soit a € H ; alors, de la structure de groupe de H, on déduit que —a € H. Soit donc a le plus
petit élément positif de H. Alors, tout multiple de a est dans H.

Soit k € H. Effectuons la division euclidienne de k par a :
k=qa+ravec0<r<a

Or, r = k — qa est dans H, ce qui contredit le fait que si r # 0, a soit le plus petit élément positif
de H;doncr=0et k=gqa
H est donc 'ensemble des multiples de a
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10.5.3 Proposition

La relation = définie dans Z par
r=yh|l<<=xr—yen’

est une relation d’équivalence.
C'est la relation de congruence modulo n
Cette relation est compatible avec I'addition dans Z, c’est a dire :

VzeZ)(x=yn] =x+2=y+2[n|)

Démonstration

La démonstration est évidente

Remarque 16 :

x=y[n] < x—y € nZ, c’est a dire qu’il existe g € Z tel que x —y = qn <= = = qn +y. On reconnait
1a, la division euclidienne dans Z On appelle Z nZ ’ensemble quotient donc n éléments. Donc :

Z/nl={nZ+0;nZ+1;...;nZ+(n—1)} = {O;i;...;(n— 1)}
Z,/nZ muni de I'addition est un groupe; c’est un groupe fini & n éléments.

Exemple 10 :

1. Etudions la congruence modulo 6, en faisant la table d’addition.

(£lo]if2]3]4]5]
oJo[i[2]3]4]5
iT[i[2]3]4[5]0
221345 ]0]1
33145012
Alal5]oli]2]3
55|01 [2]3]4

2. Il y a, dans Z 67, deux sous-groupes : {0,2,4} et {0,3}

Généralisation

10.5.4 Notations

Soit G un groupe (non forcément commutatif) et H C G un sous-ensemble de G. Dans cette section nous
noterons, pour x € G :

cH={2€Gtelquez=xyouye H} et Hr ={z € G tel que z=yx ol y € H}

Remarque 17 :

Que se passe-t-il dans (Z,+) ? En fait, si pZ est un sous-groupe de (Z, +) nous avons H se traduit par

x4+ pZ={z2€Ztelque z=x+pyouy <7}

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 328



Chapitre 10 Compléments sur les groupes 10.5 Relations d’équivalence

10.5.5 Définition

Soit GG un groupe et R une relation d’'équivalence sur G.

1. On dit que R est réguliere a gauche si

(Vz € G) (Vy € Q) (Vz € G) ((xRy) = (z2NR2zy))
2. On dit que R est réguliere a droite si
(Vz € G) (Vy € G) (Vz € G) ((xRy) = (x2NRyz))

R est dite réguliere si elle est a la fois réguliere a droite et réguliere a gauche

10.5.6 Proposition

Soit GG un groupe d'élément neutre e et R une relation d'équivalence réguliere a gauche sur G
Alors é est un sous groupe de G

Démonstration

1. Tout d’abord, ¢é # () puisque e € ¢é

2. Soit y € é. Alors, nous avons yRe
De la régularité a gauche de SR, nous avons yRe = y 'yRy~
y~teeé.
Ainsi, siy € é, alors y ! € ¢

le, c’est & dire y~'9Re et donc

3. Soient x € é et y € ¢é; alors, nous avons xfRe et yRe
De la régularité & gauche de R, nous avons yDe = y~ xRy le, c’est a dire y~'zRy . Comme
y~1 € ¢, c’est & dire y~'MRe, par transitivité de la relation d’équivalence R, nous avons y~'zRe,
cest adire y lz cé

-1

Donc € est un sous groupe de G

Remarque 18 :

De la méme maniére, si R une relation d’équivalence réguliere a droite sur G, € est un sous groupe de
G. (Démonstration sans difficulté)

10.5.7 Proposition

Soit G un groupe et H C G, un sous-groupe de G.
Soit fR la relation ainsi définie :

(Vz € G) (Vy € G) (zRy) — (x_ly €H)

Alors, R est une relation d'équivalence

Démonstration

1. Réflexivité
Soit € G ; alors z2~! = e € G et donc 2Rz
2. Symétrie
Soient « € G et y € G tels que zRy.
Alors, par la définition de R, z—'y € H. H étant un sous groupe de G, alors I'inverse de ™'y est
aussi dans H, et donc nous avons :

1

TRy <=z ly € H < (xfly)_1 €cH+=y s e H= yRz

Et donc, fR est symétrique
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3. Transitivité

Soient « € G, y € G et z € G tels que 2Ry et yRz. Alors :

— 2Ry est équivalent & ™1y € H

— yNRz est bquivalent & y~lz € H

H étant un sous-groupe, le produit de 2 éléments de H est encore un élément de H, et donc
(z71y) (y~'z) € H; c’est & dire 2712z € H, et donc, nous avons z9Rz.

La relation R est donc transitive

En conclusion, la relation SR est bien une relation d’équivalence.

Remarque 19 :

La définition de la relation définie en est équivalente & (zRy) <= (y~'a € H), puisque y~ 'z est
l'inverse de 7'y et que H est un sous-groupe de G.

Exemple 11 :

Le premier exemple de telle relation est la relation d’équivalence dans Z liée a la congruence modulo n :

r=y [nl<=z—-yenZ

10.5.8 Proposition

Soit G un groupe et H C (G, un sous-groupe de G. Soit R la relation définie en
Alors fR est réguliere a gauche

Démonstration

Soient © € G et y € G tels que Ry ; alors 7'y € H

Soit z € G; alors 7'y =z~ 127 2y et donc 2712 2y € H. Comme 2~
(zx)_l zy € H, c’est a dire zzRzy

R est donc réguliere a gauche

_ —1
1271 = (22)" ", nous avons alors

Remarque 20 :

Soit G un groupe et H C G sous-groupe de G ; on définit la relation & par :
(Vz € G) (Vy € G) (26y) < (zy~' € H)

Alors, G est aussi une relation d’équivalence, mais réguliere a droite.

10.5.9 Proposition

Soit GG un groupe et H C (G, un sous-groupe de G. Soit R la relation définie en [10.5.7
Alors H est la classe d'équivalence de I'élément neutre e

Démonstration

— Soit é 1a classe de e et « € é. Alors, efRx, c’est & dire e 'z € H; comme e 'z = z, nous avons

x € H ; nous en déduisons ¢ C H
— Soit x € H; alors, comme H est un sous groupe, x~' € H; comme z~! = x~'e, nous avons
z7le € H et donc xRe et donc = € ¢; nous en déduisons H C é
En conclusion, H = é

1

Remarque 21 :

On démontrerait de méme, que dans la relation d’équivalence &, H est aussi la classe d’équivalence de
I’élément neutre e
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10.5.10 Proposition

Soit G un groupe et H C G, un sous-groupe de G. Soit R la relation définie en
Alors la classe d'équivalence de y € G est yH

Démonstration

Soit ¢ la classe de y.

1 1

1. Soit = € y; alors xRy et donc y~ 'z € H, c’est a dire qu'il existe z € H tel que y~ "« = z et donc
yy 'z = yz , c’est & dire x = yz et donc = € yH
Nous avons donc y C yH

2. Soit uw € H ; alors ufRe et donc, par régularité a gauche de R, nous avons yuRy ; et donc yu € y;
c’est a dire yH C g

Nous avons donc y = yH

Remarque 22 :

1. Pour & la relation d’équivalence, il est facile de démontrer que la classe d’équivalence de y € G
est Hy

2. 11 est évident que le plus souvent, les ensembles yH ou Hy ne sont pas des sous-groupes

3. = Ily a une correspondance biunivoque entre les sous-groupes H C G et les relations d’équivalence
réguliere a gauche.
= De méme, il y a une correspondance biunivoque entre les sous-groupes H C G et les relations
d’équivalence réguliere a droite.
= En définitive, a tout sous-groupe H, est attaché une relation d’équivalence réguliere a gauche,
et une relation d’équivalence réguliere a droite. Elles sont, en général, différentes si G n’est pas
abélien

10.5.11 Proposition

Soient G un groupe et H C G, un sous-groupe de G
Alors, il existe une bijection de I'ensemble des classes a droite modulo H sur I'ensemble des classes a gauche
modulo H, et donc, si G est un groupe d'ordre fini :

Card G/6 = Card G/®

Démonstration

Soit ¢ : G/ — G /G définie par

{ v:G/R — G/6
rtH +— ¢(zH)=Hz !
1. ¢ est injective
Supposons que ¢ (zH) = ¢ (yH), c’est a dire Hx—! = Hy~!; il faut montrer que *H = yH
Si Hx~ ' = Hy™ !, alors 7 'Sy~ ! et donc, 27! (y‘l)f1 € H, c’est & dire 7'y € H.
Nous avons donc 2Ry et donc *H = yH
2. @ est surjective
Soit Hy € G/G ; alors, y~ ' H est tel que ¢ (y’lH) =Hy
@ est donc surjective

 étant injective et surjective, est donc bijective.
Si G est fini, G/G et G/ sont des ensembles finis qui sont en bijection et qui ont donc le méme nombre
d’éléments, c’est & dire Card G/& = Card G/R
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10.5.12 Définition

Soit G un groupe fini et H C G un sous groupe de G.

Le nombre de classes d'équivalence modulo H (c'est a dire Card G/R = Card G/&) s'appelle indice de H
en G

Onlenote: i (H) =[G : H|

10.5.13 Théoreme de Lagrange

1. L'ordre d'un groupe est le nombre d'éléments de ce groupe (cf 10.8.1)

2. Soit G un groupe d'ordre fini et H C G un sous-groupe de G
Alors, I'ordre du sous-groupe divise |'ordre du groupe

Démonstration

Soit R la relation d’équivalence modulo H et G/ I'ensemble des classes d’équivalence.

. G/ est un ensemble fini; soit ¢ = [G : H| son cardinal (¢’est lindice de H en G)

. G/ forme une partition de G

. Chaque élément de G/ est de type zH, avec x € G et est un ensemble de méme cardinal que H
. Donc, si G/R = {x1H,--- ,x;H}, nous avons :

=W N =

G = kaHet sik# K o HNz) H =10
k=1

Donc, card G = i x Card H
L’ordre de H divise donc 'ordre de G

Remarque 23 :

1. Nous avons donc : Card G = [G : H] x Card H

2. On dit souvent, pour les groupes finis :

L’ordre d’un sous-groupe divise ’ordre du groupe

Exercice 13 :

Soient H et K deux sous-groupes finis d’'un groupe G d’élément neutre e. Si H et K sont d’ordres
premiers entre eux, montrer que H N K = {e}.

10.5.14 Applications du théoreme de Lagrange

Soit G un groupe fini.
1. Soient S C G et T' C G, 2 sous groupes de G tels que S C T'. Alors :

[G:S)=[G:T]x[T:5]

2. Soient H C G et K C G, 2 sous-groupes de G. Alors :

Card H x Card K
Card HN K

Ou KH ={g € G tel qu'il existe h € H et k € K tels que g = hk}

Card KH =
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Démonstration

Ces applications peuvent étre considérées comme des exercices résolus
1. Montrons le premier point
En utilisant le théoreme de Lagrange, nous avons :
* Card T = Card S x [T : 5]
* Card G =Card T x [G : T
*x Card G = Card S x [G : 5]

Ce qui nous donne :

Card S x [G:S]=Card T x [G:T]=Card S x [T : S] x [G : T]

On peut alors simplifier par Card S, qui est non nul, et nous obtenons : [G : S] = [T : S] x [G : T
Ce que nous voulions
Card H x Card K
Card HN K
(a) G étant fini, il en est de méme de H, de K et de H N K. Comme (H N K) C K, considérons
les classes d’équivalence a gauche modulo H N K :

2. Montrons que Card KH =

kl(HﬁK),kQ(HﬁK),--- ,k‘n(HﬂK)

oun=[KNK: H], et nous avons Card K = Card (HNK) x [K NK : H]
(b) Nous allons montrer que les ensembles k1 H, ko H, - -« , k, H forme une partition de KH
Si nous montrons cela, alors Card KH = nx Card H = [K N K : H] x Card H. Comme

Card K
KNK:H=—+———
KN } Card (HNK)

, ous avons :

Card K Card KCard H
KH=[KNK:H H=—"""" H= "
Card [K N ] x Card Card (H N K) x Card Card (H N K)

Ce que nous voulons.

n
i. Montrons que |J k;H = KH
j=1

— Soitue | k;jH
j=1
Alors, il existe j € {1,...,n} tel que u € k;H ; il existe donc z € H tel que u = k;z.

Donc v € KH, et donc |J k;H C KH
j=1

— Réciproquement, soit ¢ € KH ; alors, il existe K € K et h € H tels que g = kh.
Comme les ki (HNK) ko (HNK), -+ ,ky, (HNK) forment une partition de K, il
existe j € {1,...,n} tel que k = kjA ou A € HN K, et donc g = k; x A x h. Comme
Ah € H, nous avons g € k;H et donc g € |J k;H, et ainsi, nous avons KH C k;H

Jj=1 j=1

Nous en déduisons que O kiH=KH
j=1

ii. Démontrons, maintenant que si ¢ # j, alors k;,H Nk; H = ()
Soit z € k;H Nk;jH. Il existe alors hy € H et hy € H tels que z = k;hy = kjhy. Or :

kihy = k;hy <= (k;) " ki = ho (hy) ™"

Nous avons alors (kj)fl k; € KN H, ce qui qous-entend, que, dans la relation d’équivalence
définie dans le groupe K, modulo H N K, nous avons k;Rk;, c’est a dire k; (HNK) =
k; (HN K), ce qui est contradictoire.
Donc k;H Nk;H =0

Donc, la famille d’ensembles k1 H, ko H, - - - |k, H forme une partition de K H

Card H x Card K
Card HN K

Et donc, Card KH =
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Remarque 24 :

1. Attention!! Si H C G et K C G, KH ou HK ne sont pas forcément des sous-groupes de G
Card H x Card K
Card HN K

2. Nous pourrions démontrer, de la méme maniere que Card HK =

Exercice 14 :
GL,, (R) est 'ensemble des matrices inversibles de dimension n et & coefficients réels. GL;" (R) est le
sous groupe des matrices de déterminants strictement positifs. Montrer que GL;" (R) est d’indice 2 dans
GL, (R)
Exercice 15 :

a
Soit n € N* et on appelle F,, = {q =—ouac Z}

n

1. Démontrer que F,, est un sous-groupe de (Q,+) contenant Z
2. Quel est l'indice [F), : Z] de Z dans F,

Exercice 16 :

1. (27Z,4+) est un sous-groupe du groupe additif (R,+). On consideére la relation d’équivalence
modulo 277, vraie pour tout x € R et tout y € R :

TRy<=zc—ye2rl<—z=y+kx2roukeZ

L’ensemble des classes d’équivalence R/277Z est 'intervalle [0; 27[
La relation d’équivalence xRy s’écrit de préférence z =y mod 27
On appelle U 'ensemble des nombres complexes de module 1, c’est a dire :

U = {z € C tels que |z] =1}

(U, x) est un sous-groupe multiplicatif de (C*, x)
Il faut montrer que (R/27Z, +) et (U, x) sont isomorphes

2. (Z,+) est un sous-groupe du groupe additif (R, 4). On considére la relation d’équivalence modulo
Z, vraie pour tout x € R et tout y € R :

TRy<—=xr—ycel<—=x=yt+koukeci

L’ensemble des classes d’équivalence R/Z est U'intervalle [0; 1]
Il faut montrer que (R/27Z, +) et (R/Z,+) sont isomorphes
3. Montrer que (R/Z,+) et (U, x) sont isomorphes

Exercice 17 :

Pour reprendre les notations habituelles, nous avons, dans cet exercice, pour tout groupe multiplicatif
(G, x) et tout a € G :
aG = {y € G tel qu'il existe g € G tel que y = ag}

Avons nous (2 (Z/12Z) ,+) isomorphe a (Z/6Z,+)?

Exercice 18 :

On considere SLs (R) le sous-groupe de GLy (R) formé des matrices de déterminant +1
On considere les sous-groupes H et K de SLs (R) engendrés respectivement par

o) e G

Déterminer les éléments des espaces quotients SLy (R) /H et SLa (R) /K
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