Chapitre 10 Compléments sur les groupes 10.8 Groupes cycliques, Groupes monogéne

10.8 Groupes cycliques, Groupes monogene

10.8.1 Ordre d’un groupe, Ordre d’un élément

Soit GG un groupe d'élément neutre e
1. L'ordre du groupe G est le nombre d’'éléments de ce groupe (cf[10.8.1)

2. L'ordre d'un élément = € G, est le plus petit entier n € N* tel que 2™ = e

10.8.2 Définition

Soit G un groupe

1. G est dit monogene s'il existe a € G tel que, pour tout x € G, il existe n € Z tel que =z = a™

2. (G est dit cyclique s'il est monogene et d'ordre fini

Remarque 28 :

Un groupe monogene G est un groupe engendré par un seul élément a € G. Nous avons : G =
{z tel que z = a™ avec n € Z}

10.8.3 Proposition

’ Tout groupe monogene est abélien

Démonstration

Soit G = {z tel quex = a™ avec n € Z} un groupe monogene, z € G et y € G.
Alors, zy = a"™ X aP = a"P = aPT" = qaP x a" = yx
G est bien abélien

Remarque 29 :

Tout groupe cyclique est aussi abélien; la réciproque est évidemment fausse

Exemple 14 :

1. Z muni de 'addition est un groupe monogene de générateur 1 ou —1

2. Pour n € N et n > 2, Z/nZ muni de I'addition est un groupe cyclique d’ordre n et de générateur
1

3. Toujours pour n € N et n > 2, U,, I’ensemble des racines n-iemes de 1 muni de la multiplication
est un groupe cyclique d’ordre n; rappel : U, = {e% avec k € Z} et le générateur est donc

2im

Wy =€ n

10.8.4 Théoreme

Soit GG un groupe et a € G un élément de GG d'ordre m.
On appelle (a) = {a™ ol n € Z} I'ensemble des puissances de a

1. (a) est un sous-groupe de G

2. Nous avons (a) = {e,a7a27 cee ,amfl}

3. Nous avons Card (a) = m, c'est a dire que pour 0 < i <met0<j<m,i#j=a'#a
4

. m, l'ordre de a divise I'ordre de G
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Démonstration

1. On montre que {(a) est un sous-groupe de G
— Tout d’abord (a) # 0 car a € (a) ou e = a° € (a)
— D’autre part, soient z € {(a) et y € (a).
Il existe p € Z et q € Z tels que = = aP et y = a?, et nous avons y ' = a9,
Donc, ry~! = a? x a=% = aP~? et donc, 2y~ ! € {(a)
Donc (a) est un sous-groupe de G

2. On démontre que (a) = {e,a,a?,---,a™ '}

On appelle A = {e, a,a,--- ,am 1}, et nous allons donc montrer que (a) = A
— Il est évident que, par construction, A C (a)
— Démontrons maintenant que (a) C A

Soit = € {(a). 1l existe alors p € Z tel que x = a?.

Effectuons la division euclidenne de p par m :

p=km+ravec0<r<m

k
Et donc, a? = a*™*" = a" x a"™ = a" x (a™)" =a" x e = a"
Et donc, x € A
En conclusion, (a) = {e,a,a?,--- ,a™ '}

3. On montre que Card {(a) =m

En fait, il faut montrer que pour tout 0 <i < m et tout 0 < j <m, i # j => a’ # d’
Supposons le contraire, c’est a dire qu’il existe 0 < i < m et 0 < j < m avec i # j (supposons
i < j) tels que a* = a’.
Alors, ¢’ " =ede0<i<met0<j<metj>i, nous avons 1 < j —i < m. Ce qui contredit
la définition de m comme étant le plus petit entier tel que a™ =1
Il y a donc une contradiction et on en déduit que pour tout 0 < i < m et tout 0 < j < m,
i#j=>a'#a’, c’est & dire Card (a) =m

4. C’est une simple application du théoréme de Lagrange (cf 10.5.153)

Remarque 30 :

Soit G un groupe; le théoreme [10.8.4] précise que 'ordre d’un élément a € G est 'ordre du sous-groupe
(a) C G généré par a.

10.8.5 Corollaire

1. Soit G un groupe d'ordre n ; alors, pour tout z € G, 2™ = e

2. Tout groupe G d'ordre un nombre premier est cyclique. Il est engendré par I'un quelconque de ses
éléments distincts de e

3. Soit G un groupe fini et a € G. Soit m |'ordre de a. Alors, pour tout k£ € N,

a® = e < m divise k

Démonstration

1. On montre que si G est un groupe d’ordre n, alors, pour tout € G, ™ = e

Soit « € G, et on considére le sous-groupe ( {xk ke N}
Comme (x) C G, () est forcément d’ordre ﬁnl et d’ordre m, tel que 2™ = e.
Alors m divise n, ce qui veut dire qu’il existe k € N tel que n = km. Alors :

Ce que nous voulions
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2. Tout groupe G d’ordre premier est cyclique

Soit G un groupe d’ordre p ol p est un nombre premier. Soit « € G tel que = # e et on considere
(z) = {z*;k € N}.

L’une des premieres choses que nous pouvons voir est que Card (x) > 2. Soit m l'ordre de z, c’est
a dire Card (x) =m

Alors, m divise p; or, les seuls diviseurs entiers positifs de p sont 1 et p. Comme m # 1, m = p et
G = (z)

G est bien cyclique

3. Montrons que a* = e <= m divise k

Soit a € G, d’ordre m, c’est a dire tel que a™ =€
— Commencons par le plus facile!! Supposons que m divise k, c’est & dire qu’il existe ¢ € N tel
que k = gm. Donc

b =atm = (@™ =el=¢

— Réciproquement, soit k € N tel que a* = e.

Faisons la division euclidienne de k par m : k = gm + r avec 0 < r < m.
Et donc, a* = a?t" = qi™ x " = (@™)?xa"=exa"=a" =e;comme 0 <r<m,r=0
et donc, k = gm, c’est a dire que k divise m.

Exercice 29 :

1. Soit G un groupe commutatif.
Pour r € N, on note :

H, = {z € G tels que 2" = e} = {z € G tels que ordre (z) divise r}

Il faut montrer que H, est un sous-groupe de G

2. Soit G un groupe commutatif d’ordre n. On appelle R la relation :
(Vz € G) (Vy € G) (xRy <= x et y ont le méme ordre)

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence

(b) On appelle ¥ (d) le nombre d’éléments d’ordre d de G. Montrer qu’alors on a :

n=> v(d

10.8.6 Définition et théoreme

Soit G un groupe quelconque et u € G
1. Si (Vh € Z) (Vk € Z) (h # k = u"" # u¥), Alors, u est dit d’ordre infini
2. Tout groupe monogene infini G est isomorphe a (Z, +)

3. Plus généralement, si G est un groupe et g € G un élément d'ordre infini, alors le morphisme
U, :Z — G tel que ¥, (1) = g est un monomorphisme, dont I'image est le sous-groupe cyclique
engendré par g

Démonstration

Soit G un groupe monogene infini engendré par g, et doit ¥, ainsi défini :

{\PQ:Z — G
n — ¥y(n)=g"

1. Alors ¥, est injective

En effet, si ¥, (m) = ¥, (n), nous avons g™ = g™, ce qui est équivalent & ¢~ " = e, c’est a dire,
comme G est monogene infini, m —n=0<=m=n

¥, est donc injective
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2. ¥, est surjective
Soit x € G; alors, il existe k € Z tel que z = g et alors ¥, (k) = g*, et ¥, est donc surjective

W, est donc bijective, et dans le cas des groupes monogenes infini, ¥, est donc un isomorphisme

10.8.7 Définition et théoreme

1. S'il existe un entier m strictement positif, (m € N*), tel que ©"™ = e, en considérant le plus petit
entier positif n tel que u™ = e, alors, on dit que u est d'ordre n
2. Tout groupe cyclique d'ordre n € N* est isomorphe a (Z/nZ,+)

3. Plus généralement, si G est un groupe et g € G un élément d’ordre infini, alors le morphisme W, :
7 — G tel que ¥, (1) = g est un monomorphisme, dont I'image est le sous-groupe cyclique engendré
par g

Démonstration

On suppose G cyclique d’ordre n de générateur g; alors g" = e. Soit W, ainsi défini :
{ Ve:Z — G
n +— VYy(n)=g"

Nous allons démontrer que le noyau de ¥, est ker ¥, = nZ, et alors, d’apres le théoreme d’isomorphisme
10.7.5 et le paragraphe 10.7.6 nous avons alors Z/ ker ¢ = Z/nZ isomorphe & ¥, (Z) = G
1. On montre que ker ¥, C nZ

Soit p € ker W, ; alors ¥, (p) = gP = e; donc, d’apres les résultats précédents n divise p et donc il
existe ¢ € Z tel que p = gn; c’est a dire p € nZ. Nous avons donc ker ¥, C nZ

2. Réciproquement, soit p € nZ; alors, p peut s’écrire p = kn, et donc
Uy (p) = Wy (kn) = g = (¢") =" =¢

et donc p € ker ¥,.
Nous avons donc nZ C ker ¥,

Nous avons donc ker ¥, = nZ et donc Z/nZ est isomorphe & G

Remarque 31 :
Ce résultats permet aussi de préciser lorsque 2 puissances d’un élément g d’ordre n sont égales :

g =g" = k=mn]

10.8.8 Proposition

Soit C' un groupe cyclique de générateur ¢ € C. Soit G un groupe quelconque et ¥ : C' — G un
homomorphisme surjectif. Alors
G est un groupe cyclique et I'ordre de G est un diviseur de I'ordre de C

Démonstration

Soit C' un groupe cyclique de générateur ¢ € C', G un groupe quelconque et ¥ : ¢ — G un homorphisme
surjectif.

Alors, soit y € G; il existe x € C tel que ¥ (z) = y et, il existe k € Z tel que z = c¥, et donc :

y="U(z) =W (") = (¥ ()"

Ce qui montre que tout élément y € G peut s’écrire comme puissance d’un élément ¥ (c). G est donc
cyclique de générateur ¥ (c)

D’autre part, si n est Pordre de C, nous avons ¢ = e, ¥ (c") = (¥ (c))" = (e)" = e, de telle sorte que
Pordre de G divise n, 'ordre de C.
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10.8.9 Corollaire

L'image, par un morphisme de groupe, d'un groupe cyclique est un groupe cyclique

Démonstration

Soit G un groupe cyclique de générateur g, H un groupe quelconque et ¢ : G — H un homomorphisme
de groupe.
Soit y € Imp = ¢ (G). il existe donc © € G tel que ¢ (z) = y et il existe aussi p € Z tel que x = ¢P, et

des lors :
p

y=e()=¢(g") =(e(9)
Ainsi Imp = ¢ (G) est un sous-groupe cyclique de H de générateur ¢ (g)

10.8.10 Théoréme

Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique

Démonstration

Soit G un groupe cyclique.

Nous allons envisager 2 cas :
* G est un groupe cyclique d’ordre infini
* G est un groupe d’ordre fini n

1. Supposons G groupe cyclique d’ordre infini
Clest & dire G = {¢" oun € Z}.
Nous allons montrer que les ensembles du type C,, = {q”k ou ke Z} sont les seuls sous-groupes
de G. La démonstration est tout a fait semblable a celle de 10.5.2
= Premiérement, il est clair que les ensembles du type C, sont des sous groupes
En effet, C,, # () puisque ¢"*° = ¢° = ¢ est un élément de C,
Puis, si ¢ € Cp, y € C,,, avons nous zy~ ' € C, ?

N —1 , ’
Or, zy~! = ¢"* x (q"k ) =g x g = q”(k_k ) et, comme k — k' € Z, nous avons bien

q"(kfk') € Cp, et donc zy~! € C,.
Ce qui montre que C,, est un sous- groupe de G
= Réciproquement, soit S un sous-groupe de G ; montrons qu’il est du type C,
Soit x € S; alors, x est du type ¢P avec p € Z
Soit n le plus petit entier positif tel que ¢ € S et effectuons la division euclidienne de p par
n:

p=an+bavec0<b<n—-1

Alors,

qp — qan+b — qan % qb . qb _ q—an % qp

Comme ¢" € S, il en est de méme de ¢* et de ¢~ " qui est son inverse. Donc ¢° € S, ce qui
est en contradiction avec le fait que n est le plus petit entier tel que ¢™ € S, sauf si b = 0. On

en conclue donc que p = an. Ainsi, S = {¢"* ou a € Z}. S est donc du type C,

2. Supposons G groupe cyclique d’ordre fini n

Soit ¢ le générateur d’ordre n de G.
Nous allons démontrer que tous les sous-groupes S C G, sont du type :

S = {ckj ou k est un diviseur de n tel que n = mk et 0 < j gm—l}

= Les ensembles du type S sont des sous-groupes de G

* En premier lieu, S # 0, car (ck)o = (ck)m_ =e, et don_c eesS ' _ .
* Ensuite, siy € Set x € S, alors x = (ck)J ety = (ck)l, donc zy = (ck)j X (ck)z = (ck)zﬂ
et donc, zy € S
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x Soit y € §; alors y = ¢/ et I'inverse de y est donc y~! = (ckj)fl =c k= (ck)mﬂ. Donc
ytesS
S est donc un sous groupe de G, d’ordre m ou m divise n.
= Réciproquement, soit H un sous-groupe de G
Alors, tous les éléments de H sont du type cP. Soit k le plus petit entier positif 0 < k< n—1
tel que c* € H, et divisons n par k.

n=ak+ravec0<r<k-—1

ak+r ak+r

Et donc, comme ¢ = e, nous avons ¢ =e.0r, ¢ = ¢% x ¢". Comme ¢®F = (ck)a, nous
avons ¢®* € H. et donc, par composition interne, ¢" € H, ce qui contredit, sauf pour r = 0, le
fait que k soit le plus petit entier tel que c* € H. Donc, r = 0 et le sous groupe H est du type
S = {ckj ou k est un diviseur de n tel que n =mk et 0 < j < m — 1}

Remarque 32 :
1. On peut appliquer la démonstration du point 1 au groupe additif (Z, +) qui est aussi un groupe
cyclique : les seuls sous-groupes de (Z, +) sont donc du type : C,, = {nk ou k € Z} = nZ.
On retrouve donc le résultats sur les seuls sous groupes de Z qui sont les multiples d’un entier
positif n > 1

2. Dans le groupe additif Z/6Z qui est un groupe cyclique de générateur 1, les groupes sont engendrés
par les diviseurs de 6. On retrouve donc comme sous-groupe :

« Hy = {0,2,1) x Hy = {0,3)

Exercice 30 :

Soit G un groupe cyclique d’ordre n, de générateur g € GG et d’élément neutre e € G.
n

~ pged (n, k)

2. En déduire que si k et n sont premiers entre eux, alors <gk> =G

1. Montrer que, pour tout k£ € N, nous avons Card <gk>
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