Chapitre 3

Notions sur les fonctions a valeurs
complexes

VOLONTAIREMENT, CE CHAPITRE N’EST QU’UNE INTRODUCTION AUX FONCTIONS COMPLEXES. NOUS
FAISONS D’UNE PART, UNE SYNTHESE DES FONCTIONS DE R DANS C ET DE L’AUTRE UN EXPOSE DES
DEFINITIONS DE BASE; NOUS N’ETUDIERONS PAS, EN PARTICULIER, L INTEGRATION DES FONCTIONS
DE VARIABLE COMPLEXE.

3.1 Rappels sur les fonctions de R dans C

Ce paragraphe est une synthese de ce qui a été déja vu dans différents chapitres précédents. Il y aura
donc peu de démonstrations

On met en évidence que l’étude des fonctions de R dans C, en se concentrant sur les parties réelles
et imaginaires et en prenant néanmoins quelques précautions élémentaires, se réduisent a l’étude des
fonctions de R dans R

3.1.1 Définition

Une fonction complexe d'une variable réelle est une application d'un sous ensemble D C R dans C qui, a un
nombre = € D fait correspondre F () € C

L'ensemble Dy est appelé ensemble de définition de F'

Remarque 1 :

1. Si D C R est un sous-ensemble de R alors F' : D — C est une application, a tout z € D fait
correspondre un nombre complexe F' (z) = f (z) +ig (x).
Nous avons, en fait, f (x) = Re (F (z)) et g (z) = Im (F (x)).
f et g sont des fonctions réelles d’une variable réelle définies sur I’ensemble D. Nous avons donc
f:D—Retg:D—R

2. Réciproquement, la donnée de 2 applications f : D — R et g : D — R définit une application
F : D — C. C’est 'application

{F:D — C
z — F(x)=f(z)+ig(z)

3. Si F': D — C est l'application définie par F'(z) = f (z) + ig (z), 'application conjuguée de F
est lapplication F' définie par F' (z) = f (z) — ig (x), c’est & dire que F' (z) = F (z)
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Chapitre 3 Fonctions & valeurs complexes 3.1 Fonctions de R dans C

4. La topologie de C est la topologie induite par celle du module d’'un nombre complexe, comme
celle de R est induite par la valeur absolue d’'un nombre réel

3.1.2 Définition de la limite

Soit F': R — C une fonction complexe d'une variable réelle.
Soit ¢ € R, et on suppose que I est définie dans un voisinage de z, sauf, peut-&tre en z.
On dit que la fonction F': R — C admet une limite L € C en zq si :

(Ve > 0) (3ne) (|& — zo| <nme = [F () — L] <)

On écrit alors lim F (z) =L

Tr—x0

3.1.3 Proposition

Soit F': R — C une fonction complexe d'une variable réelle.

Pour tout « € Dp, nous écrivons F' (v) = f (z) +ig ()

Soit x¢ € R, et on suppose que I est définie dans un voisinage de z, sauf, peut-&tre en z.
La fonction F': R — C admet une limite L = A +iB € C en x( si et seulement si

lim f(z) = lim Re(F (z)) = A=Re(L) et lim g(x)= lim Im(F (z)) =B =1Im(L)

T—rTo Tr—rTo Tr—To T—rTo

Démonstration

La démonstration a déja été faite en L; et réside surtout dans le fait que |f (z) — A| < |F (z) — L] et
lg (z) = Bl < |F (x) — L|

3.1.4 Proposition

Soient F': R — C et G : R — C 2 fonctions complexes d'une variable réelle.
Soit xg € R, et nous supposons que F' et G sont définies dans un voisinage de xg, sauf, peut-étre en xg.
Nous supposons que lim F'(x) = L; et lim G (z) = Lo. Alors :

Tr—rT0o xr—rxo

1. La limite de la somme est la somme des limites, c’est a dire :

lim (F(z)+G(x)) = lim F(z)+ lim G(z) =Ly + Lo

T—rT0 T—xTo T—To
2. La limite du produit est le produit des limites, c'est a dire :

lim (F(z) x G(x)) = lim F(z)x lim G(z)= Ly x Lo

T—rIo T—rT0 T—rIT0

3. Si Ly # 0, la limite du quotient est le quotient des limites, c'est a dire :

lim < m)) = xlgg"F(x) _ L
T—T0 G(l’) o lim G(.L) o L2
Tr—rT0o

Démonstration

Nous n'utiliserons ici que les théorémes des fonctions numériques d’une variable réelle a valeurs dans R
Nous appelons, pour tout € R, F (z) = f (z) +ig (z) et G (z) = h(z) + ik (z).
Nous écrivons L1 = A1 +iBy et Ly = Ay + 1By
1. La somme
Nous avons F (x) + G (x) = (f () + h(z)) +i(g (z) + k (x))
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Comme lim (f(z)+h(x)) = A1+ Az et lim (g(x)+ k(z)) = By + Ba, il est clair que

T—rTo r—rxo

2. Le produit
Regardons, maintenant F (z) x G (z) = (f (z) +ig (z)) x (h(z) + ik (z))
F(2) x G () = (f (@) h () — g (x) k() + i (f (x) k (2) + g (2) h (2))

Nous avons :

lim (f(z)k(z)+g(x)h(x))= A1Bs+ B1A,
Donc lim F (1‘) x G (1‘) = (AlAQ — BlBg)—‘ri (AlBQ + BlAQ) = (Al + ZBl) (A2 + ’LBQ) = L1 XLQ

Tr—rTo

3. Le quotient

{ lim (f(x)h(z)—g(x)k(z))= A1As — B1By

Si Ly # 0, alors |La| > 0 et Zgi; = {ng _T_z ;; Nous avons alors :
F@) _ f@)+igl)
_ (@) +ig () (h(x) —ik(z))
h(x) + ik () (h (z) — ik (x))
_ gf (m%h(m) +9§$)k($)) +ilg (@) h(z) - f(2)k(2))
(h (2))* + (k (x))*
(f(@)h(x)+g@) k(@)  (g9(x)h f

Nous avons

lim (f () h(z) + g (x) k (2)) _ A1As + B1 By
T—xTo (h (:L’))2 + (k (CC))Q A% n B%
E
t lim (9 (@) h(z) — f(x) k(2)) _ B1A; — A1 By
w=zo  (h(z))® + (k (z))” A2+ B2

C’est a dire que
F(z) A1As + BiBy BiAy — A1Bs

1t R L Ry - B
. A1A2+B1.BQ+’Z:(31A27A132) . Ll X LQ
q A3 + B3 |Lef
_ L1 X L2 o L1
4 Ly x Ly B fz

Ce que nous voulions

Exemple 1 :
1. Supposons que IILII;O F (z) = L, que dire de IIHEUF (z)?
Nous appelons F (z) = f (z) +ig (z) et L =A+1iB.
D’aprés comme lim F (z) = L, nous avons lim f(x) = A et xlgr;ﬂ g(z) =B.

T—T0 T—To

Ce qui fait que lim (f () —ig(z)) = A—iBetdonc lim F(x)= lim F(z)=A—iB=1L
T—T0

T—xTQ T—To
La limite du conjugué de F est le conjugué de la limite

2. Supposons toujours que lim F (x) = L, que dire de lim |F (x)|?
T—r

o T—T0

De F(2) = f (z) +ig (2), nous tirons |F ()| = v/( () + (9 (2))"-
Classiquement, a:ll>na:1 \/(f ()% + (¢ (x))* = VAZ+ BZ = |L
Dong, si lim F (z) = L, alors xlgrxl |F (z)| = |L]|

Tr—To
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3.1.5 Définition de la continuité

Soit F': R — C une fonction complexe d'une variable réelle.
Soit zg € R, et on suppose que F' est définie dans un voisinage de x( et que F' (z() existe.

On dit que la fonction F': R — C est continue en x si et seulement si lim F (x) = F (x9)
T—x0

3.1.6 Proposition

Soit F' : R — C une fonction complexe d'une variable réelle.

Pour tout @ € D, nous écrivons F (z) = f (z) + ig ()

Soit zg € R, et on suppose que F' est définie dans un voisinage de x et que F' (x() existe.

La fonction F': R — C est continue en xg si et seulement si les fonctions f et g sont continues en x

3.1.7 Conséquences immédiates

Soient F': R — C et G : R — C 2 fonctions complexes d'une variable réelle continues en g € R. Alors :
1. La fonction I’ 4+ G est continue en zq
2. La fonction F' x G est continue en x

3. Pour tout A € C, la fonction AF est continue en x

F
4. Si G (zg) # 0, la fonction el est continue en xg

Démonstration

Ceci résulte bien entendu des résultats sur les limites vus en [3.1.4]

3.1.8 Dérivation

Soit F': R — C une fonction complexe d'une variable réelle de domaine de définition Dp.

. L. ) ... F(x)—F(x
On dit que F est dérivable en xg € Dp si et seulement si lim M
) T — xo

existe.

Nous notons F’ (z() cette dérivée

3.1.9 Proposition

Soit F' : R — C une fonction complexe d'une variable réelle de domaine de définition Dr. Nous notons

F(z) = f () +1ig ()
Alors F' est dérivable en g € Dy si et seulement si f et g sont dérivables en 4 et nous avons :

F' (wo) = f' (o) + ig’ (w0)

Démonstration
F - F
Ecrivons différemment le rapport M.
T — X
F(x) = F(xo) _ f(z)+ig(x) = (f(w0) +ig(20)) _ f(z) = f(20) , ,9(x) = g(xo)
T — X0 r — X r — X r — X
Ainsi, lim M existe si et seulement si lim M et lim M existent,

T—rxTo Tr — X T—rTo T — X Tr—x0 T — X
c’est & dire si et seulement si f/ (zg) et ¢’ (zo) existent.
Nous avons alors, dans ces cas F' (zg) = f' (o) + g’ (x0)
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Remarque 2 :

Les résultats relatifs aux opérations sur les fonctions dérivables (addition, multiplication, quotient) sont
les mémes que pour une fonction numérique d’une variable réelle

L. (F+G) =F +¢& 2. (FxG) =FG+GF 5 (F)’_F’G—G’F
¢/ @&

Exemple 2 :

Soit A € C et F (z) = . Calculons F’ (z).
On appelle A = a +if. Alors F (z) = e(@tF)* = 2% (cos Sz + isin Sz). Nous avons donc :

F'(z) = «ae® (cosfx +isinfx) + e*® (—fFsin Bz + i cos fx)
e*® (a (cos Bz + i sin Bz) 4+ (—fFsin Sz + i [ cos fx))
e [(av + iB) cos fx + i (a + i) sin Sz]

(o +i8) €** [cos Bz + i sin Sz

e x eiﬁx — )\eax+i[3x

= e

Et donc, (e’\x)/ = \e'\®

3.1.10 Intégration

Soit F' : R — C une fonction complexe d'une variable réelle de domaine de définition Dr. Nous notons
F(2) = f (z) +ig ()

Alors F est intégrable sur le segment [a;b] C Dr si et seulement si f et g sont intégrables sur le segment
[a;b] C Dp. S'il en est ainsi, nous poserons, par définition :

/abF(x) dx:/abf(x) dm—&-i/jg(:v) dz

Remarque 3 :

1. De la définition, nous déduisons immédiatement que :

(a) /ab(F(a:)JrG(x)) dx/abF(z) dx+/:G(z) dz

b b
(b) Pour tout A € C, nous avons / AF (z) dox = )\/ F (z) dz
a a

b b b
(¢) Nous vérifions aussi aisément que / F (z) dz :/ F(z)dx :/ F(r)dx

Pour démontrer ces résultats, il n’y a rien de difficile : il suffit d’écrire A = a4+ i et F (x) =

f(z) +ig (x) et d’utiliser les théoremes d’intégrations des fonctions numériques réelles d’une
variable réelle.

2. Nous devons aussi remarquer que, pour les parties réelles et imaginaires :

— Re </:F(:1:) dm) /abRe(F(x)) dz — Im (/:F(:c) da:) /abIm(F(:E)) dz

Exemple 3 :

> Il faut bien noter que, d’apres la définition [3.1.10} pour calculer 'intégrale d’une fonction F :
R — C il faut écrire cette fonction sous la forme F (z) = f (x) + ig (x)

dx
ix+1

b
> Calculons, par exemple /
a
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b b . boq
/ . dx _ / . (1 —1x) _ :/ (1 —ix) e
o 41 o (lz4+1)(1 —ix) W 1422

b b
1
= /ﬁdx—i/ %dx
o 1+ . o 1+
= [arctanm]l; ~3 [In (1+ wQ)]Z

1+b2>

i
= tan b — arct - -1 (,
(arctan b — arctan a) n{ 173

2

3.1.11 Proposition

Soit F' : R — C une fonction complexe d'une variable réelle de domaine de définition D intégrable sur Dp.
Alors :

/;F(g;) da <Lb|F(m)|dm

Démonstration

Ici, il faut bien remarquer que ce ne sont plus les valeurs absolues, mais des modules de nombres com-
plexes. Cette démonstration a déja été faite dans le cours de L,

/:F(x) dzx

/:F(ac) dz

b
2. Supposons, maintenant que / F(z)dz #0

b b
1. Supposons que / F(x) dz = 0, alors = 0, et comme / |F' ()] dz > 0, nous

avons donc

</ab|F<x>|dx

b b
= Soit 0 € [0; 27], alors e_m/ F(z)dz = / e " F (x) dz. En particulier, nous avons aussi :

Re <ei9 /:F(x) d:1:> = /: Re (e7"F (z)) dz

= Pour tout z € C, nous avons Re (e7"z) < |z

En effet, on peut écrire z sous forme trigonométrique : z = |z| e!®8% et donc
6492 _ efie ‘Z| ei argz __ efi(efarg z) |Z‘
Comme Re (e7"z) = |z|cos (6 — arg z), nous avons donc, puisque cos (6 — argz) < 1,
Re (e72) < |2
= Nous pouvons donc appliquer cette inégalité a Re (e_wF (x)) d’ou1 nous pouvons conclure
que Re (e7F (z)) < |F ()|
Comme nous avons affaire a des fonctions numériques d’une variable réelle, nous avons

b b
/ Re (e7™F (z)) d= </ |F (2)] dz
b

b
= Comme / F (z) dz # 0, nous pouvons écrire / F (z) dz comme un nombre complexe avec

/abF(x) dz

a a
un module et un argument.

b b
Si nous posons 0 = arg (/ F (z) da;), nous avons / F(z) dz =

ew/bF(x) der = /bF(z) dx‘

e et donc
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b
= De 13, nous déduisons que e~*? / F (z) dz est un nombre réel et que donc,
a

Re <e“’ /abF(x) dx) = /:F(x) dz

b b
= Nous avons démontré que Re (e‘i‘g/ F(x) dx) = / Re (e_igF (z)) da et ensuite que

b b
/ Re (e ™F (z)) dz < / |F' (2)] dz;, nous pouvons donc en déduire que

/abF(x)dx g/ab|F(x)|dx

Remarque 4 :

1. Au passage, nous avons démontré que, pour tout z € C et tout 6 € [0; 27[, nous avons Re (e z) <
|2].

2. Rappelons les inégalités vraies, pour tout z € C, |Re (2)| < |z]| et [Im (2)| < |2

3.1.12 Suites de fonctions complexes

Soit F I'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle a valeurs complexes et définies sur D C R
Une suite de ces fonctions est une application de I'ensemble N dans I'ensemble F :

{(Fn)neN:N — F

Ou, pour tout z € D, F, (z) = fn (x) +ign (x)

Remarque 5 :

Ainsi, la donnée d’une suite de fonctions d'une variable réelle a valeurs complexes (I, ),y équivaut a la
donnée de 2 suites (fn),cy €t (9n),cy de fonctions numériques réelles d’une variable réelle

3.1.13 Convergence simple des suites de fonctions complexes

Soit (F,),,c une suite de fonctions numériques d'une variable réelle a valeurs complexes et définies sur D C R

1. La suite (F},), oy converge simplement sur D C R vers la fonction F' = f 4 ig définie sur D C R si
et seulement si :

(Vz € D) (Ve > 0) 3N € N) (Vn € N) (n = N) = (|F, (z) — F (z)] < ))

2. Lasuite (F,), oy converge simplement sur D C R vers la fonction F' = f+ig si et seulement si la suite
(fn),en converge simplement sur D C R vers la fonction f et la suite (g,,), oy converge simplement
sur D C R vers la fonction g
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3.1.14 Convergence uniforme des suites de fonctions complexes

Soit (F},),,cy une suite de fonctions numériques d'une variable réelle a valeurs complexes et définies sur D C R

ne

1. La suite (F,), oy converge uniformément sur D C R vers la fonction F' = f 4 ig définie sur D C R si
et seulement si :

(Ve >0) (3N eN)(Vn e N) (Vz € D) ((n > N) = (|Fy, (z) — F (z)| < ¢))

2. La suite (F,), oy converge uniformément sur D C R vers la fonction F' = f 4 ig si et seulement si
la suite (fy),cy converge uniformément sur D C R vers la fonction f et la suite (g,), oy converge
uniformément sur D C R vers la fonction g

Remarque 6 :

1. Nous pouvons aussi utiliser une autre définition pour la convergence uniforme :

(Ve > 0) (3N € N) (Vn € N) ((n >N)— (iggwn () — F(2)| < s))

2. Si la suite (F,), oy est une suite de fonctions continues convergeant uniformément sur D C R vers
la fonction F' définie sur D C R, alors F' est continue
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