Chapitre 4

Intégrales généralisées

NOUS AVONS ETUDIE, DANS LE COURS DE L; L'INTEGRALE DE RIEMANN. DANS CETTE THEORIE,
LES FONCTIONS INTEGRABLES ETAIENT BORNEES, ET NOUS NE CONSIDERIONS QUE DES INTERVALLES
BORNES.

QUE SE PASSE-T-IL SI LES INTERVALLES NE SONT PLUS BORNES OU SI LES FONCTIONS ELLES MEMES
NE SONT PLUS BORNEES ?

L’OBJET DE CETTE SEQUENCE EST D’ETENDRE L'INTEGRALE DE RIEMANN.

NOUS NE CONSIDERONS DANS CE CHAPITRE, QUE DES FONCTIONS DEFINIES SUR R OU UN SOUS EN-
SEMBLE DE R ET A VALEURS DANS C OU L’UN DE SES SOUS-ENSEMBLES QUI PEUT ETRE R.

LA DECOMPOSITION D’UNE DE CES FONCTIONS EN SA PARTIE REELLE ET SA PARTIE IMAGINAIRE, NOUS
CONDUIT SOUVENT, A NE CONSIDERER QUE LES FONCTIONS A VALEURS REELLES.

4.1 Premieres définitions; premieres propriétés

4.1.1 Définition

Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a; b], intégrable au sens de Riemann sur chacun
des intervalles [z;y] C [a; [ et a valeurs dans C. On définit

F(z) = / Fb)dt

.x b
Si lim F'(z) = lim/ f () dt existe, on dit que I'intégrale impropre / f(t)dt a un sens, et on écrit :
a a

r—b r—b
T b
lim / f@)dt= / f(t) dt

z<b z<b
r—b

z<b

Remarque 1 :

1. Notion d’intégrale impropre
Dans l'intégration généralisée, on utilise beaucoup le mot d’intégrale impropre qui désigne une
extension de l'intégrale usuelle, définie par une forme de passage a la limite dans des intégrales. On
note en général les intégrales impropres sans les distinguer des véritables intégrales ou intégrales

o [T sint . . . . .
définies, ainsi ——dt est un exemple tres classique d’intégrale impropre convergente, mais qui

n’est pas définie au sens de I'intégration usuelle (que ce soit l'intégration des fonctions continues
par morceauz, l'intégrale de Riemann).

2. Remarques-vocabulaire
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Chapitre 4 Intégrales généralisées 4.1 Premieres définitions ; premieéres propriétés

b
(a) Silintégrale f (t) dt aunsens, on dit qu’elle converge, ou que c’est une intégrale convergente ;

a
elle diverge, sinon.
(b) Déterminer la nature d’une intégrale, c’est déterminer si elle converge ou si elle diverge

(¢) On ne parle pas d’intégrale impropre lorsqu’on peut prolonger f par continuité en b.
Tsint sint
Exemple : / tdt; le probleme pourrait étre posé en 0; or, }in(l) X = 1; on
0 . -

sint sy s .
peut donc prolonger —~ par continuité en 0,ce n’est donc pas une intégrale impropre ;

on parle plutot d’intégrale faussement impropre .
(d) La définition s’étend, bien évidemment, au cas ou f est une fonction continue par morceaux
sur lintervalle |a; b], intégrable au sens de Riemann sur chacun des intervalles [z;y] C Ja;b];

b b
si lim F' (z) = }%/ f(t) dt existe, on dit que I'intégrale / f(t) dt converge.
T>a z>a YT a

b b b
3. Si f est a valeurs complexes, / f (t) dt converge si et seulement si, / Re (f (t))dt et / Im (f (¢))dt
a a a

convergent en méme temps

Exemple 1 :

B
1
1. | Soit B > 0. / tjdt n'a de sens que si et seulement si : o < 1
0

(a) Comment faire pour le démontrer ?

B
1
C’est tres simple : On étudie d’abord / P dt pour x > 0, qui ne pose pas de probleme
T

B
puisque continue sur ]0; B], puis, ensuite, lim — dt.
z—0 to
x>0 7T
B t_a+1 B
(b) Par un calcul de primitives classique, / o dt = { mn J , cette égalité étant vraie, bien
T - T

slir pour « # 1; nous avons donc :
B

B -
1 tmotl 1
/ —dt= { } = {B'"* —a'"*}
s ¢ —a+1l, 1-«

(¢) T devient donc évident que si 1 — a > 0, c’est & dire si a < 1 alors, lin%) 2!~ =0, et donc,
r—r

x>0
B 1—
1 B~
lim — dt = lim {Bl_a — acl_a} =
z—0 te z—0t 1 — 11—«
x>0
-«

(d) De la méme maniere, si 1 — « < 0, c’est a dire si a > 1 alors, lim z = 400 et l'intégrale

z—0*t

B
/ — dt n’existe pas.
ta
0

B B
1 1
(e) Sia=1, / n dt = [1nt]f =InB —Inz, et comme lim Inz = —oo, l'intégrale / n dt
T 0

z—0t
diverge.

1
1
(f) Par exemple,(cf figures Iintégrale / t—2dt est une intégrale divergente (nous avons

0

1
1 1
2 > 1), alors que l'intégrale / %dt est convergente (nous avons 3 < 1) et nous avons
0

|
—dt =2
[

1. Quelle est la différence avec ’exemple [1| précédent 7
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1 1

1 1
oyt = 99,47 et/ —dt =1,800

1 1
FIGURE 4.1 — Les graphes de — et —= sur |0, 1]. Nous avons /
z 0,01 Vit

Vi 0,01

1
2. L'intégrale/ Intdt converge
0

1

De la méme maniere, on calcule / Int dt, et nous avons, en utilisant une intégration par parties :
x

1
/ Int dt = [tlnt—t]}c =—l—-zhz+z

De la limite classique lim xzlnx =0, on tire :

z—0t
1
/ Intdt =-1
0

Ce que nous voulions.

1

FIGURE 4.2 — Le graphe de Inz sur 0, 1]. Nous avons / Intdt = —0,944
0,01
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1
L, arccost .
3. | Est ce que l'intégrale / dt existe?
0o Vi
L arccost

(a) Comme précédemment , on étudie —— dt.

. Vi

arccost

On peut remarquer que la fonction n’est pas bornée sur ]0; 1]

Vit

. 7T .
En effet, comme lim arccost = —, nous avons lim

z—0 2 z—0 \/Z

x>0 x>0

arccost
= —|—OO

d 1 1
(b) On fait le changement de variable : s = /¢, donc d—j £ ;f—t = %; d’ou 2s ds = dt, et

1 1
t
si ¢t € [x;1], alors s € [\/z;1], donc / AT at = / (arccos s*) x (2s) ds; or, f(s) =
(arccos s?) x (2s) est continue sur [0; 1].
1

1
. L 2 _ 2
(¢) Donc, }% M- dt = }ql_r)% ;. (arccos s%) x (2s) ds _/0 (arccos s%) x (2s) ds

L arccost

1
(d) Reste a calculer/ (arccos s%) x (2s) ds.
0

1

Le calcul de (arccos 52) X (2s) ds ne pose pas tant de difficultés est ressort du cours
0
de L1.
du
On effectue le changement de variables u = s2, alors I 2s et nous avons :
s

1 1
/ (arccos 5%) x (2s) ds :/ (arccosu) du
0 0

La primitive de arccosz s’obtient par une intégration par parties classique, et nous
avons :

1 1
/ (arccos 5%) x (2s) ds = / (arccosu) du = [a: arccos r — M}; =1
0 0

1
4
Donc,/ ACCOST gt =1
o Vit

Remarque 2 :

Si f : [a;b] — C est une fonction continue par morceaux et si ¢ € [a;b] alors l'intégrale de f est
convergente sur [a;b| si, et seulement si, intégrale de f est convergente sur [c;b] (le probleme de la
convergence se pose en b) c’est a dire :

b b
/ f(t) dt est convergente si et seulement si / f(t) dt est convergente
a C

Et dans ce cas, nous avons :

/abf(t) dt:/acf(t) dt+/cbf(t) dt

Cela résulte immédiatement de la relation de Chasles pour les intégrales définies :

(Vz € Ja; b)) (/:f(t) dt:/:f(t) dt+/;f(t) dt)
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4.1.2 Rappel du critére de Cauchy pour les fonctions

Soit f une fonction définie au voisinage d'un point a, sauf, peut-étre en a.
Pour que f ait une limite finie lorsque x tend vers a, par valeurs différentes de a, il faut et il suffit que :
Pour tout € > 0, il existe n > 0 tels que :

(z#ay#alr—a|<nly—a <n) = (f(x)-fy)l<e)

Remarque 3 :

Pour la démonstration et plus de développement, il faut aller voir le cours de L1

4.1.3 Proposition : le critere de Cauchy

Critere difficile a utiliser en pratique, mais d’une grande importance théorique.

Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle[a; b[ ou sur Ja;b], intégrable au sens de Riemann
sur chacun des intervalles [z;y] C [a;b] ou sur [z;y] C |a;b]

Alors, / f(t) dt a un sens, si et seulement si,
a

(Ve > 0) (In. > 0) tels que :

(—n<a<y<t) = (

/:f(t) dt‘<5)
/:f(t) dt’<a)

Ou bien :(Ve > 0) (In. > 0) tels que

((a<x<y<a+n5)):>(

Démonstration

On applique, tres simplement, le critere de Cauchy pour les fonctions, dans le premier cas a la fonction

T b
F(z)= / f(t) dt ou & la fonction G (z) = / f(t) dt dans le second cas

4.1.4 Proposition

b
Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a;b[. Si f est bornée sur [a;b[ alors, / ft) dt
a

converge

Démonstration

C’est le moment d’utilise le critere de Cauchy.
On suppose donc que f est bornée, et nous écrivons qu’elle est bornée :

Il existe M > 0 tel que Vz € [a;b], |f (x)] < M .

Soient x € [a;b[ et y € [a;b[; alors,

y y

[ roa< [Cirra<ane -y
xz xT

Ce qui montre que si 7. = —

M

|z —y| <n. =

Y 5
/ f(t)dt‘ngMs

D’apres le critere de Cauchy, l'intégrale converge donc.
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Exemple 2 :
. P A S U s o1 . . (1
1. Bien que lurb sin | — | n’existe pas, I'intégrale sin { - dt existe, car la fonction sin | — | est
T— x 0 X
bornée sur [0; 7] (cf figure

us

1 1
FIGURE 4.3 — Le graphe de sin <7) 2 sur R*T. Nous avons / sin <7) dt =1,56413
xr

0,01
1. (1 PP
2. Est ce que i dt est définie ? (cf figure 4.4
0

™1 1
(a) Dans un premier temps, comme dans tous les exemples précédents, nous étudions / n sin (;) dt
x
en en faisant une intégration par parties.

1. /1 1. /1 -
(b) On remarque que : n sin 7 =1tX ) Sin ) et en utilisant cette remarque, nous avons :

= gn(;) wme()
w==sin{-) u=cos|-
2 t t

v=t v =1

[ aon(3) =l (B S oo () atmmoo () oo (3)- (e (3) @

xT
. 1 g 1 . 1 . 1 . 1
omme, 1m xrcos| — | = U, et que COS | — existe car cos| — | es ornee, —Sm |\ —
d) C 1 0, et dt exist tb dt
2550 x 0 t t o t t

. . 1. (1 1 i 1
existe et, mieux que cela, nous avons : —sin| -] dt=mwcos|— | — cos| — | dt
o t t T 0 t

4 1
(e) Reste & calculer / cos (;) dt, ce qui est une autre affaire!
0

4.1.5 Définition

Soit f, continue par morceaux sur l'intervalle [a; +oo[ a valeurs dans C et telle que Vo > a et Vy > a, f soit
intégrable sur l'intervalle [x; y].
xr

On définit F (2) :/ F(t) dt

a

x —+o0
Si lim F(z)= lim / f(t) dt existe, on dit que I'intégrale impropre / f(t) dt a un sens, et on
a a

2> +oo T +oo
Jim /jf(t)dt:/amf(t)dt

écrit :
Tr—r+00
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1 1
FIGURE 4.4 — Le graphe de — sin (7) 2 sur R*T,
x x

Remarque 4 :

+oo
1. On dit que l'intégrale converge si / f(t) dt a un sens; elle diverge, sinon.
a
—+oo
2. Déterminer la nature d’une intégrale, c’est déterminer I'existence de / f(t) dt
a

+oo +oo
3. Pour tout ¢ > a, les intégrales / f () dt et / f (t) dt ont méme nature. C’est le compor-
a (3

tement & l'infini qui nous importe.

Exemple 3 :

Nous allons commencer par des exemples élémentaires, mais néanmoins tres importants

+oo 1
1. | Existence de/ t—adt

1 1
On calcule / = dt, puis on étudie lim — dt

z—+oo [, T

1
n dt = Inxz — Ina, et comme

xT
(a) Commengons par le plus simple : si & = 1, nous avons /
a

+oo 1
lim Inz = +o0, Iintégrale / pry dt diverge
a

r——+00
Yo 1 {t—a“ r 1
b) Si 1 — dt = = o gl-a
Ula#?/ata w1 Bl e G
Donc,
— Sil—a<0,alors lim z'=® =0,
xr——+00
— Sil-a>0, lim 2! =400
r—+00
+oo 1
¢) En conclusion, — dt n’existe que si a > 1 (¢f figure|4.9
E lusi ” dt n’exi i 1
a

00
2. | Existence de / e dt avec A #0

Ja
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1 1
FIGURE 4.5 — Les graphes de — et —= sur |0, +-o0[.
x

Jz

T T AtT
.. N €
(a) Nous calculons / e dt ; ici, nous avons un calcul trés simple. Donc, / At dt = [—} =
a a A a
eAgc _ eAa
A )
+o0 _eAa
i. D’ot, si A <0, nous avons lim e?* =0, et donc et dt =
T—+00 a A
+oo
ii. D’ot, si A > 0, nous avons liI_iI_l eA® = 400, et donc / et dt nexiste pas.
Tr—r+00
a

+oo
(b) En conclusion, / et dt n'existe que si et seulement si A < 0
a

Exercice 1 :

) . o (Int)™
Etudier I'existence de — dt pour a > 1
a

Exercice 2 :

+oo
Soit A € C un nombre complexe. Etudier la nature de l'intégrale / eM dt en précisant sa valeur en
0

cas de convergence

4.1.6 Définition

Cette définition est identique a la définition précédente [4.1.5

Soit f, continue par morceaux sur l'intervalle |—o00; a] a valeurs dans C et telle que pour tout = < a et pour
tout y < a, f soit intégrable sur I'intervalle [z;y].

On définit F' (z) = /a f(t) dt

a
Si lim F(z) = lim f(t) dt existe, on dit que I'intégrale impropre / f(t) dt a un sens, et on
T——00 z——o0 [ J—oo

écrit :

mgmoc/:f(t) dt:/_;f(t) dt

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 83



Chapitre 4 Intégrales généralisées 4.1 Premieres définitions ; premieres propriétés

4.1.7 Critere de Cauchy

00
1. Pour que l'intégrale / £ (t) dt soit convergente, il faut et il suffit que :

Lyf(t)dt‘ <5)>

2. De méme, pour que l'intégrale / g (1) dt soit convergente, il faut et il suffit que :

/:g(t)dt’ < 5))

(Ve > 0) (3By) tel que ((y >z 2> B)) = (

(Ve > 0) (3By) tel que ((Z/ <z < By) = (

Démonstration

C’est le critere de Cauchy appliqué aux fonctions F' (z) = / f@)dtet G(z) = / g (t)dt

4.1.8 Généralisation

1. Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle]a; ], intégrable au sens de Riemann sur
chacun des intervalles [z;y] C [a;b].

b c b
On dit que l'intégrale / f(t) dt a un sens, si, pour tout ¢ € |a;b], / f(t) dtet / f(t) dt ont
a a C

b c b
un sens, et on a alors/ f@t) dt = / () dt+/ f(t) dt

2. Soit f, une fonction continue par morceaux sur R, intégrable au sens de Riemann sur chacun des

+00 ¢
intervalles [z; y] C R. On dit que I'intégrale / f(t) dt aunsens, si, pour tout ¢ € R, / f(t) dt
—o00

— 00

00 400
gt/ f(t) dt ont un sens, et on a alors /

C

c +oo
f@) dt:[ () dt+/ f(t) dt

— 00

Remarque 5 :
c b
1. Tl faut bien noter que la divergence de 'une des deux intégrales / f(¢) dt ou / ft) dt

b
équivaut a la divergence de / f) dt
a

+x

2. Dans le cas o1 a = —c0 et b = +00 'existence de lim f (t) dt ne prouve pas la convergence

T—r+00 o

de lintégrale de f sur | — oo; 00|

x
Par exemple pour f(t) =t on a f(t) dt = 0 et pourtant l'intégrale diverge.

-

En effet lim / f)dt= lim tdt =400
0

x——+00 x——+00 0

Pour prouver la convergence de l'intégrale de f sur | — co; +00[ on doit prouver indépendamment

c +oo
la convergence de / f(t) dt et / f(t) dt, et ce, pour tout ¢ € R.(Apreés les exemples qui
— 00 (&

sutvent, allez voir aussi dans les travauz dirigés)
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Exemple 4 :
+oo 1
1. / — dt a un sens
Ceo 14t

te g |
En effet, soit ¢ € R; alors, / —— dt = lim / —— dt; or,
c 1+ ¢2 z—+oo J. 1+ t2

xT

1

/ — dt = arctanx — arctanc
. 1+t

T [T 1 ™
Comme lim (arctanz) = —, / —— dt = — — arctanc
z— 400 2" /. 14 ¢2 2

¢ 1
De méme, / dt = arctanc — (—%) = arctanc + g, c’est a dire

oo 142
—+oo
1
— _dt=
/Oo 1+ 2 A
“+o0o

2. L’intégrale impropre / sint dt n'existe pas.

— 00
x

En effet, soit c€ R; / sint dt = cosc — cosx qui n’admet pas de limite lorsque x tend vers +oco
(&
400 1
3. Est-ce que l'intégrale / 2 dt a un sens?
0

1
La fonction f (t) = ) est une fonction continue sur R**+

1 “+o0
1
Or / o) dt n’a pas de sens, donc, l'intégrale / dt n’existe pas.
0 0

t2

A
Une autre fagon de faire, est de considérer I'intégrale / ) dt, puis de regarder les limites
g
lorsque ¢ tend vers 0 et A vers +00.

A A 400
1 -1 1 1 1 1 1
Or, / o) dt = {—} =———et lim (f — —) = 4o et, donc, l’intégrale/ — dt
€ 0

2
tgsAAe_zooosA t

n’existe pas.

4.1.9 Proposition

Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a;b], a valeurs dans C et telle que l'intégrale

b
/ f(t) dt ait un sens.

b

De méme, soit g une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a; b[ telle que I'intégrale / g (t) dt ait
Joa
aussi un sens.

b
Alors, pour tout A € C et tout i € C, / A () + pg (t) dt a un sens, et

b b b b b
/)\f(t)+ﬂg(t) dtZ/ )\f(t) dt+/ /Lg(t) dt:)\/ f(t) dt+u/ g(t) dt

a a

L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur l'intervalle [a; b], a valeurs dans C et telles que I'intégrale

b
/ f(t) dt soit convergente est donc un C-espace vectoriel
a
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Démonstration

C’est tres facile; soit x € R :

x

[Af(t)Jrug(t) dt:/:Af(t) dt—i—/:,ug(t) dt:)\/:f(t) dt+,u/a g(t) dt

Et le reste s’obtient par passage a la limite.

Remarque 6 :

1. On peut, évidemment, généraliser a |a; bl, ]a; b], avec des bornes éventuellement infinies.

b b b
2. Si / f (t) dt converge, alors que / g (t) dt diverge, / f &)+ g(t) dt diverge
a a a

b b b
3. On ne peut rien affirmer sur / f () +g(t) dt lorsque / f(t) dt diverge et / g (t) dt diverge.

4.1.10 Proposition

1. Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a; b[, a valeurs dans C et telle que I'intégrale

b
/ f () dt ait un sens.
a

b b b
Alors, I'intégrale / f(t)dt a un sens, et / f(t) dt :/ f(t) dt
a a a
2. Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a;b], a valeurs dans C. Alors l'intégrale

b b b
/ f(t) dt a un sens si et seulement si / Re (f) (t) dt et / Im (f) (t) dt ont un sens, et alors

b b b
/f(t) dt:/ Re (f) (¢) dt—l—z‘/ Im (f) () dt

Démonstration
) . B ‘ 4T =7
Résulte du fait que f = Re (f) +iIm (f) et de Re (f) = 5 et Im (f) = — En effet
b bi ) f + ?
1. Supposons que f (t) dt a un sens, alors f (t) dt a aussi un sens et comme Re (f) = —

nous avons

b b i
/Re(f)(t)dt:/ fi2f(t)dt

b
Nous en déduisons donc / Re (f) (t) dt est une intégrale convergente.
a

b
On démontre que la méme maniere que / Im (f) (t) dt est une intégrale convergente.
a

b b
2. Réciproquement, supposons que / Re (f) (t) dt et / Im (f) (t) dt ont un sens.

=

b b b
Alors,/ f@) dt:/ Re (f) (t)+iIm (f) (t) dt:/ Re (f) (¢) dt+i/ Im (f) (¢) dt qui montre

b
bien que / f(t) dt a un sens.
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Exercice 3 :

—+o0
Soient a € R et b € R deux nombres réels. Etudier la nature de l'intégrale / e cos bt dt en précisant
0

sa valeur en cas de convergence

4.1.11 Définition et proposition

Soit f, une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a;b] a valeurs dans C telle que l'intégrale

/ |f ()] dt ait un sens.

Alors, I'intégrale / f (t) dt a un sens, et nous avons :
a

b
</ £ ()] di

Si / |f (t)] dt existe, on dit que I'intégrale / f(t) dt est absolument convergente
Ja Ja

t) dt

Démonstration

Pour démontrer cette proposition, on utilise le critére de Cauchy vu en [£.1.3] et {.1.7]

Soit donc € > 0 )

On sait que l'intégrale |f (t)] dt converge; elle vérifie donc le critére de Cauchy .

/ £ (t |dt‘<e>

y
/ lf ()] dt‘ :/ |f (#)| dt. Donc, nous avons aussi/ |f ()] dt <e

1l existe donc 7. > 0, tel que ((b—n. <z <y < b))

Nous avons

y b
De l'inégalité (toujours vraie) ‘/ f@ dt‘ / |f ()] dt, nous en déduisons que I’ mtegrale/ f () dt

vérifie aussi le critere de Cauchy ; elle est donc convergente.

Remarque 7 :

. L A too sint
Il existe des intégrales convergentes sans étre absolument convergentes : —~ dt, par exemple.
0
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