Chapitre 4 Intégrales généralisées 4.4 Travaux dirigés

4.4 Travaux dirigés

4.4.1 Application directe du cours
Exercice 4 :

Etudier la convergence des intégrales suivantes et, le cas échéant, indiquer leur valeur :

“+00 +oo d “+o00 d
1. / ze~ dx 4. / 5 33 7. / z
0 9 x?2—-1 . xlhnz
+oo % 1
2. / re Ydx 5. / cos T dx 8. / 2" Inz dx avec n € N*
0 o Vsinzx 0
5 /+OO earctanmd 6 /+oo aI‘CtaIl$d 0 /1 T i
0 1422 0 14 2?2 o (z—1)°

Exercice 5 :

0

dzx
Etudier la convergence de 'intégrale / %
1

1) et, le cas échéant, en indiquer sa valeur
x

Exercice 6 :

b
t
Etudier, suivant la valeur du réel positif «, la convergence de l'intégrale / W avec a < b
—Qa
a

Exercice 7 :

Déterminer la nature des intégrales suivantes.

+0o0 +oo
1—
L id A e
x oo TFF1

+o0 1
2/ 8./ - dtaveca >0
x5 + 1 o 1tes
_T 3
3. / C dr 9. / Vtanxzdr (effectuer un changement de
x 0
variables)
4. / € dr 10 /+°° dzx
" Jo (x+1)x
+00 :
5. / 11 / sinx d
t3 + 1 s (@@+Daz r

2 1 dr
6. / —dt 12. e
— 00 4 +1 0 Vi —zx
Exercice 8 :

Etude de quelques faux amis

®(t+1)dt Tt 1) dt
1. Etudier la nature de I'intégrale / L, puis calculer lim &
| a—too [ 241
1 1—a
1—2t)dt 1—2t)dt
2. De la méme maniere, étudier la nature de 'intégrale / g, puis calculer lim g
o t(1—t) a0 ), Tt(1—1)
ool "1
3. Démontrez que 'intégrale / BT g est divergente alors que 111}_1 E dr =0
0 n—-+oo €T

n

4. Quelles conclusions tirer ?
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Exercice 9 :
s
1 2 1
n > 0; que conclure pour — dt?

1
Montrer que si t € }O; E], alors — > -
2 t o sint

sin
Exercice 10 :

1
1. a est un réel ; étudier suivant les valeurs de a la convergence de I'intégrale / x? (696 = (6 + x2) sin x) dx
0

1 1 1

1
—————— &= ——, et qu’au voisinage de 1 ~ ;
[z (1 — ) e=0\/x d & Vel —z)e=1yT—x
1

—dx
v (l—2x)

2. Montrer qu’au voisinage de 0,

1
en déduire la convergence de l'intégrale /
0

Exercice 11 :

tee dt
On considere I'intégrale généralisée / o ou « et [ sont deux réels strictement positifs ; pour

1+18)
quelles valeurs de « et (3 cette intégrale est-elle convergente ?

Exercice 12 :

Calcul d’intégrales généralisées

dz dx

+o0 +oo
1. Montrer la convergence de 'intégrale , puis calculer
vere s /0 Gt (@+2) (=+3) " A/O @+ 1) (z+2) (x+3)
1 B C
(pour faire ce calcul, trouver A, B, et C, tels que i@+ @3 =271 + o + s 3)

r dx

B+r2+r+1
T _Am+B+ C
B+r2+zr+1 2241 z+1

, puis calculer cette intégrale (indications : trou-

)

—+oo
2. Montrer la convergence de /
0

ver A, B, et C, tels que

4.4.2 Quelques probléemes
Exercice 13 :

Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle [a; +00[. On suppose que , ligrn f@)=
—+00

L et que L est finie.

“+oo
Est-il possible, suivant la valeur de L de conclure quant a la nature de / f@)de?
a

Exercice 14 :

+oo
La convergence d’une intégrale / f (t) dt n’implique que pas que f admette une limite en +oo

a
Soit f définie sur RT pour n € N* par :

f(n)=1

1
£(ng0) =

1

—)=0
f<"+2n)

1 1

f est affine sur {n—Q—n;n} et sur {n;n+2—n}
f(z) = 0 ailleurs
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Une autre fagon d’exprimer f peut étre donnée par :

f(x)z?”(x—(n—%)) siz e {n—%;n}

flz)=-2" (x— (n—{—%)) six e {n;n—l—%}
f () =0 ailleurs

Le graphe de la fonction est donné dans la figure [4.7]

Al

FIGURE 4.7 — le graphe de f

+oo
Montrer que f n’admet pas de limite lorsque ¢ tend vers +oo, mais que / f (t) dt converge
0

Exercice 15 :

Soit f, une fonction continue sur R et & valeurs dans R (autrement dit, f € C°(R). On suppose que
lim f(x)=Lyet lim f(x)=Ls
T——00

r—+00
+o00 +oo
1. Démontrez l'existence de / (f(x+1)— f(x)) dx, puis calculer / (fx+1)— f(x)) dx

—0o0

(Considérer F (x) = /Om f(t)dt)

400
2. Calculer / (arctan (z 4+ 1) — arctan (z)) dz

Exercice 16 :
rz—1
nx

dx

1
1. Démontrer la convergence de I'intégrale /
0

2. Utiliser le théoréme des accroissements finis pour démontrer que pour tout = € ]0; 1],

1
l-—<he<z-1
T

T T
1
3. Soit T € ]0;1[; démontrer que / o dr = / — dr
0 In X 0 In x
Ta— Ly —1
4. En déduire un encadrement de / dx et démontrer que / e der =1n?2
0 0 n
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Exercice 17 :

™

Soit f (z) =In(sinz) et I = /5 In (sinz) dzx
0

sinx

1. En écrivant f (z) = ln(

Etablir alors la convergence de l'intégrale I

) + Inz, démontrer qu’au voisinage de 0, nous avons f () %ln z.

2 . % sin 2x
2. Montrer que nous avons I = In (cos ) dz, puis que 21 = In 5 dx
0 0

3
3. Démontrer que / In(sin2z) de =1
0

4. En déduire la valeur de [

Exercice 18 :

. . ()
Soit f : RT — R, continue, telle que —~ dt converge.
1

Soient 0 < a <bet 0 <z <y, eton pose :

P = [ 100,,

bz b
1. Montrer que F(x,y):/ &dtf/y&dt

P g ¢
bx
2. On appelle G (z) = # dt ; montrer que Em G(x)=0

+oo
RN AOESAC)
t

ax

ax

3. Montrer que G (z) = dt+ £ (0)In (g)

. b
4. Montrer que ilir%)G () = f(0)In (5)

+o00
5. Montrer que /0 M

dt = f(0)In <é>

a

400 4 .
2sint — 2t
6. Application : Démontrer que / sm—sm() dt =1n2

0 t?
7. Prolongements
(a) Soit f :]0, +00] — R, continue et telle que lin%)f (r)=aet lim f(x)=p
Tr—r

x>0 poteo

O f(at) — f (bt b

Montrer que / flat) = (%) dt = (a— ) In <7>
0 t a

(b) Application :
+oo
t) — 2t
i. Montrer que / arctan (f) — arctan (2t) dt = “Tine
+oo _
ii. Etude et existence de / tanh (3t)t tanh? dt
0

_2 _

e —e™® S
dx; en déduire A
T

1 “+o0
iii. On considere A = / Ldm; montrer que A = /
o In(1—=x) 0

Exercice 19 :

Les intégrales de Bertrand

+oo
1
1. Dans cette question, nous considérons ’intégrale / (75139
e %

Inz)”
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+oo
(a) On suppose a = 1. L’intégrale / 7ﬁd$ est-elle convergente ?
e xz(lnzx

+oo
(b) Etudier la convergence de 'intégrale / ﬁdx lorque o # 1
e x2%(Inz)

1
e 1
2. Etudier maintenant la convergence de / ——dx

o z¢(nz|)’

Exercice 20 :

La fonction I' dans le domaine réel

+oo
1. Etudier la convergence de / t*~te tdt
1
1
2. Montrer que / t*~te~tdt ne converge que si x > 0
0

+oo
3. Quel est le domaine de définition de T' (z) = / t*te7tdt?
0

4. Démontrer que, pour tout > 0, I' (x + 1) = 2T (z)
5. Calculer I" (1), et en déduire I" (n) pour n € N*

6. Calculer T’ (%)
1) _ V7 (2n)!

7. Démontrer, par récurrence que, pour n € N, I' (n + =
2 22np)
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