Chapitre 4 Intégrales généralisées 4.5 Quelques exercices corrigés

4.5 Quelques exercices corrigés

4.5.1 Exercices proches du cours
C’est le type d’exercices dont on peut se passer de faire le corrigé, tellement ils sont élémentaires; leur

intérét est de donner des méthodes de résolution simples

Exercice 1 :
o0 (Int)™

Etudier I'existence de / dt poura >1

a

X m X m
M dt, puis, nous allons calculer lim (In?)

dt
t X—+o00 J, t

Tout d’abord, nous allons calculer /

a

* (o)™ . i
/ " dt se calcule par un simple calcul de primitives
a

1. Pour m # —1:

/anwdt(mW“1X(mXV”14m@m“
u t | m+1 N m+1

X—+oo m1
— Sim+1 >0, cest & dire m > —1, nous avons lim (InX) = 400 et donc l'intégrale

“+o0 m
Int
/ % dt diverge
¢ X—4+oo

— Sim+1 <0, cest & dire m < —1, nous avons lim (InX)™"! = 0 et donc I'intégrale

“+oo m Yoo m mal
1 t 1 t _ 1
/ ﬁ dt converge et nous avons / (Int) dt = (Ina)
a t a t m+1

X m X
Int 1
2. Pour m = —1, nous avons cette fois-ci / ﬁ dt = / —— dt. Or :
o t o tint

X

1

/ —— dt = [ln [t} =In|ln X| - In|na
o tint

oo (Int)™

Comme Xlim In |In X| = +oo, l'intégrale / dt diverge pour m = —1
—+oo

a

. o0 (Int)™ . .
En conclusion, — dt converge si et seulement si m < —1
a

Exercice 2 :

400
Soit A € C un nombre complexe. Etudier la nature de I'intégrale / e dt en précisant sa valeur en cas de
convergence 0
.
1. Nous allons nous intéresser a F (x) = / eMdt
. 0
— SiA=0, alorsF(:c):/ dt ==z
0

z et z e _q
%SiA#O,alorsF(m):/ eMdt = = =
0

+oo
2. Dong, si A =0 alors lim F (x) = 400 et l'intégrale / eM dt est donc divergente
T—r+00 0

3. Supposons, maintenant, A # 0
e)\x -1 e)mc

Alors, F (z) = D (1 —e™*7), et en passant au module, nous avons :
ez |e)\m|
F — | (1- — Az S S I —Az
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4. Nous supposons A\ = a + 0.
AIOI'S7 |e)\w| — |eaw+iﬁw| = T ot |e—)\w| — |e—ozw—i,8w} — e—am

(a)

Dans un premier temps, remarquons, par l'inégalité triangulaire vraie pour tout z € C et
2" e C, ||z| = |7'|| < |z — Z’|, nous avons :

’1—6_>@ 2‘1_‘6—Ax —1_e 0%
eaz
Et done, |F (z)| > T (1 —e )
Si a > 0, alors lim (1—e ) = 1 et lim e* = +oo et donec, par la minoration
T—r+00 Tr—r—+00

r——+00

+oo
lim |F (z)] = 400, ce qui signifie que I'intégrale / eM dt n'existe pas.
0

+oo
Donc, en conclusion, si Re (A) > 0, alors l'intégrale / eM dt est divergente.
0

Regardons maintenant le cas ou o < 0
Revenons a la valeur de F' ().

Az Az
-1 1
Nous avons : F'(z) = ¢ _—

A A A
ex\:c e/\x eaT
Le comportement de F (z) ne dépend que de celui de N Or: ~ | = W
ax Az
Comme a < 0, nous avons lim —— =0, c’est a dire lim |—| =0 et donc
r—+o0 |)\| r—+o0
lim F(z) = —~
e ) S

—+o0
Donc, en conclusion, si Re (A) < 0, alors l'intégrale / e M dt est convergente et
0

+oo
1
/ eMdt = ——
O A

Sia =0, alors A =i avec 5 # 0 (Nous avons déja traité le cas ou a = 0 et B = 0 lorsque
nous avons traité A=0)
e — 1

i

Considérons la suite (z,,)

Alors F (z) =
nen définie par z,, = %T Alors

eiBrn _ 1 ei'g%ﬂ -1 ™1

F n) = =
) =55 i3 i3
P . . . . A .
Ainsi, si n est pair, alors F' (z,,) = 0 et si n est impair, F' (z,,) = B = 3 et donc hrf F(xy,)
7 n—+4o0

n’existe pas.

+oo
Donc, en conclusion, si Re (\) = 0, alors l'intégrale / e dt est divergente
0

Exercice 3 :

“+o0
Soient a € R et b € R deux nombres réels. Etudier la nature de I'intégrale / e cos bt dt en précisant sa
0

valeur en cas de convergence

Cet exercice est une continuation du précédent
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Posons f (t) = e(@+®)t Nous avons e cosbt = Re (f) (t). Nous pourrons alors écrire, en utilisant 4.1.10

400 400 )
que / e cos bt dt existe si et seulement si / f(t) dt existe
0 0

+oo +oo
En écrivant A = (a + ib) t, nous avons / f@) dt= / eMdt
0 0

+oo
1. D’apres l'exercice précédent, / e dt ne converge que si Re (M) < 0 et nous avons, dans ce cas

N 0
o 1
/ eMdt = ——

0 A

2. Nous avons Re (\) < 0 <= a < 0.
—+oo
Ainsi / e cos bt dt est convergente si et seulement si a < 0
0

3. Nous avons alors, sia <0 :

/0+Ooeatcosbtdt = /()+OORe(f) (t) dt = Re (/(foof(t) dt) = Re (—%) = Re (_a—ll—ib) = _azj—bQ

—+oo

—+oo
En conclusion, / e cos bt dt ne converge que si a < 0, et si a < 0, alors / e cosbtdt = AL
0 0 a

Exercice 4 :

Etudier la convergence des intégrales suivantes et, le cas échéant, indiquer leur valeur :

+o0 5
1. / ze ¥ dx
0

T
2
Il suffit de commencer par étudier / xe” ¥ dx, puis d’en étudier la limite lorsque 7' tend vers
0

400
re ¥ dr= — —2xe” " dx
0 _21 0 T
= 5[],
- 2

2

+o0 5 +o0 1
Donc, l'intégrale / xe~ " dx est convergente et / xe ¥ dr = 3
0 0

—+o0
2. / ze “dx
0

Une jolie intégration par parties nous montre que :

T
/ ze Pdr =Te T —e T +1
0

+o0 +oo
Conclusion, 'intégrale / xe  “dx est convergente et / e Fdr =1
0 0

+oo Parctanm
3- 7261-7;
0 1+

T _arctanx T
Lorsqu’on écrit / mdx, nous sommes devant une intégrale du type / u' (z) e“®dg: la
0 z 0

fonction v’ (z) e®) admet pour primitive e*(®)
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T

earctanz arctanz] T arctan T’

Donc, ——dr = [e }0 =e -1
o 1+=z

dr =

+oo 6arctanx +oo earctamx
P e s
Nous en déduisons que l'intégrale / 1 /
0 € 0

———dx est convergente et que _—
+ 2 g q 1 + {L‘2

ez —1
4 /+°° dx
Ja 2 -1

T
Nous étudions / o] et pour ce faire, nous décomposons
2 IT7—

5 en éléments simples.
2 —

1 1

2 2

-1 x+1
1

Un calcul simple, montre que : =
2—-1 =z
1

, 2-1 2}, z-1 z+17

1 T
= —[njz—-1—Inlz+1]];
1( (|T?1|> )
= Z (1 In3
s \"\rrg/ T

+oo +oo
L’intégrale / o est convergente et nous trouvons donc /
2 T 2

, de telle sorte que :

dx In3

2-1 2

47

2 cosx
3. / —dx
0 VST

+m
) . . , /= Z CoSZT
Ici, le probléme se situe en 0. Nous allons étudier —dx.
e Vsinz
ER.; ER.;
2 cosx 2 cosx

4x
2 —1
Il est possible d’écrire différemment / dx ; en effet / dr = / cosx (sinx) 2 dx
c Vsin x ’ c Vsin x c ( )

Si nous remarquons que la dérivée de sinx est cosx, nous avons une intégrale de la forme

e - - oo (@)
' (x) (u(x)) ™ do dont une primitive est donnée par —1=— = 2/u (z)
€ 2
4=
2 cosx &
Donc, dr = |2Vsinz| > =2 —Vsine
c Vsin x [ L

ki

4
2 cosT 2 cosw
Donc, dx est convergente et
0

Vsin x 0 Vsinzx

6. /+°° arctanxdw
0 1+ 2

dr =2

T T
arctan x
L’intégrale / ————-dx est type / u' (z)u(x)dx, et donc
o 1+ 0

T
/T arctan x d (arctan ) (arctan T')°
——dx = =
, l+a2 2 . 2

.. [T arctanz % arctan x 7r
D’ou ———dx est convergente et ————dr = —
0 0

1+ z2 14 22 8
. /+°° dx
. xlnz

C’est le cas m = —1 de l'exercice 1!

T T T
d
L’intégrale / Y dx est type / 4 (z)da:, et donc / Y e = In|lnz|]X =In|nT)|
o zlnz . u(x) . zlnz €

+o0 T
Et on retrouve / —— divergente
e

zlnz
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1
8. / 2" Inx dr avec n € N*
0

Le probleme, pour cette intégrale, se pose en 0. Or, pour n > 1, 1imox” Inz = 0. On peut
x

-,
donc prolonger =™ Inx, par continuité en 0. C’est, ce qu’on appelle une intégrale faussement
impropre. Il n’y a donc pas de probleme, elle est donc convergente.

1
Pour la calculer, nous faisons / " Inx dx que nous intégrons par parties. Puis, nous ferons
€

tendre ¢ vers 0.

n+1
U/:an :1‘ 'U:lnx ”U,:l
n+1 T
Donc : ) ) )
n+1 n
/ 2" Inx dx = {x xlnx} / Y iz
g 1 I g + 1
gt S
= - Ine - 5
n+1 (n+1) A
6n+1 €n+1
= — Ine — 5 + 5
n+1 m+1)" (n+1)
! 1
En faisant tendre e vers 0, nous obtenons / "Inzdr=———73

1
o (z—1)

Le probleme se pose en & = 1. Le plus simple serait de faire un changement de variables du type

t =x —1. Alors,
1 0
1
/—xfd:p:/ #du
0o (z—1) -1 U

€

Comme souvent, nous allons calculer / —5—du, puis, rechercher la limite de cette intégrale
1 U

1 1 1
/ tudu: / -+ —du
-1 u 1 u u

lorsque ¢ tend vers 0.

[
—
=
=
!
i

m
L

1 1
Or, imln|e] — = =lim — (elnle| — 1) = 1 = 400
e—0 £ e—=0 ¢
e<0 e<0

1
x
L’intégrale / (’1—2—dx est donc divergente.
0 (T —

Exercice 5 :
0

Etudier la convergence de I'intégrale / m et, le cas échéant, en indiquer sa valeur
J_1x(x
Il se trouve que cette intégrale a des problemes aux 2 bornes et qu’elle converge, si et seulement si pour

L ¢ dx 0 x
tout ¢ € [—1; 0] les intégrales —— et ——— convergent
1z (z+1) e w(r+1)

1 0
En 0, la fonction est équivalente a la fonction — ; or l'intégrale / — est divergente et donc
x . T

1
z(z+1)

© 4a
e €z s
I'intégrale / —— est aussi divergente.
e w(r+1)
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0 dx

Lz +1)
P.S. : il aurait aussi été possible d’utiliser des changements de variables.

En conclusion, l'intégrale / est divergente.

Exercice 6 :

b
Etudier, suivant la valeur du réel positif «, la convergence de I'intégrale / (
a

Cet exercice est une généralisation de ce qui a été vu en cours.

b
dt
En faisant le changement de variables v = ¢t — a, nous avons / W e
—a
a

Cette intégrale ne converge que si o < 1
Exercice 7 :

Déterminer la nature des intégrales suivantes.

L /+°° 1 7CQOSCL‘d:L'
0 x

Il se pose, a priori, 2 questions : I'une en 0 et 'autre en +oo.
— En 0, on peut faire un développement limité de cosx :

t—a)®

dt
aveca <b

b—a du
o u*

2 2
x T l—cosz 1
cosz=1—"=+a%(2) == 1—-cosr = — +a% () &= ——— = = + ()
2 2 x2 2
1—cosx 1
De telle sorte que lim ———— = —
x—0 ,’1,‘2 2 .
1—cosz o ) 1 —cosz N o
On peut donc prolonger ———— en 0, et I'intégrale / ———dz ot ¢ > 0 est une intégrale
x 0 x
définie qui ne pose pas de probleme
—+oo
1 —cosx
— Nous allons donc étudier / — —dx
i
. — CosT ‘ . c . .
La fonction ————— est continue sur R*, en particulier sur tout intervalle inclus dans [¢; 400l
x
1 —cosz
Il faut donc regarder le comportement de ————— en +o0.
T
1—cosz |1 —cosz| _ 2
Or, x2 - x2 S 22

+oo
L’intégrale / —dz est une intégrale de Riemann convergente. Nous en déduisons que
x
(&3

“+oo 1
e —cosx
I'intégrale / —————dx est absolument convergente, donc convergente.
c

22
T 1 —cosz

5—dx est bien convergente.

En conclusion, l'intégrale /

0 J/‘
+oo 2
2. / ”de
Jo x5 +1

. . 17 . . .
Le dénominateur x5 + 1 ne s’annule jamais sur RT; il faut donc

étudier le comportement de

T en +oo
s +1
1z 1T 1 1 . S z?
— Nous avons x5 +1 > x5, et donc ——— < —, ce qui nous permet d’écrire que ——— <
x5 41 T x5 +1
x? 1
w7
s x5
+oo 1.2
L’intégrale / —-dzx est une intégrale de Riemann convergente, et comme —f/—— <
1 s x5 +1
1

xrs

400 2
=, l'intégrale / 1771(13: est convergente. Comme nous avons montré que l'intégrale
1 T5
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1 2 +o0 2
/ ———dx était définie, nous en déduisons que 'intégrale / ———dx est bien conver-
o 35 +1 0 s +1
gente.
— Une autre méthode consiste a utiliser les équivalents.
1 2
En effet, on vient de voir que / ———dx était définie.
o x5 +1
x? 1 +oeo
En 400, nous avons ——— ~ —. Comme l’intégrale / —dx est une intégrale de Rie-
5 4+ 1+ogs 1 s
+oo 2
mann convergente, l'intégrale / ﬁdx est de méme nature, c’est a dire convergente.
1 s+
+o0 72
Comme dans le point précédent, on déduit que 'intégrale / ﬁdz est bien conver-
0 T3+

gente.

+1 =z
3. / € dx
0 x

Pas tres difficile :

e’ 1 1 . .
— Pour z € [0;+1], nous avons e” > 1, et donc — < —. Comme / —dx est divergente, il en
x x 0
T

+1 e
est de méme de / —dx
0

x
e’ 1
— Autre méthode, celle qui consiste a dire qu’au voisinage de 0, — % —, et comme l'intégrale
x
+1 1 +1 e®
/ —dx est divergente, il en est de méme de / —dx
x x
0 0
—1 _cosx
e
4. / dz
Jose T
Je commence par faire le changement de variables © = —u, et alors
-1 eCos T +1 £Cos —u +oo scosu
dx = —du=— du
e X oo U 1 U
671 eCos u
Comme —1 < cosu < +1, nous avons e~ < e®5% < e, donc, pour x > 1, nous avons — <
U U

+oo -1 +00 _cosu
Comme / ——du est une intégrale divergente, il en est de méme de / du, c’est a dire
1 U 1 u

-1 ecos @
de / dx
oo X

Il faut remarquer que la résolution de la question était d’autant plus facile que la fonction

cos T

est impaire.

400 t
5 [ g
o 3+1

. t . . . . .
La fonction PEY est continue sur RT et sur tout intervalle inclus dans R*. Le probléme se situe
t 1
donc en +oco. Or, en 400, —— ~ —.
i 3 + 1 +oo £2
+oo
Comme l'intégrale / t—Zdt est une intégrale de Riemann convergente, il en est de méme de
1

+o00 +oo
/ mdt. Nous pouvons donc conclure que 'intégrale /
1 0

+o0 t2
. —dt
6 /_OC th 41

mdt est convergente.
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L . . s <
Cette intégrale est convergente si et seulement si, pour tout ¢ € R les intégrales mdt et
+oo t2 -
/ ————dt convergent.
. tr41

c t2 —cC t2
Supposons ¢ > 0 (la question sera la méme si ¢ < 0), alors / dt = / dt +

ot +1 o 41
c t2
—dt
/ct4+1

L’intégral /c r dt d ble i r t ti t int 11
intégrale ————dt ne pose pas de probleme puisque est continue sur cet intervalle.
g il pose p P puisque s —
t2 —c 2
De la parité de ——, par le changement de variables ¢t = —u, on déduit que —dt =
P iy P 8 4 /oo th+1
+o0 2 +oo 2
/ T dt; il faut donc étudier / -7 dt. Le probleme de cette intégrale se situant en
e 41 .t
+00.
t2 +o0
Or, en +00, nous avons —— ~ —. Comme l'intégrale / —dt est une intégrale de Riemman
t4 + 1 +oo t2 .t
+oo t2
convergente, il en est de méme de / —dt
. tr+1
2 t2

+o0
Nous en déduisons que R
d /_ o tr+1

“+o0 t2 +o0o t2
T dt=2 L
/_oo 11 /O 1

dt est convergente, et que, par la parité de AT nous avons

+oo T

72+ 1 +o0

+o0
7 / L da
oo TE A1
ld[L' qui diverge, puisque

De maniere évidente, nous avons / N
41 e+

8=

—+oo

On en conclue donc que / dx est divergente.
— 00

z2 4+ 1

00 1
8./ ——— dt aveca > 0
Jo 1 + 6at

+oo
Pour tout ¢t > 0, nous avons 1 + e* > e, c’est & dire < e~ %, Comme / e % dt
0

1+ et
1

“+o0
converge, il en est de méme de / —dt
o 1+e

z
9. / Vtan xdx

J0

U
Nous faisons le changement de variable qui semble le plus approprié : v = tanz; alors i
x

1+tan?2 =1+ u?, et donc :
1
2

/ \/tanxda::/ du

2
0 0 14w
1

u? 1 oo .y .
En 400, nous avons ~ —. Or —-du est une intégrale de Riemann convergente.
b 3 ) 3
14 u2 +oo 3 1 uz

1 1

+o0 1 +1
u?2
Donc / 5du converge, et comme /
1 14+u 0

uz

14+ u?

du est une intégrale définie, l'intégrale

“+o0 1 z
u?2 . 2
——du est convergente, et donc, en conclusion vtan zdx est convergente.
1 + u2 ) ) )
0 0

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 107



Chapitre 4 Intégrales généralisées 4.5 Quelques exercices corrigés

oo dx
o

Ici, le probleme se pose aux deux bornes. Pour que cette intégrale converge, il faut que, pour tout

c +oo
¢ > 0, les intégrales / _dv et / _dv convergent
’ o (@tve S (@+1) Ve
— Pour l'intégrale /0 m, le probleéme se situe en 0. Or, en 0, m % % et comme
Iintégrale 9T st convergente, il en est de méme de U'intégrale / C —dx—
0 VZT o (z+1) Ve
— Cette fois ci, pour l'intégrale /+°0 _dr le probleme se situe en +oo.
’ e (w+D) Ve’
Or, en +00 b R S et comme l'intégrale / +<>° — dz est une intégrale de Riemann
’ 7((13+1)\/5+00$% ¢ x%
dx

—+o0
convergente, il en est de méme de U'intégrale / (
C

z+1)yx

+oo dx
On en déduit donc que l'intégrale / { est convergente.
0

z+1)Vx
+o0 :
11. / MY gy
Jo (2 + 1)z

Comme souvent, depuis quelques questions, il y a un probléeme aux deux bornes : en +o0o et en 0
— Commencons par le plus simple, en 0 :

sinx
(z24+ 1)z

en 0. c’est donc une intégrale faussement impropre en

sinx
Nous avons, de maniere classique, lim —— = 1, et donc lim = 1. Il est donc possible
x

sinz
(2 +1)x
sin x

(&
0, et donc, pour tout ¢ > 0, I'intégrale / 5 dx existe
o @2+ 1)

de prolonger par continuité

sin x
(z24+ 1)z

— Pour ¢ > 0, et z > ¢, nous avons <

1 o, too g
i)z < e L’intégrale ﬁdx est
C

o . N + sinz
une intégrale de Riemann convergente, donc l'intégrale ( dx est convergente
c

2+ 1)
“+oo :

Donc, lintégrale / slidx est convergente.
o (@24 1)z

12 / e
' o V 4 —x
Question tres simple; le probleme se pose en xg = 4. Pour la rendre encore plus simple, on peut
faire le changement de variables u = 4 — x, et alors :

/4 dx /0 du 1 du S
= — — = — = uZ du
o Vi—z 4 Vu 0 Vu 0

4 4
- d
L’intégrale / u= du est bel et bien convergente. Nous avons méme : / = '
0 0 -
Exercice 8 :
+oo
t+1)dt
1. (a) Etudier la nature de l'intégrale / (2_7)
. 21
N . . L C (t+1)dt
L’intégrale converge si et seulement si, pour tout ¢ € R, les intégrales il et
—00

/*0" (t+1)dt
———— convergent
. t2+1
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t+1
24+ 14t

T (t+1)dt
I'intégral —
11 egrae/l t2—|—1

Or, en o0,

“+oo
t+1)dt
Donc / % est une intégrale divergente.

“+a
t+1)dt
Calculer lim L
a—+oo J_ . 241

(1) dt
t2+1

— 00

Nous allons calculer /

—a

+a —+a +a
1 1
/ (t+1)dt _ / t dt+/ it
_a PPH1 e 241 e 241

1 [t 2t "
= f/ ——— dt + [arctant] "¢

2 t24+1
1
= 5 [In (£ +1)] i—Z + 2arctana
= +2arctana
+a
t+1)dt
Or, lim +2arctana = m, et donc lim u— =T
a——+o00 a—+oo [_ . 12 +1
1
1—2t)dt
De la méme maniére, étudier la nature de I'intégrale / (t(l)t)
Jo -
3 (1—2t)dt
C étudi T
ommencons par étudier /0 =0
1
1-2 1 21
En 0, ﬂ ~ —. Comme l'intégrale / — dt est divergente, il en est de méme de /
t(1—t) ot ot 0
1
1—2t)dt
et donc l'intégrale / g est divergente
o t(1-t)
rl1—a
1—-2
Calculer lim / ﬂ
a—0 a t (1 — t)

1me 1 —2t)dt

Comme tout a ’heure, on va calculer / -
t(l—1t)

(1 26)dt
t(1—1)

On commence par décomposer en éléments simples :

(1—-20dt 1 1

t(l—t) t 1—t

De telle sorte que :

l—a o l1—a
/ (1—2t)dt _ / ot
Y t(1—1t) Lt 1—t

l1-a l1-a

1 —1

—dt —dt
[ [
Int], ™" + [n |1 —¢[],”°
In(l—a)—Ina+Ina—In(1—a)

= 0

1—a
1-2t)dt
Nous avons donc lim (7) =0
a—0 J, t (1 — t)

+oo
—; comme l'intégrale / n dt est divergente, il en est de méme de
1

3 (1—2t)dt
t(1—¢) "’
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, v T Ing ) . "Inx
3. Démontrez que l'intégrale —— dx est divergente alors que lim —dr =0
0 X n—+oo |1 X

n

On ”coupe” l'intégrale en 2. Soit ¢ > 0 fixé

T 21T 2 2
| 1 InT |
SoientT>O;alors/ 2L g = M :(n ) _(nc)
c ¥ 2 ], 2 2
InT)?
Or, lim (InT) = 400
T—~+oco
T g T Inz
Donc 'intégrale / —— dz et donc, / —— dz est aussi divergente.
c T 0 T

n

. nx
Si nous regardons —— dx, nous avons :
1o

n

/” midx _ {(lnx)z}n (1nn)2 (111 %)2 B (han)2 (—lnn)2 _0

x 2 |, 2 2 2 2

"1
. . nx
Nous avons donc bien lim —dz =0
n—+oo /1 X

n

4. Quelles conclusions tirer ?

C’EST UNE REMARQUE TRES IMPORTANTE QU’IL FAUT TIRER :

+a —+o0
Ce n'est pas parce que lim f (t) dt existe que I'intégrale / f (t) dt converge. La définition de la
. a—+o00 —a o
convergence de / f(t) dt est:
—00

c +oo
Pour tout ¢ € R les intégrales / f(t) dt ET / f(t) dt convergent

a

Dans les exemples ci-dessus, aucune des intégrales ne converge, bien que lim f () dt existe,
a——+o0
—a

souvent grace a des des phénomenes de symétrie.
On peut par contre affirmer que :

+o0 +a 400
Si l'intégrale / f(t) dt converge, alors lim (t) dt = / f () dt.

—00 a=+0 J_4 —o00

Mais, la réciproque est donc fausse

Exercice 9 :

. T 1 1
1. Montrer que sit € }O; —}, alors — > — > 0.
2 sin t
On démontre facilement que si 0 < ¢ < g alors 0 < sint < t (formule de Taylor, étude de sint—t)
et donc nous avons le résultat :
S'te}oq 1 L >1>0
1 y = |, alors —— — .
2 sint ~ t

2 1
2. Que conclure pour/ — dt?
o sint

s
21 2 1
Comme / — dt diverge, il en est de méme de / — dt
o ¢t o sint
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Exercice 10 :

1
1. a est un réel ; étudier suivant les valeurs de a la convergence de I'intégrale / 2% (6 — (6 +2°) sinz) da
Jo

Il faut faire un développement limité de la fonction z¢ (69: - (6 + 1’2) sin x) pour trouver une
fonction équivalente au voisinage de 0.

3 5
Or, & l'ordre 5, nous avons : sinx = x — % + f% + ¢ (z), et & lordre 5, (6 + 2?)sinz =
7;(;5 . . o\ . 7$a+5 5
6x — 0 +a%¢ (x), ce qui, apres les calculs, nous donne x¢ (6$ — (6 +x ) sin x) T +2°e (x)
7ma+5
On peut donc dire qu’au voisinage de 0, z® (63: — (6 + x2) sin x) ~ 50

1 1
Or, l'intégrale / % dx ne converge que si @ > —1. Ainsi, I'intégrale / x? (Gx — (6 + wz) sin x) dx
0 0

ne converge que si a +5 > —1, c’est a dire a > —6

1
et qu'au voisinage de 1

1 1
v (1— )r—>o\f z(l—xz) o1 Vl—a

2. (a) Montrer qu'au voisinage de 0,

Aucune difficulté : on fait le rapport des fonctions, et on démontre que la limite est 1

(b) En déduire la convergence de I'intégrale / I
\/ T - ZL'
Soit ¢ € ]0; +1]
c
— Considérons l'intégrale /

1 1
0 Ved-o) mmf

1
/ dx est convergente, et donc l'intégrale / T dx est, elle aussi, conver-
0 xX — X

dz. Au voisinage de 0, L’intégrale

gente
— Considérons maintenant l'intégrale
1 N 1
Vel —z)z=1yT—a
1 1—c
Nous avons, par le changement de variables = 1 — x, / —— dr = /
c V 11—z 0

dx. Cette fois ci, au voisinage de 1,

[ 7

du qui

-

converge. Donc, I'intégrale dx est aussi convergente.

/1 1

e Vr(l—x)

1

/ __r dx est bien convergente
0 Vva(l—x)

En conclusion, I'intégrale

Exercice 11 :

tedt
On considére I'intégrale généralisée / ( ot « et 3 sont deux réels strictement positifs; pour
0

to (1 +tP)
quelles valeurs de « et B cette intégrale est-elle convergente 7
On suppose donc a > 0 et 8 > 0, et soit ¢ > 0

1 1
— Alors, en 0, m gy . L’intégrale / — ne converge que si a < +1, et donc l'intégrale

€ dt
/O m ne Converge que Si a < +1
1

(1418

| e :
— En +o0, ; ) R Bra L’intégrale /C preawy ne converge que si 8+ a > +1, et donc

e dt
Iintégrale / ————— ne converge que si f+a > +1
et (1417
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O<a<+1

oo dt
E these, 'intégral
n synthese, ' egra e /0 to ( B +a > +1

Ttﬁ) converge si {

Exercice 12 :

00
d
1. (a) Montrer la convergence de I'intégrale /0 i@ f?) @+3)
1

(x4+1)(z+2)(z+3)

Il n’y a pas de probleme en 0, puisque la fonction est continue sur Rt ;

il faut donc s’intéresser a +oo.
1

(z+1)(z+2)(x+3)

1 Hoo
En +00, la fonction est équivalente & — ; comme l'intégrale / —dr
1

3’ x3
dx
x+2)(z+3)

+oo
est une intégrale de Riemann convergente, il en est de méme de /
o (z+1)(

oo dx
(b) Calculer /0 CEEFICEE)

La premiere étape consiste a décomposer

1
(z+1)(x+2)(x+3)

en éléments simples. Tout

calculs faits, on trouve :

1 1 1 1
W, SR 42
(z+D)(z+2)(x+3) z+1 z+2 x+3
Soit T' > 0. Nous allons calculer / ! & uis calculer lim ' du
' v @+D@+2)(@+3)? T4 fy @+ 1) (@+2)(@+3)

D’apres la décomposition en éléments simples, nous avons :

T
/0 (m+1)(xdf2)(x+3)= In o+ DJ§ = o+ 2 + 5 o+ 3]

ln(T+1)—ln(T+2)+%ln(T+3)) - (—ln(2)+%ln(3)>

ln(T—l—l)—21n(T+2)—|—1n(T+3))_1n§

(T+1)(T+3)_ln£ ?
(T +2)° 2

Or, nous avons _lim 1ln w =

I
N =N = /NN —
— N | =

=3

TS 00 2 (T +2)°
b /+°° dx 2
onc =In—
o (@+1)(z+2)(z+3) V3
“+oo
x dx
2. (a) Montrer la convergence de / S T E—
0 >+t +ax+1
Pas de grande difficulté ; 1a fonction T st continuesur RY ; il faut donc s’intéresser
B+ +r+1 .
a 4o00. Or, en +oo la fonction m est équivalente a pol Comme l'intégrale
+oo +oo
" . ey s x dz
/ — est une intégrale de Riemann convergente, I'intégrale / —— 5 5 est donc
1 T 0 P+t +1

aussi convergente.
(b) Calculer cette intégrale
T

La premiere ¢étape consiste a décomposer ———————
o tat+ao+1

en éléments simples. Tout calculs

faits, on trouve :

x x4 i _1(:v+1 1 )
B4+a2+z+1 2241 z+1 2
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T dr

Br2trt+1l puis calculer

T
Soit T" > 0. Comme tout a I’heure, nous allons calculer /
0

. T r dx
lim

T4 fy @3 +22+2+1°

T T T
1 1 1 1
Nous allons calculer / x;_ — dr = / i dr — / dx
o z2+1 z+1 0 x2+1 o x+1

1
7/ por =[nz+ } =In(T+1)

/ v+l /T T +/T L
— ——— dx
x2+1 o z2+1 0o x2+1

— dx = [arctan x]g = arctanT

0 9:2+1
T 1 (" 2 1 r 1
_ dr = = 7(1:7121:—1T21
| s e
T
1 1 VT2 +1
—Donc/ x2+ dz ln(T2+1)+arctanT In(T+1)=In Vit +
o z2+1 w+1 T+1
arctanT'
VTZ+1 T 1+ V14 1+ 4
Or, In T2 =1In kf? . Comme lim 732:1,
T (1+3) e T )
1+T2
nous avons lim In| ——< | =
Too (1+7)
T et 1

. 7T . s
D’autre part, Thm arctanT = —, nous avons donc lim r = —, Cest

oo 2 Toteo o 2241 z+1 2

s di /+°° x dx T
a dire —_—— = —
o a¥4x+z+1 4

Exercice 13 :

Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle [a; +00[. On suppose que . 1121 f@t)=1L
— 400

et que L est finie.

—+oo
Est-il possible, suivant la valeur de L de conclure quant a la nature de / f@)de?
a

La réponse est NON : connaissant la valeur de L, on ne peut rien conclure
— Supposons L >0

L
Il existe A € [a;+00] tel que, sit > A, alors |f () — L| < 3 c’est & dire, de manieére équivalente,

L 3L
sit> A, alors—\ (t)<

Soit X > A, alors/ f@) dt= /f dt+/ ft

f étant continue par morceaux sur Uintervalle [a;4o0[, 'intégrale / f (t) dt ne pose pas de

a
probléeme.

Par contre/ f@) dt > (X A).

L
Donc,/ f(t)dt}/ f(t)dt+§(X—A)
a I a ¥ oo
Comme lim — (X — A) = 400, nous avons Xlir_r; f(t) dt = 4o0. L’intégrale/ f () dt
— 100 a

X—+4+o0
est donc divergente.
— Supposons L < 0

a
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+ o0
Considérons g = —f,; alors, tligl g(t) = =L, et =L > 0; donc, l'intégrale / g (t) dt est
— 400

+oo
divergente, c’est a dire que l'intégrale / f (t) dt est donc divergente

a
Ainsi, si , ligl f (&) = L, il est nécessaire que L = 0, mais cette condition n’est pas suffisante; par
—+00

exemple :
—+o0
1 1 . 1
- / plt=gct,m 5=0
+oo 1
— Mais, / — dt diverge, alors que lim — =0
L Vi 5 BRI SV Vi

Exercice 14 :

Soit f définie sur R™ pour n € N* par :

1 1
f est affine sur {n — 27;4 et sur {n; n+ 27}
f(x) =0 ailleurs

Une autre facon d’exprimer f peut étre donnée par :

f(x):2"(x—<n—2in)) six € {n—%;n}

flx)y=-2" <:L‘— (n—&—%)) siz € |n;n+ 2%}
f(x) =0 ailleurs

—+o0
Montrer que f n'admet pas de limite lorsque t tend vers +o00, mais que / f (t) dt converge
0

Il est tout & fait clair que, par construction, f est continue, positive et bornée par 1 (nous avons, pour
tout t € R, 0 < f (¢) < 1. D’autre part, f n’admet pas de limite en +o0
1
n+sn
Il n’est pas inintéressant de calculer / ) f(t) dt. C’est, en fait, aire d’un triangle de base de longueur

7’7,727

n

2 nr 1
on et de hauteur 1. Nous avons donc / LS (t) dt = on
=g

Soit z € R*. Nous allons considérer I'intégrale / f (t) dt, puis, rechercher lim / f(t) dt
0 0

T—+00

. 1 1 . 1
Ilex1sten€Ntelquen-§§z<n+§;enfa1t,nesttelquen: x+§

1 1
n—g al n+§
Alors, / f@) dt < / f()dt< / f(t) dt, c’est a dire :

0 0 0

n—1 n—1
1 ¢ 1

Yoy rwa<y o
k=1 0 k=1

n—1 n—1 n—1
1 1 1
Or, E oF est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 5 et E ok = 1-— (5) .

k=1 k=1
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Par la définition de n, lors que z tend vers 400, n tend également vers +oo et donc liIJIrl ft)dt=1,
r—r 400
0

+oo
c’est a dire / f(t) dt =1, alors que le fonction f n’admet pas de limite.
0

Exercice 15 :

Soit f, une fonction continue sur R et a valeurs dans R (autrement dit, f € C°(R). On suppose que
lim f(x)=1Lyet lim f(x)=Lo
r— — 00

r— 400
+00 +o0
1. Démontrez I'existence de / fx+1)— f(x) dz, puis ca/cu/er/ flx+1)= f(z) de
Considérons F (z / f () dt; f étant continue sur R, F est dérivable sur R et de dérivée

= f.Nous allons étudier / f+1)—f(t) dt

/ft+1 /0 dt—/f
/ t+1)dt—F

f ) du — F (z) par le changement de variables u =t + 1

1)—F(1) - F(x)
F(x+1)—F(a:)—F(1)

[}

I
H\

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe 0, € Jx;x + 1] tel que F (x 4+ 1) — F (z) =

f(0z)
+oo
Lorsque z tend vers +o0, 6, tend aussi vers +oo ; on en déduit alors que / f+DH)—=f() dt=
0
Ly —F(1)

Si nous considérons, maintenant / f(t) dt, par une démonstration semblable, nous obtenons
0
| tarn-swa=-ro-Le

+oo
Nous avons donc / fle+1)—f(z)de =Ly — Lo

+oo
2. Ca/cu/er/ arctan (x + 1) — arctan (x) dx

— 00

. u . 7r
Nous avons lim arctanx = — et lim arctanxz = ——, et donc
r—r+00 T——00 2

) o T T
/ arctan (x + 1) — arctan (z) dx = 5~ (——) =7

Exercice 16 :

1
- 7z m -
1. Démontrer la convergence de l'intégrale / e dx
o Inz

r—1

Il y a deux problemes qui se posent & cette intégrale : en 0 et en 1. Posons f (z) =

Inx
— En 1

Inx xz—1
= 1, on peut donc prolonger
1 Inz

En utilisant la limite remarquable lim1 en 1 en posant
r—

F)=1.

Nous sommes devant une intégrale < faussement impropre > en 1
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— En 0

N I f(”“"_1>—1' %(z
ous avons mlg%) . Inz / zlg%)x Inx

1
) =0, c’est a dire qu’il existe a < 1, a = 3 tel

1 ‘x
que 1111})1:2 f () = 0 et donc l'intégrale / dx existe, pour tout ¢ € ]0; 1]
T—>
0

nx
te—1
Donc, I'intégrale / — dx est convergente.
o Inz

2. Utiliser le théoréme des accroissements finis pour démontrer que pour tout x € ]0; 1],

1
l—-—<he<z-1
T

Soit € |0; 1[. Ecrivons le théoréme des accroissements finis entre z et 1 pour la fonction Inz
Il existe donc ¢ € |x; 1] tel que

Inz —Inl Inx , 1

= =In"c=-

r—1 x—1 c
1 1 1 1
Comme = < ¢ < 1, nous avons 1 < — < —, c’est a dire 1 < iy .
c r—1 =«

Tout en remarquant que z — 1 < 0, nous multiplions par = — 1, et nous obtenons :

x—1

<lhz<z-1
Ce que nous voulions.

T 0
; 1
3. Soit T €]0;1[,; démontrer que / Ly = / —dx
o Inzx o Inz

2

du du
En faisant le changement de variable w = x*, nous avons T 2r <— xvdr = 5 et alors :
x

T T2 T2
1 d 1
[ [ [T L,
o Inzx 0 §lnu2 o Inu

T
4. (a) En déduire un encadrement de /

Nous avons :

T, T T T2 T T2
/ gc 1dm:/ —x-dx—/ de:/ de—/ LdJU:/ Ldoc
o Inz o Inz o Inz o Inz o Inz r Inz

< ! < ! t d
— < —— et donc :
r—1 lnz -1’

T2 1 T2 1 T2 T
/ da:</ —dx</ dx
T x—1 r Inz T x—1

T 2 )
— Or, 1da::[1n|x—1|]T =In|T? - 1| —In|T — 1| =In|T + 1]
T -

z—1 .
Nous avons, pour 0 < z < 1, —— < lnx < x—1, c’est a dire
T

T r—1+4+1 1
— Et = =1 t d
x—1 rz—1 +:L’fle one
T2 T2 1
T

/ dr = / 1+ dx

r x—1 T gc—12

T

— fe+Infe— 1))}

= T*-T+|T?-1|— [T -1
= T?-T+h|T+1|
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Nous avons donc
TZ
1
<T27T+1n|T+1|</ —dx <In|T+1|
r Inz

-1

-1
(b) Démontrer que / drx =1n2
o lnz
Le—1 Tr—1 T
Nous avons / dr = lim dr = lim —dx.
o Inzx T—1 ), Inz T—1 ) Inz

Or, lim In|T + 1| = lim T2 — T + In|T + 1| = In2. De I'encadrement
T—1 T—1

T2
1
<T2—T+1n|T+1|</ ——dx <In|T +1|
7 lnx

T2 T
-1
Nous avons lim —— dxr =1n2, c’est a dire lim m dr =1In2
T—1 Jp Inz T—1J, Inzx
1
-1
Nous avons donc bien : / x dr =1In2
o Inz

Exercice 17 :

z
Soit f(x) =In(sinz) et I = / (sinz)
0

1. En écrivant f (z) = In (smx) + Inx, démontrer qu'au voisinage de 0, nous avons f (x )~1n:L'.
x
sinx

Le fait que f (z) =1In ( ) + Inz ne pose pas de difficultés.
x

Nous avons lim sin.z =1, et donc lim In (smx) =0

z—0 I x—0 x

ln sin x

En écrivant 1 (@) =1+ ( L ) , nous voyons que lim m =1 et que done, f (z)=Inz

Inz Inz z—0 lnx 0

Etablir alors la convergence de l'intégrale I

2 3
Comme l'intégrale / In  dx est convergente, que f (z) ~ Inz, il en est de méme de / f(z),dx;
0 0

donc I est convergente.

z
2. Montrer que nous avons I = / In (cosz) dx
0

™

2 m
Le probleme de l'intégrale / In (cos z) dx se situe en 5
0
5—€
Pour € > 0, nous étudions donc / In (cosz) dx
0

En faisant le changement de variables t = —x + g === g —t et dt = —dx, nous avons :

/Ogeln(cosx) dx = /;ln (cos (g —t)) —dt

™

= /2 In (sint) dt

™ i

Bl B
Comme / In (sint) dt existe, il en est de méme de / In (cos z) dx, et, de plus :
0 0

™

/2 In (sint) dt = /2 In(cost) dt =T
0

0
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T [sin2z
Puis que 21 :/ In (me T) dx
0

sin 2x .
= sinz cos .

Il faut remarquer que sin2x = 2sin x cos z, et que, donc,

De ce fait :

s

3 in?2 3 3
/ In (sm x) dx = / In (sint) dt —|—/ In (cost) dt
0 2 0 0

= 2]

z
3. Démontrer que/ In (sin2z) de =1
0

d
On effectue le changement de variables u = 2z (donc du = 2dx <= dx = —u)

2
3 1
/ In(sin2z) de = -
0 2
1

S

n (sinw) du

/2 In (sinu) du +/ In (sinu) du)
0 il

2
™
Il faut donc, maintenant, étudier / In (sinu) du. En faisant un nouveau changement de variables

usy
2

/:ln(sinu) du = /0
-

s
V=Uu— 5, nous avons :

NVE

n (sin (v+ g)) dv

[ME]

1
In (cosv) dv =1

z
Donc, / In (sin2z) de =1
0
4. En déduire la valeur de I

Faisons une synthese :

_ 21:/2 1n(5m225”> dz

0
Bl
—/ In(sin2z) de =T
0

Donc : . .
3 in?2 3
/ In (sm x) dzx = / In (sin2z) —In2dx
0 2 0

= / In (sin2z) dx — T2
0 2

Nous avons donc 27T =1 — gan; dou |l = —gln2

[N

1
5. Question de prolongement(non résolue) Que dire de I = / In (sinz) dx ?
0

Exercice 18 :

f ()

+o0o
Soit f: RT — R, continue, telle que / — dt converge.
1

Soient 0 < a <bet0<x <y, eton pose :

F(x,y) :/y 7““);““) dt
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bx by
1. Montrer que F (z,y) = @ dt — / F) dt

Jax Jay l

C’est une question qui ne pose pas trop de difficultés. Nous allons procéder en plusieurs temps :
— Dans un premier temps, on écrit :

F(z,y):/yf(at) dt—/y@dt

t
Y [ (at)

— Dans un second temps, on étudie / ——dt

On fait le changement de variables w = at = du = adt. Alors :

/yf(:*t)dt: REACK T L ACFS

a az u

el

2|

X

100 4y [7 100,

Yy
De la méme maniere, nous aurions
T t bx u

— Faisons une synthese :

Foy) = /“yf(u) - /b:yfw) i

bx
t
2. On appelle G (x) = 1® dt; montrer que lim G (x) =0

ax T—r+00
Remarquons que F (z,y) = G (z) — G (y)
bx ax
N i, [
On peut écrire G (z) = 1 " dt /1 " dt
i) i)

Par hypothese, / —~ dt converge, et on appelle L = / —~ dt ; nous avons alors
0 0

bx ax
lim G(z)= lim G(z)= lim ( &dt— fit)dt>:L—L:0
1

z—+00 z—+00 T—+00 t 1

()~ £(0)

3. Montrer que G (x) = ; dt + f(0)In (é>
a

Jax

Enfin une question facile!!
bx
G o) / f(t>—f(t0)+f(0>dt
_ /"fmf@)f(mdthwdt
a t axr t
b f )= £ (0)
t

-

Or,ln (bz) — In (az) = In (b—$> =1In (g) Donc

ax

G(“/’)Z/abmwdtJrf(O)ln(Z)

x

dt + f (0) [Ine]’"
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4. Montrer que }:IE%)G () = f(0)In (g)
MFAOEFIC)
t

Il faut donc montrer que lim dt =0
x—0

axr
Pour ce faire, soit donc € > 0

Par hypothese, f est continue en 0. Il existe donc 7. > 0 tel quesi0 < ¢t < 7. alors |f (t) — f(0)] < e
Soit maintenant = tel que 0 < ax < bx < 7., c’est a dire x tel que 0 < z < 777)5 Alors,

< [THOIOL [ g (?)

"I -10)

axr t axr ax
bx _
Ainsi, pour tout € > 0, il existe 7. > 0 tel que, si 0 < x < 7, alors, M dt| <e
bx _
Donc lim f=10 dt = 0 et on conclue que lim G (z) = f(0)In (é)
=0 [, t z—0 a
+oo _
5. Montrer que / M dt = f(0)In (é)
0 t a
Soit ¢ > 0 fixé tel que x < c < y
Nous avons : y . b
F(2,y) = / —“G);f( ) gt
IC - y -
L ezt i,
= G(x)—G(C)JrG(C)—G(y)
— On a démontré que lim G(y) =0; donc lim / Jlab) = () dt =G (¢)
y——400 y~> )
. . . f f(at) — f(bt) b
— On a démontré que lim G (z) = f(0)In ; donc lim dt=f0)ln| - |-
z—0 =T a
G (c)
400 _ 400 _
Donc, / flat) = F (o) dt existe et / Jlab) = (1) dt = f(0)In (9)
0 t 0 t a
00 gt g
6. Démontrer que / Mtt—;m(%) dt =1n2
0
La fonction f (t) = Sth est continue sur [0; 4+o00[ lorsqu’on a posé f (0) = 1.

oo f (1) +°0 sint)
D’autre part, 'intégrale / —~ dt = / e dt converge (elle converge méme absolument)
1

Donc, nous avons, pour tout a > 0 et tout b > 0 tels que 0 < a < b :

oo sinat _ sinbt 2 bsinat — asin bt b
/ Mdt:/ —thzln(f)
0 t 0 abt a

+00 . .
2 t— 2t
En particulier si a = 1 et b = 2, nous avons / % dt =1n2
0
7.(a) Soit f :]0, +o00[ — R, continue et telle que lim f (z) = a et lim f(x)=p
aa:;;)(()) r——+00

400 o .
Montrer que /o M dt = (a«— ) In (Z)

_ (Y flat) — f(bt) a0
_/ tdt,G(m)—/M 74

x

Nous écrivons toujours F (x,y) dt, et nous avons

toujours F (z,y) = G (z) — G (y)
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by by
E t _
— Tout d’abord, nous avons G (y) = / = / f()TB dt +/ gdt, c’est a dire
ay ay ay
by b
que G (y) = f() ﬁdt—%—ﬂln(a)
ay
by
Nous allons démontrer que lim / ( ) =5 dt=0
Y=+ J oy t

Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que, si > A, alors |f () — 8] < e
o s s A
Ainsi, pour y tel que A < ay < by, c’est & dire y > —, nous avons :
a

I -8 ]« /by F (=Bl - gm(ﬁ)
ay t ay t a
by _
Done, lim M dt =0,et lim G(y)=FIn <9>
y—+oo t y—+oo a

ay

b
— On démontrerait de la méme maniére que lin% G(z)=aln (7)
T— a

— On conclue donc, avec les mémes arguments que dans la question 6, que

(@8 (7)

(b) Applications

i. Montrer que

ii.

iii.

dt = ——=1In2
t 2

/+°° arctan (t) — arctan (2t) T
0

T
Nous avons lim arctant = 0 et lim arctant = —, et nous appliquns les résultats de la
t—0 t—+oo 2

question précédente avec a =1 et b = 2

+o0
. tanh (3t) — tanht

Etude et existence de / anh ( )t an dt

0

et — et
Nous avons tanh? = ———, et donc lim tanh¢ =1 et lim tanht =0

e’ —e t—4o0 t—0

+oo
tanh (3t) — tanh ¢ 1
Donc, d’apres I'étude précédente, / anh ( )t an dt =—1ln <7> =1In3
0
+oo 6721‘ e %

On considére A = / 7(13: ; montrer que A = / ——dx ; en déduire A

In(l—ux) 0 x

1

cerci . PN s istai

Dans ’exercice 13, nous avons réussi a montrer que l'intégrale dx existait, et que
0

1
méme/ z 1da::ln2
o Inz

1
Dans A = / %dm, il est possible de faire le changement de variables u = 1 — z,
o In(l—=z

nr

donc z =1 —u et de = —du.

1 0 _ 1 .
Donc,A:/ de:/ g—du:/ leu:—an
o In(1—1x) 1 In(u) o In(u)

La question posée ici, propose une autre fagon de calculer cette intégrale
En faisant un autre changement de variables :

u=lh(l-z)<=l-z=c"<=zx=1—-¢"
Et donc, en passant aux différentielles :

du ! ! ! eV = dx e'd
—_— = e = = — = — U
de 1—z z-1 (1—ev)—1

[T s,
0 t
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U u
variables v = —u, nous avons :

0 u 2u 0 —v —2v +oo [ —2v —v
e — € e — € e — €
Az/ 7du=/ 7—dv=/ —dv
e U too —v 0 v

v

—00 | _ eu 0 el — p2u
Dou A = / —e"du = / ———du. En faisant un nouveau changement de
0

— 00

=1let que lim e ¥ =0, nous avons :
v—+00

+oo —2v _ _—wv
/ idvzlxln(l):—lrﬂ
0 v 2

Ce que nous savions déja!!

Sachant que lim e~
v—0

Remarque : Quel lien y-a-t-il entre les questions 1 3 6 et la question 77

L)

Dans la question 7, on ne s’intéresse pas a la convergence d’une intégrale du type / —~ dt, seulement
1
a lexistence de limites finies en 0 et +00

— 1l aurait été impossible d’appliquer les questions 1 a 6 & la fonction arctant puisque 'intégrale
T arctant .
—— dt diverge.
1 t
mt

i
— Il aurait, par contre, été tout a fait possible d’appliquer la question 7 a la fonction 5

Exercice 19 :
1

—+o0
1. Dans cette question, nous considérons l'intégrale / ——dx
« 1 ﬂ
e % (Inx)

+o00
(a) On suppose « = 1. L'intégrale / ——5dx est-elle convergente ?
e xz(lnzx

— On suppose g # 1

T
1
Soit T > e, et on considere / —(—dx. Nous avons :
e T

Inz)”

/mdznz / é(lnx)_ﬁdx
{(lnw)ﬂH}T

_6 +1 .
1 1
= 51 —1
1=58\(Inz)
. . B—1 . T 1 1
e Si 8 >1,alors, lim (Inx) = 400, et donc lim ﬁd:c =
r——00 z—=+oo [, g (ln .’L') ﬁ —1

—+oo
L’intégrale / 7Bdm est donc convergente.
e z(lnz

e Si B < 1, alors = (lnx)lfﬁ et lim (lnx)lfﬂ = +o0; lintégrale est donc

(lnar;)ﬁ_1 z—+00
divergente.
T4 .
— Si B8 =1, alors /e xlnxdx = [In(|lnz|)], =In(|InT)

—+o0
Comme lim In(|InT]) = +o0, 'intégrale / dz est divergente.
T—+oco e

zlnzx
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+oo
1
(b) Etudier la convergence de I'intégrale / ————dx lorque o # 1
e a%(Inz o

— On suppose a < 1

1 1 e
Alors, pour tout v € R, nous avons — 5= X 3
z« (Inz) 7 (Inz)
e
On peut choisir v tel que a < < 1, et alors lim =400

T—+00 (h’l 1.)ﬁ

Yo 1
Il existe donc A > 0 tel que, si x > A, alors LB > 1, et alors, sit > A, — 5 =
(Inz) z® (Inx)
1 e 1
xY (ln z)ﬁ xY
+oo 1 +oo 1
Or, / —dx diverge si v < 1, et donc / 75(190 diverge
e TV e 2%(Inx)
— On suppose maintenant a > 1
1 1
Pour v € R, nous avons z7 x 5 )= 7
xz® (Inx) x*=7 (Inz)
On peut choisir v tel que o > v > 1 et alors, lir+n 27 (In x)ﬁ = +00, c’est a dire
Tr—r+00
1

li =

m —
r—+00 pa—y (ln ZT)B

1 too 1
Nous avons bien, lim z7 x —3 | = 0, et donc / ﬁdaj converge.
o0 z® (Inz) e xz%(Inz)
Synthese
a<l a=1 a>1

B <1 | Diverge | Diverge | Converge
B =1 | Diverge | Diverge | Converge
B > 1 | Diverge | Converge | Converge

1
© 1
2. Etudier maintenant la convergence de / ﬁdw
0 @ (Imal)
. . 1 du 1 9 .
On fait le changement de variables u = n donc i) <= dt = —udu; d’'ou :

g 1 ¢ —du oo du
—— dr = — = — 5
o z%(|lnx|) +oo u”%u? (|Inu|) e w2 (lnu)
Donc :

— Si2—a < 1<= a>1, alors I'intégrale diverge.

— Si2—a>1<+<= a <1, alors I'intégrale converge.

— Si2—a=1let f>1<= a=1et §>1, alors l'intégrale converge.
— Si2—a=1let <1< a=1et <1, alors I'intégrale diverge

Exercice 20 :
e +m
1. Etudier la convergence de / t* e tdt
1

Question des plus classiques!!

Nous avons lim 2 (t*7te™!) = lim (t**le™!) =0
t—+oo t——+o00

1
Il existe donc A > 0 tel que sit > A, alors ¢2 (tzfle*t) < 1, et donc, sit > A, alors (tifle*t) < 2

+oo 1 +o0
Comme / t—zdt converge, il en est de méme de / t*letat
1 1

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 123



Chapitre 4 Intégrales généralisées 4.5 Quelques exercices corrigés

1
2. Montrer que / t*“Le~tdt ne converge que si x> 0
0

1 1
1
Au voisinage de 0, t*le™? %t”_l et Uintégrale / t*ldt = / - e~ 'dt converge si et seule-
0 0
ment si 1 —x < 1, c’est a dire x >0

Ce que nous voulions

+oo
3. Quel est le domaine de définition de T" (x) = / t*letdt ?
0

+oo c +oo
On découpe l'intégrale. Soit donc ¢ > 0; alors, / t*le tdt = / t*Le~tdt +/ t*letdt
0 0
o0 ¢
Nous avons montré que / t*“le~tdt converge pour tout z € R
(&

(&
Nous avons montré que / t*~Le~tdt converge pour tout z > 0
0

“+o0
Donc, l'intégrale / t*“Le~tdt ne converge que pour z > 0, et le domaine de définition de T (z)
0
est donc R**
4. Démontrer que, pour tout x >0, T'(x + 1) = aT (z)
+oo
Nous avons I' (z + 1) = / t e tdt.
0
Nous allons décomposer I'intégrale en 2.

+oo c +oo
Soit donc ¢ > 0, alors / tPetdt = / tTe~tdt +/ tTe~tdt
0 0 c

(&
— Calcul de tYe " dt
0
On fait une intégration par parties :

u=t* o =axt*!

vV=elbt v=—e"
(& (&
N _ _41cC 1 _
D’ou/ tPetdt = [ftxe t]0+x/ t*letdt
0 0
— — . —11C — ’ .
Or, tPe™" = e"mfe~! et lime®? = 0; donc [—t%e '] = —ce™ ¢, et nous en déduisons :

t—0

C C
/ tTetdt = —c®e ¢ 4+ a:/ " Letdt
0 0

—+o00
— Calcul de/ tTe tdt

(&
Nous faisons toujours une intégration par parties :

u=t* o =axt*!

vV=elt v=—et

+o00 " +oo
Dol / tretdt = [—t"e7] 7 + :17/ e ldt
C (&
Or, lim t*e~*=0; donc [—t”e‘t]joo = c%e~°, et nous en déduisons :

t——+o00
—+oo +oo
/ tTeTtdt = cFe ¢ + x/ t*leTtdt
C C

c +oo +oo
Doul (z+1)=—c®e“+ x/ t* e tdt + e ¢ + :E/ t*le~tdt = :C/ t* e~ tdt
0 c 0

Nous avons bien I' (z + 1) = T (2)

https://mathinfovannes.fr Le cours de L, Jean-Luc EVENO(@© page 124



Chapitre 4 Intégrales généralisées 4.5 Quelques exercices corrigés

5. Calculer T' (1)

+oo
De maniere évidente, I' (1) = / e tdt = [—e] goo =1
0
En déduire T' (n) pour n € N*

En utilisant la relation I' (x + 1) = aT" (), et le fait que I' (1) = 1, pour n € N*, nous avons :

Fn)= (n—=1)T(n-1)
F'n—=1)= (n—2)T'(n-2)
'n—2)= (n—3)T(n—23)

r@) = or©)
r@E) = ra

Et en faisant le produit télescopique, qui arrive a des simplifications termes a termes, nous obte-
nons;

I'(n)=(n-1)!

6. Calculer T' (%)

1 oo +oo e_t
Nous avons I (7) = / t2 e tdt = / Z_dt
2 0 0o Vit
1

d

On effectue le changement de variable v = v/# alors QL - <= dt = 2udu
dt 2/t

Alors :

1 400 et 400 e—u2 400 9
F<7>:/ —dt:/ 2uduz2/ e " du=+1
2 0oVt 0 u 0

1
Nous avons donc T (5) =7

1 2n)!
7. Démontrer, par récurrence que, pourn € N, T' (n + 5) = %
'n!
1 2n)!
Nous allons donc démontrer, par récurrence, que pour n € N, T’ (n + 5) = %
n!

x Vérifions pour n =0
1 1
PournzO,F(O—i—i) :1"(5) =7

VER X0 _ Va(l)
22x0() 1x1

= /7 puisque 0! = 1. La proposition est donc vraie pour n =0

1 2n)!
* Supposons qu’au rang n, nous ayions : I (n + 5) = %
n!

x+ Démontrons la propriété a ’ordre n + 1

1 1 1 1
F(n+1+§)—I‘(n+§+1)—(n+§)F(n+§).Donc.

(s ))= rlode) <o oo

2n+1 y V7 (2n)!
2np!
(21124— 1) (2n2+ 2) " V7 (2n)!
2(2n + 2) 92np)

200+ 1)7

22 (n+1) x 227n|

2+ 1)\/F

22(n+1) (p 4 1)!

La propriété est donc vraie a 'ordre n + 1
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1 2n)!
Donc, pour tout n € N, I’ (n + 7> = M
2 22np)
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