Chapitre 6 Les séries de fonctions 6.2 Théorémes généraux

6.2 Théoremes généraux

CERTAINES LITTERATURES APPELLENT AUSSI CES THEOREMES GENERAUX, DES
THEOREMES DE TRANSFERT. L’IDEE EST EFFECTIVEMENT DE VOIR CE QUI SE PASSE LORSQUE LES
FONCTIONS ONT CERTAINES QUALITES, ET SI CES QUALITES SONT CONSERVEES PAR <« PASSAGE AUX

SERIES >

Les outils utilisés dans cette section repremnent en tres grande partie, ceux exposés dans les suites de
fonctions de Ly. Ils seront rappelés lorsque cela sera nécessaire

6.2.1 Théoreme d’interversion des limites pour les séries de fonctions

Soit (fn),cn une suite de fonctions définies sur D C K et a valeurs dans K. Soit a € D. On suppose :

1. La série de fonctions E fn converge uniformément sur D vers une fonction S

n=0
2. Pour tout n € N, lim f,, (z) = (a)
zeD
Alors
1. La série numérique Z I, (a) est convergente dans K. Appelons L (a) = Z I, (a)
n=0 n=0

2. Nous avons lim S (z) = L (a); autrement dit :
veD

i (X500 ) =X ()

xeD n>0 n>0 \z€D

Démonstration

Avant de débuter la démonstration, nous allons rappeler un théoréme vu en L :

Soit D C R et a € D adhérent 3 D. Soit (fn)pen une suite de fonctions définies sur D telles que :
= Jim fn (5)=ln

xeD
= La suite de fonctions (f), <y converge uniformément vers une fonction f définie sur D
Alors
—— La suite (l")nEN admet une limite [ € K, c'est a dire lim [, =1
n—-+oo
— La fonction f admet une limite lorsque x tend vers a, plus précisément : }iinaf (z) =1

zeD

i (o) - (o 0)

Nous avons donc :

n
Nous allons appliquer ce résultat a la suite de fonctions (S,),,cy ot Sy (z) = Z fn ()
k=0

— D’apres I'hypothese, la suite (S, ),y converge uniformément vers la fonction S
— D’apres les théoremes classiques sur les limites, nous avons :

n

lim Sy (2) = lim (Y fu(2) | = lim fo (2) =Yl (a) = Ly (a)

xeD z€D \k=0 k=0 €D k=0

Donc, d’apres le résultat vu en Ly :
— La suite numérique (L, (a)),cy converge dans K, c’est a dire que lirf L, (a) = L(a), c’est a
n—-—+0oo

dire, traduit en termes de séries :

n—-+4oo

lim > "l (a) = L (a)
k=0
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La série numérique Z l,, (a) est convergente et a pour somme L (a)
n=0
— Et lim S (z) = L (a)
z€D
Ce que nous voulions

6.2.2 Proposition

Soit (f")nEN une suite de fonctions définies sur D C K et a valeurs dans K. On suppose :
1. La série de fonctions Z fn converge uniformément sur D vers une fonction S
n=0

2. Pour tout n € N, les fonctions f,, sont continues sur D

Alors la somme S = g fn est une fonction continue sur D
n=0

Démonstration

On rappelle le résultat vu en Ly :

La limite uniforme d’une suite (fy), oy de fonctions continues est continue.

n
— Appelons S,, = Z fr; S, est une fonction continue sur D, comme somme finie de fonctions

k=0
continues sur D

— La suite (S,),,cy converge uniformément vers la fonction S
La fonction S est donc continue sur D

Exemple 4 :

Exemple et contre-exemple :

1. On considere la série de fonctions Z oot frn(x)=(1—x)a™.
n=0
> Cette série converge simplement sur Uintervalle [0; 1] vers la fonction S définie par :

{S(x)zlsixe]OH—l[
S(0)=S5(1)=0

> La fonction S n’est pas continue sur [0; 41

> La série de fonctions g fn ou fp (z (1 — ) 2™ ne converge donc pas uniformément sur

n=0
I'intervalle [0; +1]
e*’I’LZL’2
2. Considérons la série de fonctions Z 3
n>1 n
777412 677741)2 1
> Nous avons, pour tout z € R, | ——| = s— < —
n n n
1 e~na’
La série numérique Z — est une série de Riemann convergente ; la série Z 5— est donc
n>1 n n>1 "
normalement convergente sur R. Elle est donc uniformément convergente sur R
e—nxz e—nxz
> Pour chaque n € N*, la fonction ——— est continue sur R et donc la somme S (z) = Z 5
n n>1
est elle-méme continue sur R )
> Nous avons, en particulier S (0) = Z % =2
=t n 6
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FIGURE 6.1 — Une visualisation des sommes successives (jusque n = 5) amenant au graphe de S

—77“’32

3. La série de fonctions Z (—=1)" 7 est continue sur R

"0 (n+1)
Nous avons, pour tout n € N, la fonction (—1)" (e_—:gf)?) continue sur R en entier.
D’autre part, pour tout z € R, nous avons : !
‘(_l)n AN S S
(n+1) (n+1) (n+1)

_nfL'2
" 5 est donc

. 1 . . .
La série E ———— est une série de Riemann convergente ; la série E (-1)
50 (n+1) 50 (n+1
uniformément convergente sur R.

—naz2

Nous en déduisons donc que la série de fonctions Z (-n)"

= est continue sur R
"s0 (n+1)

Exercice 8 :

Soit « un réel tel que @ < 2. On considere la série de fonctions Zx%ae*m définie sur l'intervalle
n>=1
[0; +oo]
1. Démontrer que cette série est simplement convergente sur [0; +00]

27aefnz

2. Démontrer que, si 1 < a < 2 alors la série Z T
n>1

n’est pas uniformément convergente sur

I'intervalle [0; +o0].

2—&6—

3. Montrer que si a < 1, alors la série Z x ™ est uniformément convergente sur [0; +oo]

n>1
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6.2.3 Théoréme sur la dérivation

Soit Z fn une série de fonctions définies sur D C R et a valeurs dans C.
n=0
On suppose que :

1. Pour tout n € N, f,, est dérivable sur D (c'est a dire que, pour tout n € N, f/ existe et est défini sur
D)

2. ll existe x¢ € D tel que la série numérique E fn (x0) soit convergente
n=0

3. La série de fonctions E ), converge uniformément sur D
n=0
Alors :

1. La série de fonctions E fn est uniformément convergente sur D vers une fonction S
n=0

2. La somme S = Z [ est dérivable et S’ = Z I

n=0 n=0

Démonstration

C’est I'application aux sommes partielles du théoréme vu en L :

Soit (fn),cn une suite de fonctions dérivables sur un intervalle [a;b] et a valeurs dans C.
On suppose que :

> Il existe ¢ € [a;b] tel que la suite numérique (fn (c)), cn converge

> La suite (fwll)nel\! des fonctions dérivées des f;, converge uniformément sur [a;b] vers une fonction ¢
Alors :

1. La suite de fonctions (fx), <y converge uniformément sur [a;b] vers une fonction f

2. f est dérivable sur [a;b]

3. Pour tout z € [a;b], f/ (z) = ¢ (z) <> [ (x)

lim f] (x), c’est a dire que nous avons :
n—-+4oo

’
lim f,’L:( lim fn)
n—-+oo n—-+oo

La démonstration est donc laissée en exercice

6.2.4 Corollaire

Soit Z fn une série de fonctions définies sur D C R et a valeurs dans C.
n=0
On suppose que :

1. Pour tout n € N, f,, est de classe C! sur D

2. La série E fn est simplement convergente
n=0

3. La série de fonctions E f), converge uniformément sur D
n>0
Alors :

1. La série de fonctions E fn est uniformément convergente sur D vers une fonction S
n=0

2. La somme S = Z fn est de classe C! et S" = Z 1

n=0 n=0

Démonstration

La démonstration est laissée en exercice.
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Exemple 5 :

xn

Retravaillons la série de fonctions de terme général f, (x) = —.
n

Nous avons démontré que cette série convergeait simplement sur Uintervalle [—1; 4+1[ et uniformément
sur tout intervalle [—a;—+a] o 0 < a < 1 (en fait, la série converge uniformément sur tout intervalle
[a; 0] C]=1;+1[)
Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [—a;+a], et donc Z — est continue sur [—a; +a]
n
n>1

D’autre part, pour tout n € N, nous avons f, (z) = 2"~ !, et la série Z "l = Zx” est elle aussi

n>=1 n=0
uniformément convergente sur [—a; +a]. Nous avons alors :
!
z" n 1
—_— = €T =
PRl BB e
n>1 n=0
™ o"
D’otli, en passant a la primiti — = —In(1- ; = S — =
, P primitive, Z - n(l—=x)+ k; or, pour z 0, nous avons Z
n>1 n>1
I’I’L
—In(1—-0)=0,douk=0,etd — =—In(1 —x).
( ) =0, d’on , et donc Z - n(l—ux)
n>1
o (="
En prolongeant par continuité en x = —1, nous obtenons Z =—In2.
n

n>1

6.2.5 Théoréme

Soit (fn),cn une suite de fonctions définies sur un intervalle [a,b] C R et a valeurs dans C
On suppose que :

1. Pour tout n € N, les fonctions sont continues sur I'intervalle [a, b]

2. La série de fonctions E fn converge uniformément vers une fonction S
n>0

Alors
Si nous définissons F,, (z) = / fn (t) dt

1. La série de fonctions E F,, converge uniformément vers une fonction
n=0

2. Pour tout z € [a,b], la fonction X est définie par :

C'est a dire que nous avons :

) mfn(t)dtZ/Zan(t)dt

n>0"a @ pn>0

Démonstration

Nous allons commencer cette démonstration par un lemme de rappel sur les suites de fonctions

Lemme
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Soit (fn),cy une suite de fonctions définies sur un intervalle [a,b] C R et a valeurs dans C
On suppose que :

1. Pour tout n € N, les fonctions sont continues sur l'intervalle [a, b]

2. La suite de fonctions (fn), <y converge uniformément vers une fonction f
Alors

x
La suite de fonctions (Fy),, oy définies pour tout x € [a,b] par Fj (x) = / fn (t) dt converge uniformément vers la fonction
a

x

I définie, pour tout x € [a,b] par F (x) f (t) d

Une nouvelle fois, nous avons : lim / fn (t) dt = / lim  fy (¢) dt

n——+oo n—-+oo

Démonstration

1. Comme pour chacun des n € N, la fonction f, est continue, f, limite uniforme de la suite ( fn)neN est

bien une fonction continue et F (z) = / f (t) dt est bien définie

2. Démontrons que la suite (Fy,), oy converge uniformément vers F.

</ [fn (£) — f ()] dt
Soit € > 0

Comme la suite (fn),cy converge uniformément vers f, il existe N € N tel que, si n > N, pour tout
5

t € [a,b], nous avons |fn (t) — f(t)| < Tl
—a

x
Donc, pour n > N, nous avons / [fn(t) — f(@)] dt <

Pour tout z € [a, b], nous avons :

|Fn (2) — F (2)| =

/ (fn () = f (1)) dt

‘bs |><|bfa|=€
—a

Ainsi, pour tout € > 0, il existe N € N tel que, si n > N, pour tout = € [a, b], nous avons
[P (z) — F(z)| < €

La suite (Fp), cy converge donc uniformément vers F

11 suffit, maintenant, de considérer la suite des sommes partielles S, Z S

> Pour chaque n € N, les S;, sont continues comme somme finie de fonctlons continues.
> La suite (Sn),cy converge uniformément vers S

Donc la série de fonctions Sp (t) dt converge uniformément vers la fonction / S (t) dt.
Nous avons donc bien ‘

nll)ffoo /a k2=ofk (t) dt :nligloo Z ) dt :/a nll)r}rloo an dt
x
Autrement dit Z Jn (t) dt = / Z In(t
n>0v 2 n>0
Remarque 8 :

C’est un exemple de permutation des signes Z et /

Exemple 6 :

Soit h > 0
Montrer que la série Z ne
n>1

~" est uniformément convergente sur [h; +o00].

Soit S sa somme. Poura € R et b € R tels que h < a < b, ca/cu/er/ S (x) dz

Je trouve qu’il y a 2 fagons de répondre a la question, et je vais tenter de la faire.
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1. Premiére méthode
Soit fp () =ne™""; cette fonction est définie et continue sur I'intervalle [h; 4-o00].
Pour tout z € [h; +oo], nous avons 0 < e™™* < e~ et donc, pour tout = € [h; +00[, nous avons
< fn (z) < et
Comme h > 0, nous avons 0 < e~ < 1 et ne™™" est le terme général d’une série numérique a
termes positifs convergente.

La série de fonctions E ne~ "™ est donc normalement convergente sur [h; +0o[, ¢’est & dire uni-
n=1
formément convergente sur [h; +o0]

b b
Nous pouvons donc écrire / S(x) dz = Z/ ne” "*dz. Or :

a n>1va

b
_ _ b _ _
/ne nzdx:[_e nz}aze na _ o nb
a

Et donc .
/ S(x) dz = Z (e " e*"b)
a n>1
_ e~ _ e—nb
—a\" _p\
= D ()" =2 ()
n>1 n>1
e ¢ et

el — et

b
Et dOIlC,/a S (J}) dr = m
2. Seconde méthode
Soit F,, () = e ™. Pour tout n € N, la fonction F), est continue et dérivable sur I'intervalle
[h; 400l
D’autre part, pour tout = € [h; +-00[, nous avons |F,, (z)| < e~ ; ainsi la série numérique Z F,
n=0

converge normalement et donc uniformément sur [h; +oo.

Nous avons F) (x) = — f, (). Nous venons de démontrer que la série E F = E fn convergeait
n=0 n>1
uniformément sur [h; +00[, nous avons :

!

D Fu) =) Fie | 2B ) =) )

n>=0 n>=0 n=0 n>1

De telle sorte que :

!

/abs(x)dx/bzfn(x)dg:/ab S F. ) (@) de=> F,(a)—> F.(b)

a n>1 n>0 n>0 n>0
e

1
Or,ZFn(x):Ze_"z: I ei—l’et donc

n>0 n=0

b a b b a
e e e —e
d = — =
/(LS(”) YT 1T A1 D1
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