Chapitre 6 Les séries de fonctions 6.3 Exercices complémentaires

6.3 Exercices complémentaires
Exercice 9 :
Etudier les séries suivantes (mode de convergence, continuité de la somme)

O S "TNSR N
n=1

n20 n21 n>=0 107

Exercice 10 :

Soient «, a et b, 3 nombres réels tels que @ > 0 et 0 < a < b. On considere la série de fonctions
x

; n® (1 + nx?)

Montrer que cette série est uniformément convergente sur 'intervalle [a; ]

Exercice 11 :

2
—nx

e

Montrer que la somme de la série de fonctions de terme général f, (z) = (—1)" W est continue sur
n—+

R

Exercice 12 :

Soit a € R. Etudier la continuité de la fonction définie sur {O; g} par F (z) = Z n®sin" x cos

Exercice 13 :

$2

0 idere la série de foncti (@) ou f (z) = (1) —F
n considére la série de fonctions Zf (x) ou fr (z) = (1) por

n>1
1. Etudier la convergence simple de la série sur R
2. Montrer que cette série est uniformément convergente sur R

3. Montrer que la somme de cette série est continue

Exercice 14 :

1. Montrer que la série de fonctions Z
n>1
2. Montrer que cette série est continue sur R

5 converge uniformément sur R
(2 + n2)

1
3. Montrer que la série de fonctions Z — 5 est dérivable sur R
n>1 = +n

Exercice 15 :

i
Nous considérons la série Z fn(x) ot f, (z) = sin (nz)

n>1

n3

1. Montrer que la série Z fn (x) converge et que sa somme f (z) = Z fn (x) est continue sur R
n>1 n=1

2. Démontrer que / f(x)de=2 Z
1 (Zn 1)

3. Démontrer que, pour tout € R, [/ (z) = Z
n>1

1"
4. Démontrer que / Z o nac) dz = Z (7)3

n>1 n>=0 (2ﬂ+ 1)

cos (nx)

n2
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Exercice 16 :

(_1)7L

r+n’

Pour n € N*, nous définissons la fonction f, (z) =

1. Démontrer que la série Z fn () converge simplement sur [0 : +oo] vers une fonction S
n>1

O

2. Démontrer que S’ (z) = —

n=1 (‘T + n)

Exercice 17 :

+oo s
sinx 1
Mont dx = E
ontrer que /0 pr— T

2
n 1
a1 +

Exercice 18 :

Soit v € R

n
Pour tout n € N, on définit la fonction f,, définie sur R par f, (z) = Ls(nx)

n!

a™ cos (nx
1. Etudier la convergence de la série Z 7()

n=>0

n!
n
2. Nous appelons C (x) = Z a” cos (nx)

n=0
Donner une expression de C' a 1’aide de fonctions usuelles

' pour tout x appartenant au domaine de convergence.
n!

3. Pour tout n € N, nous appelons :

I = / o (nz) C(z) da et I, = / 7 s (nz) C (z) dz

—T —T

(a) Calculer J,, puis I,

(b) Déterminer lim J, et lim I,
n—-+oo n——+o0o

a™ cos? (nx
4. Lorsque cela existe, nous posons S (z) = Z #
n>=0
Déterminer I’ensemble de définition de S et exprimer S a 'aide des fonctions usuelles.

n!

Exercice 19 :
On considere la suite (by,),, oy telle que : la suite (by,), oy est décroissante et ng{lr}oc b, =0

Montrer que la série de fonctions E b, sin nx converge uniformément si et seulement si lim nb, =0
—+oo

n—
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