Chapitre 6 Les séries de fonctions 6.4 Etude de quelques curiosités

6.4 Etude de quelques curiosités

L’OBJET DE CE PARAGRAPHE EST D’ETUDIER DES QUESTIONS DIFFICILES ET NEANMOINS SURPRE-
NANTES. IL FAUT PRENDRE CE PARAGRAPHE COMME UNE SUCCESSION D’EXERCICES RESOLUS

6.4.1 La fonction de Van Der Waerden
1. Soit ¢ : R — R périodique et de période 1, et telle que :

(voe|3:5]) (@) = ol

(a) De la périodicité, nous tirons que, pour tout n € Z, nous avons p (z +n) = ¢ ()

1 1 11
(b) Pour tout z € R, il existe ng € Z tel que z € {no — §;n0 + 50 et alors x —ng € {—5; 3 { et

alors :
¢ (z) = ¢ (x—no) =z —nol
(¢) Qu’est donc ce ng ?

1 1 1
Nous avons, dans tous les cas, ng— 3 <z <no+ 3 c’est a dire ng < x4+ = < ng+1, c’est a dire

1
ol [e] désigne la partie entiere Ainsi, pour tout x € R ¢ (2) = |z — {x + f}

2 2

1
que ng = {x—i—f

Une autre écriture de cette fonction ¢ pourrait étre, et naturellement : ¢ (x) = min {|x — n| avec n € Z},

c’est & dire que ¢ () représente la distance du réel  a entier le plus voisin.
D’autres ont aussi pu écrire ¢ (z) = d (z,Z)

(d) La fonction ¢ est paire.

En effet, soit = € R. 1l existe ng € Z tel que = €

1 1
ng— —;ng + = |, et ¢ (x) = |z —ng|.

2 2
1
Nous avons alors —xe}—no—i;—noﬁ-ﬂ, et donc
¢(—2) = [z = (—no)| = |-z + no| = |z — no| = ¢ (2)
i o (0-2) = o) = o) = o(cos D) = o -
€ plus, @\ o 2—80”0 B = ¢ o B = no B) —2680n0—
¢(—no) =0
(e) La fonction ¢ est une fonction affine par morceaux.

n.n—&—l
27 2

n
(—=1)"; ¢ est donc non dérivable dans les points 5 avecn € Z

= Sur chaque intervalle [,, = { { avec n € Z, la pente de la droite est donnée par

1
= Les seuls points de discontinuité possibles sont du type —3 + ng avec ng € Z
1

* Six < —=+4mng,alors ¢ (z) =]z —(ng—1)] et lim ¢(z)=_

2 z—)7§+ng

x<—%+n0
. . 1 . 1
* Maintenant, si x > —= + ng, alors ¢ (z) =[x —ng| et  lim ¢ (z)= =
2 a:~>7§+n0 2

TZ— % +no
n
¢ est donc continue sur R, non dérivable dans les points 5 aveen €z
1
=—> Le minimum de ¢ est atteint en n € Z ot ¢ (n) = 0 et le maximum est atteint en 3 +ng
1
2

1 1
avec ng € Z ol (5 + no) = ok Ainsi, pour tout € R, nous avons 0 < ¢ (z) <
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6
pEN
B

FIGURE 6.2 — Le graphe de ¢

La figure représente le graphe de ¢

2. Soit n € N*, et nous considérons la fonction w, (z) = ¢ (nx)
1
(a) En reprenant ce qui a été écrit ci-dessus, w,, est paire, de période — et continue sur R
n

(b) w,, n’est pas dérivable en les points ou nx = p avec p € Z, c’est a dire en les points z = 2£
n

avec p € Z
> Si p est pair, c’est a dire si p = 2k, alors :

n(B) o) = (8) =0 () - v

> Si p est impair, c’est a dire si p = 2k + 1, alors :

wn(g) = (g) = e () e (F57) =o (04 3) =3

2k—1 2k+1 k
(¢) Soit k € Z et considérons lintervalle { R 2+ { et dont le milieu est —. Si z €
n n n
2k—-1 2k+1 { { 1 s {
{ o™ ,T,alorsnxé §+k’§+k
. 2k—1 k 1
> Six e ,—|,alors nx € |—=+k, k| et wy,(x) =¢(nx) =|nx—kl =k—nz la
2n 'n 2
2k—-1 k _
pente de la fonction w,, sur ,— { est donc n (—1)2]C !
n 'n
k 2k+1 1
> Size {7, i {, alors nx € {k‘;7+k, { et wy, (z) = ¢ (nx) = |nx — k| = nz — k. la
n 2n 2
kE 2k+1
pente de la fonction w, sur |—; 2+ { est donc n (—1)*
n n
R . . s s+1
En synthese, la fonction w,, est affine sur les intervalles | —, o avec s € Z de pente
n 2n

n(-1)°

BoT

FIGURE 6.3 — Les graphes de ¢ et wy

3. Nous allons, maintenant, un peu plus loin en considérant w} (z) = ¢ (2"x)
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1
(a) La période de w) est on

(b) Les points anguleux (ou non dérivables sont du type < ) avec k € 7Z, et elle est affine, de

ko k+1
2n+1’ 2n+1

2n+1

pente 2™ (—1)k sur les intervalles {

. 1
(¢) Soit f () = (2) + 5 X i (20)
— [ est périodique et de période 1; nous pouvons donc ne 1’étudier que sur I'intervalle [0; 1]

1
— Sur lintervalle |0; ﬂ, nous avons ¢ () = z et ¢ (2x) = 2z ; d’ou :
1 1
I (x) =g0($)+§ X ¢ (2z) =T+ 5 X (2z) = 2z
. 11 .
— Sur lintervalle {Z’ 5}, nous avons ¢ (z) =z et ¢ (22) = =2z + 1; d’olt :
1 1 1
) 13 N
— Sur l'intervalle 577> nous avons ¢ () =—z+1let p(2z) =22 —1; dou:
1 1 1
f(x):90(95)+§ X@(Qx):‘x+1+§ X(2~’C*1):§

3
— Sur lintervalle {Z, 1}, nous avons ¢ (z) = —x + 1 et p(22) = =2z +2; d’out :

1 1
J@)=p@)+5xp2r)=-a+1+gx(-20+2)=-22+2
D’ot le graphe en figure [6.4] :

1
FIGURE 6.4 — Les graphes de f ot f(z) = ¢ (z) + Rek4 (2x)

1 1
1
(d) Tl n’est pas inutile de remarquer que / o(x) de = / v (2"z) dz = I
0 0

1
1
> Montrer que / o(x) de = 1 n’est pas difficile. En effet :
0

1

/01<p(a:) dz = /0290(:1:) d:c—l—/llgo(a:) dz

2

Il
S—
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1

1

> Démontrons, maintenant, que / p(2"x) dz = 1
0

du
Faisons le changement de variables u = 2"z ; alors i 2™ ce qui donne dx = 27" du.
x

/:+1 @ (u) du)
1

k41 1
On sait que ¢ est périodique et de période 1. Donc : / o (u) du = / o (u) du = 1
k 0

Donc :
271

/01@(2’%) dx2”/02ncp(u) du2”<z

k=0
Nous en déduisons que :

! 1 11
2%x) de =27" — | =2""%x2"x - = -
/0 ¢ (2"z) dzx ( E 4) X 2" X o=

k=0

On appelle fonction de Van Der Waerden, la fonction définie par :

. f2) = Z 2 (20) = Z ® (22:$) _ Z wg;n(x)

n=>0 n=>0 n=0

C'est une fonction partout continue et nulle part dérivable

(a) f est une fonction continue sur R

. 2"y :
> Pour tout n € N, la fonction L (2n ) est continue sur R
> D’autre part, pour tout x € R et tout n € N, nous avons 0 < o < 3 X o = gnil
2"y
La série numérique Z BTESY est une série convergente et donc la série de fonctions Z d (2n )

n>=0 n=0
converge normalement et donc uniformément sur R
> En utilisant le résultat sur convergence uniforme et continuité, nous pouvons déduire que
f est continue sur R

(b) f est périodique et de période 1
© est une fonction continue et de période 1.
Donc, pour tout n € N, ¢ (2" (x + 1)) = ¢ (2"z +2") = ¢ (2"x), et donc :

n>=0 n>=0

* La période ne peut pas étre plus petite puisque, pour n = 0, ¢ (2"x) = ¢ ()
* On peut donc n’étudier cette fonction que sur un intervalle de longueur 1, et nous choisirons
I'intervalle [0; +1]

1

1

(¢) Nous avons [ intégrable et / f(z) de = 3
0

Le théoréme de convergence uniforme et de calcul intégral 6.2.5 nous permet d’écrire :

/Olf(:r) dm/ole"go(?”x) dngn/olw(m) dr = 27" x

n=0 n=0 n=0

1

2

A~

(d) f n’est dérivable en aucun point

i. Nous aurons besoin du lemme suivant, qui aurait pu étre démontré en exercice, dans le
chapitre sur la dérivation dans le cours de L,
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Lemme

La fonction f : R — R une fonction numérique dérivable en xy € R et de dérivée f' (z¢)
Soient (zn),cy €t (Yn)pen 2 Suites numériques telles que pour tout n € N :

Tn < T < Yp Tn <Ypet lim z,= lim y,==x
n——+oo n—-+0oo

Alors :  lim = f'(x
n—-+oo Tn — Yn f ( 0)
Démonstration

= f est dérivable en zg, il existe donc un voisinage V' € V(0) de 0 tel que, pour tout
h € V, nous avons :

f(zo+h) = f (o) + hf (w0) + he (h)

Ot ¢ est une fonction définie au voisinage de 0 telle que %ir% e(h)=0
—

= Soient (2,),cy €t (Yn), ey 2 suites numériques telles que pour tout n € Nz, <z < yn,

Tp <Ypet lim z,= lim y,==x
n——+00 n—-+oo
Appelons o, = zg — z,,; alors a,, > 0 et lim «, = 0; il existe donc un N, € N tel

n—-+oo
que pour tout entier n > N, o, € V

De méme, si 8, = y, — z¢; alors 8, = 0 et lirf Br = 03 il existe donc un Ng € N tel
n—-+0oo

que pour tout entier n > Ng 3, € V
En posant N = max {N,; Ng}, sin > N, alors o, € Vet 8, € V, et & ce moment la :

[ (w0 —an) = f(x0) — anf' (z0) — ane (—an)

et
f (.130 + ﬂn) =f (370) + an/ (xO) + Bne (ﬁn)

= D’ou, en soustrayant les 2 égalités, nous obtenons :

f (550 - an) - f (IO + Bn) = (_an - Bn) I (xO) — Qpt (_an) — Bne (ﬁn)

=

f (1‘0 + Bn) —f (1'0 - O‘n) = (an + Bn) f/ ($0) + ane (_O‘n) + Bne (Bn)

<
f (2o + Bn) — f(x0 — an)

’ _ Qnt (*an) + Bne (ﬂn)
an + B ~fwo) =

ap + Bn

De 1a, nous tirons

On€ (_O‘n) + Bne (Bn) < Qnp, ‘5 (_an)| _'_ﬁn |5 (ﬁn)|

‘f(x0+ﬁn)_f<x0_an)
an + Bn

C’est a dire :
f(yn) = f (20)
Yn — T

n

— f"(xo)

ap + Bn ap + Bn ay + Bn

Qp& (_an) + Bng (571)

< le (—am)| L Bn | (Bn)]
an + ﬂn

ay + Bn ay + Bn
Bn

Qo
——— < let ——— < 1etdonc:

an le(=an)| | Bule(Bn)l
P A < Je (—an)| + [ (Bn)]

C’est a dire, plus généralement :

fyn) = f (2n)

Yn — Tn

— f"(wo)

= Comme «, > 0 et 3, > 0, nous avons

— [ (@o)| < le (—am)| + |e (Bn)]
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Comme ngr}:oo le (—ap)| = nEIEoo le (Br)| = 0, nous avons alors
S ) = f () _
W T T @) =0
Et donc lim Fan) = F (yn) = f"(x0)
n——+00 Tn — Yn

telles que pour toutn € N :

) —
Tp < T K Yp, Tn < yYp €& lim z, = lim y, = x telles que lim —f( n) = f (o)
n—-4o0o n—+4o0o n—-4o0o Ty — Yn

n’existe pas, nous aurons gagné

Ainsi, si nous réussissons a exhiber 2 suites (), oy €t (Yn)pen

ii. Soit x € R. On construit les suites ('rp)pEN et (yp)pGN définies, pour tout p € N par :
xzp =2"P[2Pz] et y, =27 [2Px] +27F

Les suites (zp),cy et (yp),ey sont des appromixations dyadiques de « et nous avons :

Tn < T < Yn Tp <Ypet lim x,= lim y,==x
n—-+4+oo n—-+oo
—f(z
Nous allons démontrer que lim M n’existe pas.
p=toe Y — Tp
— f(x 27" (wan — wan (x
iii. Nous avons : f(yp) il p) = Z (s (yp) 2 ( p))~
Yp — Tp >0 Yp — Tp
. . s s+1
Les fonctions wgn sont affines par morceaux, et sur chacun des intervalles | ——; —— |,
2n+1 2n+1

oll s € Z, les fonctions wan sont des droites de pente 2" (—1)°

2p 2 1
Pour qu’un intervalle [z,;y,] = {%; % soit inclus dans un intervalle du type
s s4+1] . , N TN
ST gl | il faut que o < GTESE c’est a dire p > n + 1. Nous avons affaire a des

intervalles emboités. le plus grand est donc déterminé par n =p — 1.
2n (yp) — Wan (xp)

Yp — Tp
directeur de wyn entre x, et y,, c’est a dire :

w
Le rapport

représente le taux de variaton, c’est & dire, ici, le coefficient

Wan (yp) — Wan (:I"P) _ 2n (71)[I2n+1]
Yp — Tp

wan (Yp) — wan (p) _¥ (2"yp) — ¢ (2"p)

Yp = Tp Yp — Tp
Alors, 2™y, = 2" (27P[2Px] +27P) = 2" P ([2Px] + 1), et nous avons 2"y, € Z; nous
démontrerions de méme que 2"z, € Z et donc ¢ (2"y,) = ¢ (2"x,) = 0.

Sin > p, alors

Nous tirons alors, que, pour n > p, nous avons :

wan (Yp) — Wan (Tp) _¥ (2"yp) — o (2"xp)

=0
Yp — Tp Yp — Tp
iv. Donc : ) )
p— p—
L) =7 ) g (g -yl ™T) 250 (bt
Yo = Tp k=0 k=0
pil k+1
La suite ( (—1)[3”2 ]> est une suite divergente (elle n'est pas de Cauchy -facile
k=0 pEN*

démontrer-) donc, lim F o) = F ()

n’existe pas et f n’est pas dérivable en x
p—>+00 Yp — Tp
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f n’est donc nulle part dérivable
(e) f est une fonction Holdérienne sur |0; +1]
Nous allons procéder par petit pas

i. Tout d’abord, la fonction ¢ est dérivable sur R\ Z, et sur cet ensemble R \ Z, nous avons
o’ ()] = 1.
D’apres le théoreme des accroissements finis, nous pouvons écrire, pour tout z; € R et tout
z2 €R, [p (1) — @ (22)] < |w1 — 22

ii. D’autre part, comme pour tout z € R, nous avons 0 < ¢ (z) < =, nous avons | (1) — ¢ (z2)] <

N | =

1
3 et donc, pour tout a € R tel que 0 < o < 1, nous avons :

1-a
o on) — o @)l =l () — e @) 7 xlo () e @7 < (3)  lor —mal”

1 11—« N
Bt donc g (1) ~ ¢ (o)l < (3) o1 — ]

1
Par exemple, pour 1 =0 et 23 = ok nous avons :

po-e(3)]-34 (6) " (3)"= )

Ce qui montre que cette inégalité est la meilleure

iii. Pour 21 € R et 5 € R, nous avons :

[f (1) = fz2)] = D 27" (9 (2"a1) — 9 (2"22))| < D 27" |9 (2"21) — 0 (2"22))|

n>0 n=0

-«
En utilisant 'inégalité |p (1) — ¢ (z2)| < (5) |z1 — 22|%, nous avons :

1 11—«
p@a) e @m) < (1) 12— 2wl = 2772 g — ol

Et donc :
() = Fla) € 30277207127 [y — |

n=0
— 9a—1 |$1 _ x2|o¢ Z Qn(a—l) — 204—1 |.’L‘1 _ x2|a Z (2a—1)n

n=0 n>=0

1
—_ 1 a
=2¢ X 71 ga—1 X |.T1 — 1‘2|

. 201 .
Ainsi, |f (z1) — f (z2)] < T—5a=1 X |z1 — 22|, et ceci, pour tout o € ]0; 1.
a—1
— -Holdérienne d’exposant «, pour tout a € 10; 1]

On dit donc que f est 1o 1

Remarque 9 :
1. Le développement précédent doit beaucoup a l'article de LG Vidiani parut dans Quadrature

2. L’exemple original de Van Der Waerden (1930) était f (z) = Z 107" (10"z)

n=0

3. Il y a plusieurs fagons de définir des fonctions de Van Der Waerden :
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= Nous partons de la méme fonction ¢ : R — R périodique et de période 1, et telle que :

(voe|3i5]) (@) = lal)

Et nous posons f (z) = Z 4 "p (4"x)
n=0
= Autre possibilité, nous partons de la fonction ¢ : R — R périodique et de période 2,
et telle que :

(Vo € [=1;1]) (¢ (2) = |z[)

Et nous posons f (z) = Z (§>” v (4"x)

4
n>=0
4. La courbe représentative de la fonction de Van Der Waerden, s’appelle courbe du blanc-
manger. En vous avez 2 représentations de celle que nous avons étudiée

- os a6 04 -az oz X as [ 1
E

FIGURE 6.5 — La représentation de 2 courbes de Van Der Waerden

6.4.2 La fonction de Welerstrass

On appelle Fonction de Weierstrass, une fonction f : R — R définie par :

f+R — R
ro— f@)=)

n=>0

sin2rN™x

Cn

Ou nous avons N entier pairet N > 20et 1 <c¢ <

1+ 67
Alors, f est partout continue sur R et nulle part dérivable

Démonstration

1. f est continue sur R

. sin2nrN™x . .

Soit uy, (z) = ——,—; Un est une fonction continue sur R.
c

, 1 . 1

D’autre part, pour tout x € R, nous avons |u, (z)| < —, et comme ¢ > 1, la série E — est
c c
n>=0
convergente et la série E Uy, (x) converge normalement sur R, et donc la somme est continue sur
n=0

sin2rN"z
f(z)= Z ———— est donc continue sur R
c
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2. f n’est nulle part dérivable sur R
Soit xy € R. Nous allons démontrer que f n’est pas dérivable en x

1
Nous définissons k,, = {on "+ 4—} ou, comme d’habitude, [e] définit la fonction partie entiere.
™
Nous avons donc : )
kngon”+4— <kp,+1letk,cZ
™
= Nous construisons 2 suites (2,,),,cy €t (Yn), oy définies par :

4k, -1 4k, +5

n — t n —
I T TN U T Ty
3
Tout d’abord, nous avons y,, — z, = N d’ou nous tirons que x, < y, et 111;1_1 Yn — Tp =0
n n—-+0o0
De plus lim =z, = xg.
n—-+oo
En effet, nous avons :
1
kp < 2oN" + — < kn+1
4
<
1
4k, < dxgN"™ + — < 4k, +4
T
A
1
4k, — 1 < dxogN™ 4+ — — 1 < 4k, + 3
7
e
4k:n—1< +1—7T 4kn—1+ 4
ANn ST T gpNn S T4Nm T AN
<~
<Tot+ ol <+
Tn X X0 AT N™ Ty Nn
<
1 T—1
Tt S g M gy
. 1 T — .
Comme lim — <1 + > =0, nous avons lim =z, = xq
n—4oo N7 47 n—-+00
Nous aurions démontré, de la méme maniere, que 11111 Yn = Xo
n—-+0oo
= Nous appelons 7,, = M
Yn — Tp
Nous allons démontrer que hl}rl T, n'existe pas.
n—-+4oo
in 27w N*
Nous appelons wuy, (z) = w, de telle sorte que f (x) = Z ug () et alors
¢ k>0
Flyn) = F(on) = 3 (e (g) — e ()

k>0

Nous allons étudier sin (27 N*y,) et sin (2rN*z,,)
Nous avons :

4k, . _
sin (QWNkyn) = sin (27TNI€ (W—:E))) = sin (7TN’C " (an + g))

4k, — 1 ) _ 1
sin (QWNkSCn) = sin (27‘(’Nk ( ANT )) =sin (ﬂNk " (an — 5))

5
% Si k > n, alors N¥~™ est un entier pair et I'expression N*=" (kan + 5) est entiere et donc

Et

5
sin (WN’“_” (an + f)) = 0 d’ol on déduit facilement que si k > n, alors ug (y,) = 0, et

2
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de la méme maniére, nous démontrons que si k > n, alors uy (x,) = 0, ce qui fait que :

(k>n) = ((ur (yn) — wr (zn)) = 0)
* Si k =n alors, d’apres les calculs précédents :

et

1
sin (2rN"y,,) = sin (ﬂ' (2kn + §)> = sin <7r <2kn + 2+ 7)) =sin (ﬁ +2(k,+1) ) =1
2 2 2
1 _
sin (27 N"z,,) = sin <7T (an — 5)) = sin (% + anﬂ') = sin (
Dot (un (yn) —

2
Un (Tn)) = —
= De cette étude, nous tirons que :

Ty
2

T = f(yn) _f(xn) _

n—1
Z ug (Yn) — uk (¥n) 4 2
Yn — Tn k=0 Yn — Tn cr (yn - xn)
= Pour tout A € R et tout B € R, nous avons |A + B| > |A| — | B|, et donc nous avons :
n—1
2 n) n
cn( 7I) _Zuk(y)izk(‘x> <|7—n|
2 2 2 1
= Or, = -2
cr (yn - ‘Tn) c (yn - xn)
S s (n) = i ()
= Bt [y n

2 2N™
= — X
Yn — Tn
=0 Yn — Tn

n—1
<y

()
= — X -
c" 3 3 c
Wk (§n) =tk (Tn) , et donc :
k=0 Yn — Tn
n n—1
|7n| > 2 x (ﬂ) -y uk (Yn) — tk (2n)
3 c

k=0

Men € [Tn; Yn) tel que :

Yn — Tn
= D’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout k € N tel que 0 < k < n — 1, il existe

U (Yn) — u (¥n)

Yn — Tn

= u;c (/\k,n)
= |k (yn)
Et nous pouvons écrire E kon

—uy, (zn)

Yn — Tn

>l i)
k=0
En calculant la dérivée de u, nous avons uj, (z) =
N\ E
27 (—) , ce qui fait que :
c

(N
=27 —
c

k=0

S

wk (Yn) — up (zn)

n—1 k N\
N =) -1
<2y (7) = QW%
k=0 Yn = Tn k=0 ¢ o
n—1
Et donc, — Z Wk (Yn) = U (Tn)
k=0

Yn — Tn
= Nous en déduisons que :
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6.4 Etude de quelques curiosités

N
= De I’hypothése — > 1+ 67 > 1, nous déduisons lim
c

n—-+oo

N
D’autre part, nous avons — — 1 > 67 et donc
c

é—277T>let lim (E)n i = +00
3 %—1 n—+oo \ ¢ 3 %—1 a

En conclusion, lim |7,| =400
n—-+oo

N
c

La fonction f n’est donc pas dérivable en zy € R
La fonction de Weierstrass n’est donc nulle part dérivable

1
< —d
1

1
6w

PN

ou

N\" 2

(&

2T 2T

7<7
N _q 61

C

= 3 Ainsi

FIGURE 6.6 — La fonction de Weierstrass -du moins les premiers éléments de la somme-

Remarque 10 :

Ce n’est pas le seul mode de définition de la fonction de Weierstrass.

1
Par exemple, f (z) = Z on €08 (12"7z). C'est la méme chose, en moins théorique.

n=0

Ou encore, en plus théorique, avec des conditions qui reviennent a notre présentation

fx)= Za” cos (8"x) ot a € ]0;1[, et B un entier impair tel que a x 5 > 1.

n=0
Voila des sujets de méditation !

6.4.3 La fonction ( de Riemann

C:l+1l;400] — R

On appelle fonction ¢ de Riemann, la fonction ¢ définie sur |+1; +oo| par :

v (@)=Y

n>1

Remarque 11 :

1. Cette fonction ¢ est bien définie, puisque nous avons vu que la série numérique, dite série de

Riemann, g — ne converge que si et seulement si x > 1
n
n>1

2. Allons du c6té des nombres complexes.

Pour tout z € C, nous avons n* = e(Re(z)+ilm(z))Inn —_ pRe(z) gilnnIm(z)

1
Par suite, la série Z — me converge que si Re (2) > 1
n

n>1

Re(z)

, et donc |n*| =n .
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Chapitre 6 Les séries de fonctions 6.4 Etude de quelques curiosités

6.4.4 Etude de la fonction (

(_1)’7L—1 1
T. Nous avons, pour tout x > 1 C(I‘) = m

1. | On appelle f (z) = Z

n=1

Démonstration

(_1)n—1

- est une série alternée qui converge si et
n

(a) Tout d’abord, remarquons que la série Z
n>1
seulement si z > 0. Donc, f est définie sur |0; +o0]

(b) Soit x > 1. Alors :

gyt 1— (-
REETEIE S ) il Gl

n>1 n>1 n>1

C’est ici qu’intervient la notion de parité :
* Si n est pair, alors (=1)" " = —1 et <1 _ (_1)71—1) _9
* Sin est impair, alors (—1)""' =1 et (1 _ (71)n—1) —0
D’ou
(1 _ (_1)7L—1)
) DD

n>1 n>1

1— (-1 2n—1 1—x
( ((271))”c ). D 2’“2n”” =2 an =27 % =277 ()

n>1 n=1 n>1

(¢) Nous avons donc 'égalité, vraie pour z > 1: ( (z) — f (z) = 2172 (), c’est a dire

1

‘@ =15

f(x)

Ce que nous voulions

2. | La fonction ( est continue sur I'intervalle |1; +o0]

Démonstration

Soit a € R tel que a > 1.

—xlnn

1
vons — < —.
aODSnm\na

1
Alors — =e est continue et décroissante sur [a; +oo[, et donc, pour tout = € [a; +00[, nous

1 1
La série E — étant une série de Riemann convergente, puisque a > 1, la série de fonctions E —
n>=1 n>=1

1
converge normalement sur U'intervalle [a; +00|. La somme ¢ (z) = Z — est donc continue comme
n
n>1
somme uniforme sur [a; +o0c[ de fonctions continues sur [a; +00].
Cette propriété étant vraie pour tout a > 1, la fonction ¢ est donc continue sur Uintervalle |1; +o00|

3. ’ La fonction f est continue sur ]0; +o0]

Démonstration

L’égalité f (z) = (1 - 21*95) ¢ () montre déja que f est continue sur |1; +00[. Montrons que f est
continue sur ]0; +o0].
_1)n—1
Soit a > 0; nous allons montrer que la série Z -
n>=1 n

converge uniformément sur l'intervalle

[a; +o0[
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Nous allons démontrer que lim < sup |R, (1’)|> = 0. Qu’est donc R, (z) ? C’est tres simple :
[

n—r+oo z€la;+oo

n k—1 k—1
|Rn<x>|=’f<x>—z(‘}; -y B

k=1 E>n+1
La série Z BT est une série alternée, et nous avons vu dans le chapitre sur les séries alternées
k>1
que :
n k—1
(1) 1
— <

1@ ; k= S (n4+1)°

Cest A di Ry (2)] < —
est a dire que T —_—
1
Comme la fonction W est une fonction décroissante sur l'intervalle [a;+oo], nous avons,
n
pour tout x € [a;+oo] :
1 1
R < <
| n(x)| S (n+1)x X (n+1)a
1
En particulier, nous avons :  sup |R, (v)| < ——=
z€[a;+oo| (n + 1)
1
Comme li ——— =0, nous en concluons que li S R =0
mme lim CFE nous en concluons que lim (ze[;ﬁ)m” n (:1:)|>
1)n—1

Ce qui montre que la série E ~——— converge uniformément sur l'intervalle [a; +00[ et que la
n>1

fonction f est continue sur U'intervalle [a;+o0o]

Ceci étant vrai pour tout a > 0, nous avons ainsi démontré que la fonction f est continue sur

10; +o0f

4. ‘ La fonction ¢ est décroissante sur I'intervalle |1; 00|

Démonstration

T — e=*Inn oot yne fonction de a2 décroissante sur Uintervalle

1

Pour n > 1, la fonction — =n"
n

]1; +o0]. La fonction ¢, somme de fonctions décroissantes sur |1; +oo[ est donc décroissante sur

l'intervalle ]1; +o0]

5. ’ La fonction ¢ est convexe sur l'intervalle |1; +o0|

Démonstration

1
* On appelle u,, (r) = — =n"% = e—xinn
n

Cette fonction est indéfiniment dérivable sur |1; +oo].

—xlnn _ —Inz

— Nous avons u), (x) = —Inze
nflj
2
—zlnn _ (_ lnx)

— Nous avons donc v/ (z) = (—Inz)’e . Cette dérivée seconde est positive.

Donc, de la positivité de la dérivée seconde de u,, (), on déduit que la fonction u, (x) est une
fonction convexe
* Comme nous avons ¢ (x) = g U, (z), ¢ est une fonction convexe comme somme de fonctions

k>1
convexes.
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Nous avons donc, pour tout > 1, tout y > 1 et tout A € [0;1], Az + (1 —N)y) < A (z) +
(1=X)¢(y)

1
En particulier si A = 3 :

r+y\ (@) +C() 1 1 1 1
C(2)< 2 :}Z\/ng Zﬁ;"‘Zﬁ

6. | Nous avons IEIEOOC () =1

Démonstration

(a) Comme nous étudions la limite de ¢ en +o0o, nous nous plagons dans le domaine [+2; +00]
(cela pourrait étre tout autre intervalle du type [A; 400 ot A > 1)

< 1
(b) Posons, comme tout & I’heure, nous posons u, () = 7= et Sy Z ug ( Z: ug () —

la suite de fonctions (Sy),,, converge uniformément, sur I'intervalle [+2, ~+o0, vers la fonction
¢ ()

(¢) Remarquons que :
— Pour tout = > 2, uy () =1

— Et que pour tous les entiers k tels que k¥ > 2, lim ug(z)= lim — =0
r—+00 rz—+oo NT
De telle sorte que hm Sn = zgrfoo E ug (

(d) D’apres le théoreme d’inversion des hmltes he a la convergence uniforme des séries de fonctions,
nous avons :
lim
n—-4oo

C’est a dire : xgrfmg () =1

lim S, (x)}

n——+o0o

lim S, (aj)} = lim

xr——+00 xr— 400

Ce que nous voulions

7 | En +00, nous avons ¢ (x) = 1+27*

Démonstration

Voila une question qui n’est pas facile, et surtout, déroutante

1 2% 2\°
Tout d’abord, -1= — et donc 2% ( — (—)
(a) Tout d’abord, ¢ (z) Z — et donc Z e Z .

n=2 n>2 n>2
(b) Comme nous étudions le comportement de ¢ en +oo, nous nous plagons dans le domaine
[+2; +00]
2 xr
(¢) Appelons vy, (z) = (E) . Pour tout n > 2, la fonction v,, est décroissante sur l'intervalle
[+2; +00], et nous avons, pour tout n > 2 et tout x > 2, v, (z) < v, (2), c’est a dire :

2\ 2\? 4
< n 2 - <\ - = 5
vp () v, (2) <= 0< (n) (n) 3

2 xr
Ce qui montre que la série de fonctions de terme général v,, (z) = (7> converge normalement
n

sur lintervalle [42; 00|
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(d) Nous reprenons la méthode utilisée ci-dessus; soit S} ( ka ; d’apres ce que nous

venons de voir, la suite de fonctions (S}) converge unlformement vers la fonction ® (z) =

n/n>2
2 xT
>(3)
n>=2
e) Remarquons que :
(e) quons ¢

— Pour tout & > 2, ve () =1

2 x
— Et que pour tous les entiers k tels que k > 3, lirf v (z) = lim (7> =0

De telle sorte que hm Sl(r)= lim Z vy (

xr——400

(f) D’apres le théoreme d’inversion des hmltes he a la convergence uniforme des séries de fonctions,
nous avons :

lim {hm Sz )}: lim {hm Sy (x )}

n—-+4oo [ r—+oo r—+00 | n—+oo

C’est a dire : liIJIr1 O(z)=1

Ce qui montre que 1151_1 (2% (¢ (x) — 1)) =1 et qu’il est possible d’écrire

22 (x)—1)=14e@)+—C(x) —1=2""4+2"% () +— ((2) =1+ 27" + 27" (2)
ou € (x) est telle que Igr}rloos (x)=0

Il est aussi possible d’écrire { () =1+ 27% +0(27%)

Nous avons lim ¢ () = +o00
8. r—1
r>1
Démonstration
1
(a) Pour & > 1, nous définissons sur Pintervalle [1; +oo][ la fonction u définie par u (t) = o= .

Cette fonction est décroissante sur [1; +o00|. Ainsi, pour tout n € N tel que n > 1, nous avons :

R AT

(b) En passant aux sommations, nous avons, pour N € N et Nyegslantl :

ntl g N
Z n—l—l Z/ 7dt n®

n:l n=1
N+1 N
1 1 1
SRR 51
n=2 n ¢ n=1 n®
—
N+1 N
1 1 1
> -rers ) <X
n=1 n 1 (N + 1) n=1 n
Regardons les limites lorsque N tend vers l'infini :
N+1
1
li ——1= -1
* N—l>r-r&-loo 2:21 n® ¢ (l‘)

. 1 1 1
* lim 1] =
Notool —z \ (N +1)"" rz—1
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AN
li — =
Cm > e
Les limites respectant les inégalités, nous obtenons, pour x > 1 :
()~ 1< = < (@)
z)—1< < ((x
r—1

(¢) Comme lim

SR | .\
= +00, de I'inégalité T < ¢ (x) que nous avons prouvée ci-dessus, nous

z—=lr —1 T —
z>1
tirons que lim ¢ (z) = +o00
r—1
z>1

1
9. | E = +1, ~
n xg = +1, nous avons ( (x) =

Démonstration
1
De l'inégalité ¢ (z) — 1 < 1 < ¢ (), nous tirons, sans difficulté :
T —
1 1
< <1
z—1 ¢ (@) + z—1

En multipliant I'inégalité par  — 1, avec & > 1, nous obtenons :

1< (@-1)¢(a) <z

1
Et donc, nous obtenons lim (z — 1) (z) = 1, et donc { () =~
r—1 zo=+1 21 — 1
z>1
10. Toujours de 'inégalité précédente, et du fait que pour tout x > 1, nous avons 1 < ¢ (z), nous

avons la double inégalité :

1
1 <1+ —
<C@) <1+ ——

Nous tirons, et de maniere plus simple que lim ((z) =1
Tr—+00

La fonction ¢ est de classe C™ sur I'intervalle |1; +o0|
(Inn)*

n(l?

11.

De plus, pour tout = > 1 et tout k € N, nous avons () (z) = (—1)’f Z
n>1

Démonstration

Pour démontrer que ( est de classe C* sur l'intervalle |1; +o00[, nous allons montrer qu’elle est de
classe C* sur l'intervalle [a; +o00[ pour tout a > 1

Soit donc a > 1.

1
(a) On appelle toujours u, (z) = — = e~®Inm 4, est une fonction indéfiniment dérivable, et
n
pour tout k£ € N, nous avons :

(=1)* (lnn)"

ul) (2) = ()" (mn)* e =

(b) Comme la fonction u, (r) = — est une fonction décroissante sur I'intervalle [a; +oc[, pour

1
tout x > a, nous avons — < — et donc :
n® ne
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k
Inn
(¢) Par les théorémes de comparaisons, nous avons, pour tout k € N et tout h > 0, lim (Inn) =

n—+oo nh
0.or: . .
Inn a+tl Inn
()t et _ ()
ne a—21
n 2
a—1 _ (lnn)* atl
En posant h = ——, nous avons h > 0, et donc lim xn 2 =0
2 n—4oco  no
(d) II existe donc un entier M € N tel que si n > M, alors :
(Inn)* a1 (Inn)" 1
o xn 2 <1< a < )
n 2
a+1 , . - (o
Comme a > 1, nous avons > 1 et la série numérique de terme général — — est donc
n 2

convergente.

(e) Nous venons donc de montrer qu’a partir d’un certain rang,

uP (x)’ était majoré, sur I'in-
tervalle [a; +oo[ par le terme général d’une série numérique convergente.

Ainsi, pour tout k£ € N, la série de fonction Zug“) (z) converge normalement, donc uni-
n>1
formément, sur Uintervalle [a; +o00]

Ainsi, la fonction ¢ est de classe C*° sur l'intervalle |1; +00[ et, pour tout > 1 et tout k € N,
k

nous avons (¥ (z) = (_1)k Z M

ne
n>1

Remarque 12 :
1. Cette étude doit énormément au développement de Jean-Louis Rouget sur MATHS-FRANCE, au
moins pour le plan de I’étude
2. La fonction ¢ intervient en arithmétique dans I’étude des nombres premiers

3. On pourrait aussi étudier cette fonction ¢ dans le champ complexe
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