Chapitre 6 Les séries de fonctions 6.5 Exercices corrigés

6.5 Exercices corrigés

6.5.1 Exercices du cours
Exercice 1 :

Etudier les convergences des séries de fonctions dont les termes généraux sont :

1. Z 5132”

n=0
n 1— x2n+2
Soit « € R, intéressons nous & la somme partielle S, (z) = Z 2 = o sia? #1
k=0 -
Ainsi :
— Siz? <1, lim S = lim 2 =
<5h n—-+oo n( n—>+ooz 2
— Siz?2>1, lim S, (z)=+o00
n—r+00
Le domaine de convergence de Z x*™ est donc |z| < 1
n=0
xn
5>
AT
S0 1+x
:En

Nous allons regarder de maniére assez précautionneuse cette série. Posons f, () = T
x

— Siz =0, alors f, (0) =0 et la série Z frn (0) = 0; la série est simplement convergente en 0

n=0

1
— Siz =1, alors f, (1) = 3 et la série Z fn (1) = +00; la série est donc divergente en 1

n=0
n
— Siz > 1, alors hrn fn(x) = lim = 1. Le terme général ne tendant pas vers 0, la
n—+4oo n——+oo | + "
série Z fn (x) diverge
n=0
. x n n s ’ 7 .
— Si |z] < 1, alors g < |z|”. Comme Z |z|" est une série géométrique convergente, la
x

n=0

— est donc simplement convergente sur U'intervalle |—1; +1]

Serle Z
32 %

n=1

En 400, nous avons —
’ 7% 4 23 too 3 =i n
n

la série E — 3 converge simplement
n2 +x

2

4. anﬁ

n>1

(&)

z? T 2

En 400, nous avons 7 —
n+ % 400 n
n>1

2
=0)

(sauf en z = 0 ou Z

n>1 n=1

n + x4

Exercice 2 :

comme la série g — est une série de Riemann convergente,

R ; comme la série E — est la série harmonique divergente, la

p .. . . . . . T
Démontrer que la série de fonctions E sin? () cos™ () ne converge pas uniformément sur I'intervalle } 05 5 [

neN
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. - o L : sin” z
Si cette série converge uniformément, elle converge uniformément vers la fonction S (x) = T—cosa
—Ccosx

n
En posant S, (x) = Z sin? (z) cos® (), nous avons :
k=0

|Sh () = S (2)] = |Rn (2)] = Z sin? (z) cos® (z)| = Z sin? () cos* 1 (z)

k>n+1 k>0

T
Comme x € }0; 5[, nous avons 0 < sinx < 1 et 0 < cosz < 1 et donc

> sin? (@) cos™ " ()| = sin® (@) cos* T (2)

k>0 k>0
D’autre part,

cos™ ! () sin? (z)

1—cosx

Z sin? (z) cos® "t (z) = cos™ ! (z) sin? (z) Z cos® (z) =

k=0 k>0

Pour tout n € N, nous avons lirrb cos"tl (z) =1
xT—r

D’autre part, en faisant un développement limité a l’ordre 2 au voisinage de 0, nous avons :

2

2 x
* COS’JI:].*?*FZ'Z&(Z)

* sin’x = 22 + 2%¢ (1)

De telle sorte que, au voisinage de O :

sin® (z) 2’ +2% ()  1+e(a)

l—cosx_§+x2€(x) )

2
Et donc, lim M =2
z—0 1 — cosx
cos™ ! () sin? (z)

1—cosx

Nous en concluons, que pour tout n € N, limo = 2 et que donc
r—r

sup [, () — S (2)] > 2

ve]o 3|

Nous ne pouvons donc pas avoir lim  sup |S, (z) —S(z)] =0
n—-4o0o zE]O; %[

La série de fonctions E sin? (x) cos™ (z) ne converge donc pas uniformément sur I'intervalle }0; 5 [
neN

Exercice 3 :

Déterminer les intervalles de convergence uniformes pour la série

1
LY e

n=1

1 2
converge simplement vers la fonction S (z) = 62
€T

— Pour z # 0, la série Z

n>1

n2x?

— Cette série ne converge pas uniformément sur R*, puisque sup —— = +oo. On utilise la la

z€R* T x?
contraposée de 6.1.7
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— Par contre, pour a > 0, la série converge uniformément sur la réunion des intervalles | —oo; —a]U
[+a; +o0l.

. 1
En effet, si [z > a, alors 2* > a® et — < —. Donc, pour tout = € R tels que |z| > a :
2 " a

1 1 1 1
S @ =S@I=| Y 55|= Y mE<s 2 @
k>2n+1

k>n+1 k>n+1

1 1
La série Z — est le reste d'une série de Riemann convergente et donc lim Z — =0

n—+4oo
k>n+1 k>n+1
. 1 1
et donc lim — E — =0.
n—+oo @
k>2n+1

Nous en déduisons, que, pour tout = € R tels que |z| > a, lirJIrl |Sp () — S (x)] =0, ce qui
n——+0oo

termine de démontrer la convergence uniforme sur les intevalles |—oo; —a] U [+a; +00[

1
2. Z p

n>1

, 1 1 - 1 , , .
— Pour z € R, fixé, nous avons 0 < a2 < —. La série E — est une série numeérique de
n T n
n=1

1

——5 converge simplement sur R
n®+x

Riemann convergente. Donc la série de fonctions E
n>1
— Cette série converge aussi uniformément sur R. En effet, pour tout € R, nous avons

1 N
Y d’ou :
n

5 X
n? 4 x2

1 1 1
Sul0)=SEN=| > mrel= 2 mEreS 2 g

k>n+1 k>n+1 k>n+1

1
Et nous concluons comme prédédemment : la série E — est le reste d’une série de Riemann

k>n+1
X 1
convergente et donc lim — =0.
n—-4oo k2
k>n+1
Nous en déduisons, que, pour tout x € R, nous avons lirf |Sn () — S (x)] =0, ce qui termine
n——+00

de démontrer la convergence uniforme sur R

— En fait, de l'inégalité 0 < — e < —5, nous pouvions conclure que la série convergeait
n?+x n

normalement, donc uniformément, donc simplement.

Exercice 4 :
l:’lL
Etudier la convergence simple, absolue, uniforme et normale de la série de fonctions E —

neN*
xn
Nous posons f, (z) = —
n o
= Pour quelles valeurs de = € R, la série Z — converge-t-elle ?
neN*
Pour le trouver, on peut faire le critéere de D’Alembert :
Up41 () _n 2]
U () n+1
xn
Comme lim |x| = |z|. La série Z — converge donc simplement sur U'intervalle |—1; +1]
n—+oon + 1 -
n
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L o (-n" .
=— Pour x = —1, la série E — devient E ——— qui est une série convergente.
neN* neN*

La série converge donc simplement sur [—1; +1]
n

T 1 L. 1 .
= Nous avons ||fn|., = sup |—|= — et comme la série Z | frllo = Z — est divergente,
ze[-L;+1[| n nEN* nens
- "
la série Z — ne converge pas normalement sur [—1; +1|
neN*
= Elle converge, par contre, normalement sur tout intervalle de la forme [—a;+a] ol 0 < a < 1.
xn n
En effet, sur [—a; +a], et pour tout n € N*, nous avons || f,||,, = sup |—|= —. Comme la
z€[—aj+a] | T n

n
- - a PETR i .
série numérique E — est une série a termes positifs et convergente, la série E | fnllo est elle

neN* neN*
aussl convergente.

— Convergeant normalement sur tout intervalle [—a; 4a] tel que 0 < a < 1, elle y converge aussi
uniformément

Exercice 5 :

2 +n
n2

Montrer que la série de terme général f, () = (—1)" < ) pour n > 1 est uniformément convergente

sur tout intervalle [a;b] C R mais n’est absolument convergente pour aucune valeur x € R

— La série Z frn n’est absolument convergente pour aucun z € R
n>1
Soit x € R. Alors :

n2 n2 n

|fn(x)|:‘(_1)n(ﬂc2+n>‘ Pan_n 1

n2

Or, la série Z 1 est la série harmonique divergente, et donc la série Z | fr ()| est divergente.
n>1 n n>1
Nous en concluons que la série Z fn n’est pas absolument convergente
n>1

— La série Z fn est simplement convergente
n>1
Soit z € R. Alors :

22 +n —1)" 22 —-1" -1)" —-1)"
an(x):Z(—l)"< n;r )ZZ( 1722 Jrz(i) :xzz(ng) Jrz(i)

n=1 n=1 n>1 n>1 n>1 n>1
n n n 2
- (=D (=1 s (=D _ —m
Les séries 5— et sont convergentes, et nous avons meme 2 T 1o et
n n n
n>1 n>1 n>1

" 2
Z (=1 = —In2, de telle sorte que la série Z fn (x) converge simplement vers — <71T—2x2 + In 2)
n>1 nz1
— La série Z fn () est uniformément convergente sur tout intervalle [a;b] C R
n>1

Nous appelons S, (z) = Z fr ().
k=1

Nous devons démontrer que, pour tout x € [a; b, Er}rl |Sn () =S (x)]=0. Or:

n

k 22+ k
S0 @) =S @I =Y fe0) =Y A =| X A= X nf ()

k=1 k=1 kzn+1 k>2n+1

L. k(22 +k L. , .
La série E (-1 12 est une série alternée et nous savons que nous faisons une erreur
k>1
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majorée par |fr11 (x)| lorsque nous remplagons la somme S (z) par S, (z) la somme d’ordre n.

Nous avons donc : )
ntl [(T°+N
(=1) " ( n? )

x2—|—n
2

1S () = 5 (2)] <

n

Appelons M = max {|al|;|b|}. Alors x € [a;b] <= |z| < M, et donc, pour tout = € [a;b], nous

avons : ) )
z“4+n _M*4+n
S0 () S () <« T < A
A{Q
Comme lim # = 0, nous avons, pour tout = € [a;b], lim |5, () — S (x)| =0.
n——+o0o n n— 00

La série Z fn (z) est donc uniformément convergente sur tout intervalle [a;b] C R
n>1

Exercice 6 :

""" est uniformément convergente sur R

Montrer que si la série E |ay,| converge, alors la série E aye’
n=0 n=0
W‘ = |an|, ce qui montre que la série E ane™

n=0

Ce n’est pas tres difficile, puisque, pour tout x € R, ‘ane

est normalement et donc uniformément convergente sur R.
Remarque : nous avons, pour tout n € N, a,, € C

Exercice 7 :

—nx

. e sin nx . R
Montrer que la série E ] est normalement convergente sur l'intervalle [a; +oo[ ol a > 0
nn
n>=2

Pas trop compliqué!

e "sinnx e " e "™
Nous avons : < = .

Inn Inn Inn

Pour tout « € [a; +00[, nous avons e~ "™* < e~ "%, et donc, pour tout x € [a; +00[, nous avons

e~ " sinnx e "
Inn Inn
—na —a\" n
- € (e™) . T
Or, la série de terme général —— = qui est du type —— avec 0 < x < 1; nous savons que les
Inn Inn Inn
- (. z" . - . e ""sinnx
séries numériques E on sont convergentes. Nous en déduisons que la série de fonctions g n
nn nn
n>=2 n>=2

est normalement convergente sur 'intervalle [a; +o0o[ ot a > 0; elle y est donc aussi normalement conver-
gente.

Exercice 8 :

Soit « un réel tel que oo < 2. On considére la série de fonctions Z 22~ %e™"" définie sur 'intervalle [0; +oo
n>1

1. Démontrer que cette série est simplement convergente sur [0; +00]

Appelons, pour simplifier, f,, (z) = 2>~%e~"*. Alors :
* Pour tout n € N*, nous avons f,, (0) = 0. La série Z 227%™ converge donc en x = 0, et si

n>1
S(x) = E 227%™ nous avons S (0) = 0
n=1
* Supposons x > 0; alors e™® < 1 et donc :
2—a,—x 2—«
2—a,_ —nr __ ,2—« —nr __ 22—« —z\" __ T € _ €z

D e =20y e =) () = T = o

n>1 n=1 n=1

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 260



Chapitre 6 Les séries de fonctions 6.5 Exercices corrigés

* La série de fonctions E 227%™ converge donc simplement, sur [0; 4-oo[ vers la fonction S

n>1
définie par :
x2—oz
S(x) = six >0
S(0)=0
2. Démontrer que, si 1 < a < 2 alors la série 27" p'est pas uniformément convergente sur

I'intervalle [0; +oo.

Pour le démontrer, nous allons étudier la continuité de S. Cette démarche est justifiée par le fait
que, pour tout n € N, les fonctions 22~ %¢~"* sont continues sur [0; +oc[. S’il y a convergence

uniforme, alors S est elle aussi continue.

Le probleme de continuité se pose en z = 0. Il nous faut donc étudier lin% S (x). Nous avons :
z—

z>0

x2—oz B (.73270‘) X T
x _ 1 z _
R S

B x(e* —1)

7 x27o¢ { T

o (e — 1)

= glrayx 7

(er = 1)

T
im =1
z—0 e — 1
Et :
toosil<a<?2
lim z' =% = Osia<l1
z—0 .
>0 lsia=1

Nous en déduisons donc :
+oosil<a<?2

lim S(z) =< Osia<1
x—0 .
z>0 lsia=1

Visiblement, la fonction S n’est pas continue pour 1 < a < 2, et donc la série Z 227" plest

n>1
pas uniformément convergente sur U'intervalle [0; +o00[ lorsque 1 < a < 2
3. Montrer que si o« < 1, alors elle est uniformément convergente sur [0; +00|
Pour montrer I'uniforme convergence de la série, nous allons démontrer que la série g g2 e

n>1
converge normalement sur Uintervalle [0; +oo].

Pour cela, il faut majorer |x2’o‘e’""’”’ par le terme général d’une série numérique convergente.
Déja, |:r2_°‘e_"””} = 227 % ~"*_Nous avons posé f, (r) = 22~%e~"*; calculons la dérivée de f,,.
Nous avons :

fl(z)=(2—a)z' ™% —nz? %" = e 7Y ((2 — ) — nx)

Pour x > 0, nous avons ez~ > . Le signe de f}, ne dépend donc que de celui de (2 — o) —nz.

L 2—-a« . . 2—-a«
Ainsi, si 0 < @ < ——, alors f/ > 0 et donc f, est croissante. Si x > ——, alors f/, < 0 et
n

L. . 2—« 2—«
donc f, est décroissante. f,, admet donc un maximum M,, = f, (7 en rg = .
n n
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_112—« 1 s s .
Or, par calcul, M,, = [(2 —a)e 1] X ——. La série E est une série de Riemann,
n -
n>=1

convergente si et seulement si 2 — «a > 1, c’est a dire si a < 1.

Ainsi, |22 %™ | < [2—a)e™?

n27oc

2—a 1 . s — _
] X ——, et siaw < 1, la série 227%™ est normalement
- E
n>1

convergente sur [0; +-00[

6.5.2 Exercices complémentaires
Exercice 9 :

Etudier les séries suivantes

1. E e " cosn’x

n=0

> Pour tout x € R, nous avons ’e‘" cos an‘ < e ™ Or, e " est le terme général d’une série

22 est donc normalement convergente, donc uni-

numérique convergente. La série Z e "cosn
n=0
formément convergente sur R
> D’autre part, pour tout n € N, les fonctions e™" cosn
uniforme de la série, nous déduisons que la somme Z e "cosn
n=0
> La fonction e ™™ cos n?x est dérivable sir R et de dérivée —n?e~" sin n?z. Comme tout & ’heure,
pour tout z € R, nous avons }—nQe_” sin n2x| <n%e™. Or, n?e™" est le terme général d'une

22 sont continues sur R ; de la convergence

2% est continue sur R

2

série numérique convergente. La série E —n2e " sinn’z est donc normalement convergente,
n>=1
donc uniformément convergente sur R. En conclusion, nous avons

!/

E e " cosn’x :E —n2e "sinn’z

n=0 n>1

x
2. —1)"sin =
Z (—1)" sin -

n>1

= Convergence simple
> D’une part, du fait que la fonction sinx soit impaire, I'étude de la série peut se réduire a

[0; +o00]
. . / . xr ™ ..
> Soit x > 0; il existe NV € N tel que si n > N, alors 0 < — < —; ainsi, pour n > N, nous
n
x T ™ . . . 5. ™
avons 0 < < — et comme la fonction sin est croissante sue l'intervalle [O; 5},

n+l Snp 2
X

< sin — ; ce qui montre que la suite (sm —
n

) est décroissante
n/n>N

nous avons sin

+1

) . T N s 4o ; 4o .
> D’autre part, lim sin — = 0; d’aprés le critére des séries alternées, la série de fonctions
n—-+oo n
n . T . «, 2, . oLz
g (=1)" sin = converge simplement sur [0; +00[, et par parité (ou imparité), sur R
n

n>1

= Convergence absolue

.z . X
Pour n > N, nous avons ’(—1)" Slnf‘ = sin —, et lorsque n tend vers +o0o, nous avons
n n

. Z €T x . L. . o y . L
sin— ~ —. Or, — est le terme général d’une série divergente. La série E (—1)" sin = ne
n n

n>1
converge donc pas absoluement.

—> Convergence uniforme
n

Posons S, (z) = Z (—1)* sin% et S(z) = Z (—1)" sin z

k=1 n>1
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D’apres les résultats donnés lors de 1’étude des séries alternées, si nous remplagons la somme
d’ordre n par la somme de la série, 'erreur commise est de ’ordre de u, 1. Donc, pour n > N :

x

|Sn (z) — S (x)] Ssinn_’_1

. . ™ .
On sait que si 0 < z < 3 nous avons 0 < sinz < z. Donc :

T T
<
n+1 n+1

|Sn (z) — S (x)] < sin

b
Soient 0 < a < b et x € [a;b]; alors nj— . < L et done, pour tout = € [a; b],

S () = S (2)] <

n+1

Et nous avons donc, pour tout = € [a; b, lirf |Sn () — S (x)] = 0 ce qui montre que la série
n—-+oo
converge uniformément sur tout intervalle [a;b] C R

COS %
3.3 1%2

n>0

C’est une série qui pose peu de probleme :
COS = < 1

= Pour tout = € R et tout n € N, nous avons 2" L
10" 107
La série converge normalement sur R et donc uniformément sur R.
. 08 5 ) COS 7 . .
— Les fonctions sont continues sur R, et donc la somme E Ton est elle aussi continue
n>=0
sur R /
) 08 54 L. ., [cosg 1 singy
—> Les fonctions sont dérivables sur R, de dérivée =—-——X .
10m 10m AL 10m
De la la méme maniere que précédemment (utilisation de la convergence normale), on démontre
x
COS =%
que la série des dérivées converge normalement donc la somme E 102” est dérivable sur R
n>=0
o —sin g
et de dérivée E —_—
20m
n=0
1
D D
n+n2x
n>= +
Appelons f,, (z) = ——
ppelons r)= ——-—.
" n + n2x?

1 1
Nous pouvons remarquer que f, (0) = — et que la série numérique E — est divergente ; I'étude
n
n>1
se fera donc pour z € R*.

En remarquant aussi que f, (x) = f,, (—z), Pétude se fera donc sur [a; +oo[ ot a > 0
1 1

~
n+n2z2 " n4+n2a?’

est normale, donc uniforme sur

= Siz € [a; +oo], alors, pour tout n € N* n+n?2? > n+n?a? et donc 0 <

ce qui montre que la convergence de la série E _—
2.2
n—+n“x
n>1
[a; +o0]

= Sur le domaine [a;+o0], la fonction f, (z) = est continue, et donc la fonction

) n 4+ n2z?
S (z) = Z R est donc continue sur [a; +00[
n>1
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Exercice 10 :

Soient «, a et b, 3 nombres réels tels que a« > 0 et 0 < a < b. On considére la série de fonctions
x . . p "
g ——————— Montrer que cette série est uniformément convergente sur l'intervalle [a; |
n® (1 + nx?)
n=1
> Dans un premier temps, nous allons démontrer que, pour tout n € N tel que n > 1, et tout « > 0,

nous avons
T 1

ne (14 na?) = notly

x
ne (14 na?) notly

Il suffit, pour le démontrer, de faire la différence . Nous avons, en effet,

x 1 1 < x 1 )
n®(14+nx?) noetlz  ne \1+nz2 na
T 1

Il faut, maintenant, étudier le signe de ——— — —.
1+nz?2 nx

Réduisons au méme dénominateur :

x 1 na®—1-na® (1-n)a®—1
L+nz?2 nz  ne(l+nz?)  nz(l4na?)
1—n)z? -1 x 1
Comme n > 1 et x > 0, nous avons # < 0 et donc — < 0, cest
nx (1 + nx?) n® (14 nx?) notly
a dire :
x 1
ne (1+nx2) ~ notly
> Ce qui veut dire que, pour tout z € [a;b], nous avons :
0< z 1 1
ne (1 +na?) ~ notly ~ potlg
1 T
La série ——— est une série de Riemann convergente, et donc la série —_——
ri Z o, une séri iemann convergente, n ri Z o (14 na?)

n>1 nz=1
converge normalement, c’est a dire uniformément sur 'intervalle [a; b]

> D’autre part, la fonction w, () = est continue sur 'intervalle [a; ] et de la conver-

x
n® (1 + nx?)

. o X
gence uniforme de la série E -
n

m sur Uintervalle [a; b], on peut déduire que la fonction
nw
n=1

S (z) = T; m est, elle aussi, continue sur 'intervalle [a; b]

Exercice 11 :

- 7LZI?2

. . . € .
Montrer que la somme de la série de fonctions de terme général f,, (x) = (—1)" 1P est continue sur R
n+
e~ne’ 1
Nous avons, trés simplement, |(—1)" 3| < 3-
(n+1) (n+1)
e—n$2
Ce qui montre que la série Z fn(x) = Z (-1)" m converge normalement, et donc uniformément
n>0 n>=0

sur R

De méme, pour tout n € N, f,, est continue sur R.
2
—nx

e
De la convergence uniforme, nous tirons que S (z) = E (-=1)" W est continue sur R
n+
n=0
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Exercice 12 :
. . L . P m .
Soit o € R. Etudier la continuité de la fonction définie sur {0; 5} par F (z) = Z n%sin" z cos
n>1
Nous allons étudier la convergence normale de la série.

7r . Y Y Yy
Pour tout = € [O; 5}, nous avons : [n®sin” zcosz| < n®. La série numérique E n® est une série de
nzl
Riemann ; cette série est convergente si et seulement si o < —1.

Ainsi, si @ < —1, il y a donc convergence uniforme sur [0; 5} La fonction n®sin™ z cosx est continue

. . . . ™
sur R, et donc si o < —1, F (x) = E n%sin™ x cos z est une fonction continue sur [0; 5]
n>1

Exercice 13 :
On considére la série de fonctions Z fn(x) o fr (x) = (1) ——
n>1

1. Etudier la convergence simple de la série sur R
Soit z € R.
Alors, la série Z (="

n>1
> Pour tout z € R, et tout n € N*, nous adons :

2

7 est une série numérique alternée.
r*+n

x? x? x?

——— =0et <
xt+n y 2+ (n+1) " at+n

2
n

> D’apres le critere des séries alternées, la série E (-1) est donc convergente

X

4
X n
n>=1 +

Nous en déduisons que la série Z fn (x) est simplement convergente sur R

n>=1
Elle n’est, par contre, pas absolument convergente
z? x? z? z?
En effet, nous avons |(—1)" = , et, pour tout r e R, ——— ~ —. La
) 2t +n 2t +nnotoo n
2 2
x x
série Z — est une série de Riemann divergente, et donc la série numérique Z (-=1)" -
n Tt +n
n>1 n>1
n’est pas convergente.
Ainsi, la série Z fn (x) n’est pas absolument convergente.
n>1
2. Montrer que cette série est uniformément convergente sur R
- x? z?
Appelons S, (z) = )" ——— et S(x) = ) JE—
pp "()Z()z4+k (2) Z()$4+n
k=1 n>1
Pour montrer que la série converge uniformément sur R, il faut démontrer que
li 3 — =
R sup S (x) = S (2)[ =0
22
D’apres la théorie des séries alternées, nous avons : |S, (z) — S ()| < ————
b S0 (2) = 8 @)] € g
1 2 +1 2
, a2 X 4m( "?Jrﬂf)( "T—l’)
Etudions g (r) = —————; la dérivée est donc, apres calculs ¢’ (z) = 5
zt+n+1 (24 +n+1)

/ 1 / 1
Le signe de cette dérivée ne dépend que de celui de 4z ( % + J;2> ( % — x2>.
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En utilisant la parité, on voit que g admet comme maximum M,, ou

n+1
Vo vz 1
3

M,=———F——= X —
" 1 W
n; +n+1 n+1
22
Nous avons donc |S7l (l’) - S (.’L’)| < m < n
Nous voyons donc tout de suite que lim M, =0, c’est & dire que lim sup|S, (z) — S (z)] = 0.
n—+00 Nn—+00 1R

La série converge donc uniformément sur R

3. Montrer que la somme de cette série est continue

Pour tout n € N*| la fonction f,, () est continue sur R. la série convergeant uniformément sur R,
2

x
la somme S () = 1" est donc continue sur R
mme S (z) T; (-1) i nc continue sur

Exercice 14 :

x

1. Montrer que la série de fonctions E converge uniformément sur R

2 2)2
n>1 (z? +n?)
Nous allons démontrer que cette série est normalement convergente sur R.

Pour ce faire, il faudra majorer par le terme général d’une série numérique a termes

(22 + n2)?
positifs convergente.

Du fait de I'imparité de nous ne considérons que x > 0

(o2 4+ n2)?”
x
Etudions f () = ——.
@)= iy
. ) n? — 322 n ..
Tous calculs faits, nous avons f’ (r) = ————=. f { —= | est une borne supérieure de f.
(a2 T \V3
n 3v3 1
Nous avons donc 5 — | = — X —.
(x2 + n?) V3 16~ n3
La série Z —_— >< — est une série de Riemann convergente.
n>1 n?
Ainsi, la série ’72 converge normalement et donc uniformément sur R

2 2
w1 (@2 +n?)
2. Montrer que cette série est continue sur R

T
Comme d’habitude, pour tout n € N*, chaque fonction f (z) = W est continue sur R ; de
r°+n
. . 4o X .
la convergence uniforme, nous tirons que la somme de la série Z (272)2 est continue.
¢ +n
n>1

. . 1 ..
3. Montrer que la série de fonctions Z — 5 est dérivable sur R

2
T n
n>1 +
1 1 . 1 .
> Pour tout z € R, nous avons 3 5| = = 5 < —- La série E — est une série
x4 +n x4 +n n
n>1
. .. 1 .
numérique convergente, et donc la série E PR converge normalement, et donc uni-
T n

n>1
formément sur R
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. 1 . - 1
> Pour n € N*, chaque fonction ——— est continue sur R, donc la somme de la série g -
e +n T4 +n
n>1
est continue sur R ,
1 —2x —2x
> Nous avons (ﬁ) = —————. Nous avons démontré que la série E —_—
2 4n (22 +n?) ns1 (@2 +n?)

e 1 -
convergeait unifomément sur R. Nous pouvons donc conclure que E o est dérivable
2 +n
n>1
sur R (elle est méme de classe C') et que nous avons :

/

1 ( 1 )’ T
E ] = E e :‘22 [
x? +n? — \z® +n? (a2 +n2)?

n=1 n>=

Exercice 15 :
sin (nx)

Nous considérons la série Z fn (x) ot fr (2) =

n>1

n3

1. Montrer que la série Z Jn (x) converge et que sa somme f (x) = Z fn (x) est continue sur R

n>1 n=1
Bon, ben, c’est toujours pareil!'!
N . ) sin (nx) )
— Premiérement, pour tout n € N*, la fonction f, () = ——3— est continue sur R
n

sin (nx)

1 i i 1
— D’autre part, pour tout z € R, nous avons 3 < —3. La série numérique E —; est une
n n n

n>1

série de Riemann convergente.
Dong, la série E fn (z) est normalement convergente, et donc uniformément convergente.

n>1
— Toutes les fonctions f, étant continues sur R, de la convergence uniforme de la série, nous

déduisons que la somme f (z E fn (x) est continue sur R
n>1

2. Démontrer que / f(x)de =2 Z

1 (2n — 1)

. sin (nx .
> Nous savons que, pour tout n € N*| les fonctions f,, (z) = % sont continues sur R
n

> La série de fonctions E fn (x) converge uniformément sur R
n>1
> Donc, d’apres 6.2.5, nous pouvons écrire :

/an dx—Z/ fula

n>1 n>1

Il nous faut donc calculer / fn () dz = / M dz
0 0

Nous avons :

/ wdx: —3/ sin (nz) dx
0 n n= Jo
1 {—cos(n:v)}7T
nd n o
-1 n 1 "
= D =)= o (1= (DY)
T T . 9
Ainsi, si n est pair, alors/ de:Oet si n est impair, alors/ dezj;d’oﬁ:
0 n 0 n n
[ Shwa-3 [ f@a-Y 2=y
n>1 n>1 n>0(2nﬁ+1) n>1(2n-_1)
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cos (nx)

3. Démontrer que, pour tout x € R, [’ (z) = Z 5

n=>1

n

1

cos (nx s
7) < —, nous concluons que la série
n2

> De la majoration, vraie pour tout = € R, 5
n

cos (nx) ) ,
————= converge normalement, donc uniformément sur R

n2
) . . cos(nz) ,
> D’autre part, pour tout n € N, la fonction ———= est continue sur R, et de la convergence
n

n>1

cos (nx)
n2

. !
(sm (nx) > cos (nx)
n3 n?
De la convergence uniforme de toutes ces séries, nous tirons :

uniforme, nous tirons que la fonction somme E est continue sur R

n>=1

> D’autre part pour tout n € N*, la fonction f (z) =

!/

= () -3 () -y e

n>=1 n>1 n>1

. 3 cos (nx) (-1)"
4. D t ——dx = —
émontrer que /0 Sl gy = 3

3
n>1 n>0 (2n+1)

cos (nx)

5 ¢taient continues et que la
n

Nous avons déja montré que, pour tout n € N*, les fonctions

. cos (nx) . . ,
série E ——5— convergeait uniformément. Nous avons donc :
n
n>1

3 cos (nx) 2 cos (nx)
/0 Z—_rﬂ do = Z/o —7 dx

n>=1 n>1
2
Il faut donc calculer / o8 (;1 ?) dx
0 n
3 1 /2
/ %an) de = — cos (nz) dz
0 n n=Jo .
1 {sin (nz)} 2
T on? n
1 . nr 0
= -3 Sin 7

2k+1
On peut remarquer que si n est pair, alors sin % = 0 et que si n = 2k + 1, alors sin w =

(-1)".

3 3 % + 1 )
Ainsi, sin est pair/ Mdszet siank—i—l,alors/ de:(i)g
0 n 0 (2k+1) (2k+1)
3 : 1"
Etalors/ demzz(i)g
0 531 7 n>0 (2n+1)

Exercice 16 :

Cet exercice est l’occasion de mettre en pratique les théoréemes sur la dérivation
(_1)’”,

Pour n € N*, nous définissons la fonction f, (x) = e
x+n
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1. Démontrer que la série Z fn (z) converge simplement sur [0 : +o00[ vers une fonction S
n=1

La série E fn (z) est une série alternée.
n>1

1
Pour z > 0 fixé, la suite (7) est une suite positive et décroissante telle que lim =
n>1 n—+oo xr +n

0.
Donc, d’apres le critere des séries alternées, la série Z fn (z) converge simplement sur [0 : +o0.
n>1
1"
D e

Si S est la limite, nous avons méme S (0) = Z
n

n>1
(a) Cette série converge-t-elle normalement sur [0 : +oo[ ?

est une fonction décroissante sur [0 : +oo[ et nous

— La fonction |f, (z)] =
avons :

r+n
1
sup | f (2)] = | falloo = —
>0 n
1
La série Z — est divergente et il n’y a donc pas de convergence normale sur [0 : 00|

n>=1
— Mieux, il n’y a convergence normale sur aucun des intervalles [a;b] C R

1 1
En effet, d’aprés la méme analyse, sup |f, (z)] = ——. La série Z est
z€la;b] n+a n>1 n+a

divergente et il n’y a donc pas de convergence normale sur Uintervalle [a; 0] C R

(b) Cette série converge-t-elle uniformément sur [0 : +o00[?

n
Comme d’habitude, nous posons S, () = Z fr(x) et S(z) = Z fn ().
k=1 n>1
1l faut que nous étudions |S,, () — S (x)|. D’apres le critere des séries alternées, nous
avons :

1 1

- < <
1n (2) = (@)] < z4+n+1 n+l

Ainsi, lim sup|S, (z) — S (z)| = 0; ce qui termine de montrer que la série Z S (2)

n——+00 x>0

n>1
converge uniformément sur [0 : +o0[ vers la fonction S
(_1)7L+1
2. Démontrer que S’ (z) = Z —F—
n>1 (.’1? + n)
(_1)n+1
> Nous avons f, (z) = ————; f, est donc de classe C* sur [0 : +oof
(x+n)
> D’autre part, la série Z fn (z) converge simplement, et méme uniformément, sur [0 : +oo]
n>1

vers la fonction S
> Il faut maintenant montrer que la série Z 1l (x) converge uniformément sur [0 : 4+o0].
n>1
Pour cela, il est facile de montrer qu’elle converge normalement sur [0 : +oo[; en effet :

(™!
(z +n)?

1 1
(x+n)2\n2

[ (@)] =

. . 1 . .
Comme la série numérique E — est convergente, nous en déduisons que la série g I (z)
n=1 n>1
converge normalement et donc uniformément sur [0 : +o0]
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!/

Nous avons donc : Z fa(z) | = Z I (x), c’est & dire, traduit autrement :
n>=1 n>=1

Exercice 17 :

—+00 :
sinx 1
Mont dx = g —_
on rerque/0 pr— €T 1

n>1

sinx .
dx existe ?

—+oo
—> Premierement, est-ce que l'intégrale / -
0 e -

* Regardons d’abord en 0, nous avons :

sinx sinx T
X

e —1 T et —1

. sinx . T . . z e
Comme lim = lim =1, il est possible de prolonger par continuité en 0
z—0 I x—0 e — 1 et —1

* Regardons maintenant en 400 ; nous avons, pour z > 0 :

sinx 1 e ” -
= e
Sler —1| Ter—1 l—e=@ =
oo T sing
Or, l'intégrale e~ " dz existe et nous en concluons que l'intégrale / — dz est
o €~

0
absolument convergente, donc convergente.
= Comme il y a quelques questions & se poser en 0 et +00; soit donc ¢ > 0 et x > ¢.
n n
. . . . _ ok 1 —em(Hbz
= Maintenant, il est intéressant de voir que E e ke = E (e z) =

1—e7®
k=0 k=0
n
. . , . 1 — e (nthz 1
Siz>e, alors, e <1let lim e % = lim =
n——+oo n—too 1 —e % 1—e®

Donc, si x > ¢, alors :

n n & 1— e—(n—i—l)x
E sinze” FFDT = e~ gip o E (e_””) =e *sinx X o
— 67
k=0 k=0

De telle sorte que si x > ¢,

Z sin pe—(n+De _ o ST _ sinx _ sinz
l—e® e*(l—e®) e*—1
n=0

‘- . ] . . sinx

La série E sin ge ("= converge donc simplement vers la fonction — 1

T —

n>=0

sur l'intervalle

— La série Z sinze” ™*tV? converge-t-elle uniformément vers la fonction szmx
n>=0 ¢
[e5400[ 7
Nous allons, en fait, montrer qu’elle y converge normalement ; en effet, pour tout z > ¢ :

’sinxef("ﬂ)z < 67(n+1)w < 67(n+1)5 _ (e—g)n‘i’l

ros —e\n+1 = . T o . —
La série E (e E) est une série géométrique convergente, et la série g sinze~ ("1

n>=0 n=>0

converge

. , . nx .
normalement, donc uniformément vers la fonction 7 sur Iintervalle [e; +00]

eac
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D’autre part, pour tout n € N, la fonction f, (z) = sinze™("*t1% est continue sur I'intervalle
[e; +00], et nous pouvons écrire, pour tout X € [g; +o0] :

X X
/ Z sinze~ (D7 | qy = Z/ sinze~("T17 gy

€ n>0 n>0"¢

X
= Il faut, maintenant, calculer / sinze~ (D7 4y
€

g

X X
/ eir—(n—i—l)z do = / em(i—(n+1)) dz

Fa;(i(nﬂ)) } X

X X
Nous avons sin ze~ ("tD* = Im (e”e_(""‘l)w), et donc/ sinze”("tD? dg = Im </ em_(”ﬂ)’”) dx

i—(n+1)),

_e—(n+1)x X

= |——({((n+1)+14) (cosas—l—isinsc))}
{(n +1)7+1 .

X e—(n+l)e e—(n+1)X
Et donc sinze” "V dy = ———— ((n+1)sine + cose)— [ ————5—— ((n+ 1) sin X + cos X)
. (n+1)>%+1 (n+1>%+1
=—> Nous avons, maintenant :

X e—(nt1)e e—(nt1)X
Z / sin ze” ("D dg = Z ——————((n+1)sine + cos 5)72 ——————((n+1)sin X + cos X))
So/e n20(n+1) +1 n>o(n+1) +1

_,—(n+1)X
— Etudions la série de fonctions ‘N n+1)sin X + cos X ). Pour tout X > a ou
2
>0 (n+1)"+1

a > 0, nous avons :

_—(n+1)X —(n+1)a 2
672 ((n+1)sin X + cos X)| < 672 (n+1)+1) = # % e—(n+Da
(n+1)°+1 (n+1)°+1 (n+1)°+1
2 —na
lorsque n tend vers —+o0o, nous avons % x e~(ntla ¢ qui est le terme
(n+1)"+1 n—+o00

général d’une série convergente. La série Z —

>0 (n+1)"+1

malement, donc uniformément sur tout intervalle [a; +o00].
—e—(n+1)X

Nous avons _lim ———=——((n+ 1)sin X + cos X) = 0, et donc, d’apres le théoreme d’in-
X=+o0 (p41)" 41

version des limites, 6.2.1, nous avons :

((n+1)sin X + cos X)) converge nor-

(D)X
Z ( lim —————((n+1)sinX —|—cosX)> =0

n>0 X=doo (n4+1)"+1

67(n+1)£
— Pour étudier la série E

———— ((n+ 1) sine + cose), nous allons choisir ¢ tel que 0 <
o (n+ 1)%+1

€ < — et nous allons découper la série en 2 :

ol
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—(n+1)e 1) si
* D’une part, la série Z < (n2—|— )sine
o (n+1)"+1
—(n+1)e
* Et d’autre part, la série Z 67;088
o (n+1)"+1
e~ (mte coge

— Etudions maintenant —
"0 (n+1)"+1

—(n+1l)e € —(n+1)e
Tout d’abord, nous avons Z % =cos¢ Z 612, et
wso (n+1)7+1 o (n+1)7+1
e—(n+1)s e—(n+1)s 1
= <
m+1)2+1] (+1*+1 (n+1)>+1
e—(n—i—l)e
La série Z étant convergente, la série Z ————5 —— est normalement conver-
w30 ( ‘41 o (n+1)"+1
gente donc uniformément convergente sur [O; g}
En conclusion :
e—(n—i—l)s T
* Comme —————— est une fonction de ¢ continue sur [0; f} , de la convergence uniforme,
(n+1)"+1 2

e—(nt+1)e T
nous concluons que la fonction g (g) = Z ————— est continue sur [O; f}
D°+1 2
n>0 (n+1)
67(n+1)€ 1
* D’autre part, hm = 5 , et donc, de la convergence uniforme, et
=0 (n+1)*+1 (n+1)"+1
d’apres 6.2.1, nous avons

—(n+1)e —(n+1)£ 1
i;8n20(n+1) +1 n>085;>8 (n+1) +1 n=0 (n+1) +1
1
C’est a dire lim g (¢) = o—7—
=29 7; mn+1)"+1
—(n+1)e nng (n+1)e 1
* Ainsi, Z w = coseg (e) est telle que hm Z 7(3055 = Z —_—
n>0 (n+1)"+1 5>0n>0 (”+1) +1 n>o(”+1) +1

—(n+1)e :
— Etudions maintenant la série Z e "ty (n;_ lsine
"0 (n+1)"+1
Nous allons décomposer ce qui est a 'intérieur du signe somme. L’objet de notre étude sera
de majorer 'expression e~ ("t sin ¢ indépendamment de e
* Nous nous mettons donc a I’étude de h(z) = e~ (»+*)?sinx dont la fonction dérivée est
donnée par

, et 'étude n’est pas des plus simples!!

B (x)=e "% cosz — (n+1) e ™% sing = e ("% cos 2 (1 — (n + 1) tan )
. 1
Cette dérivée s’annule pour x, = arctan { —— ).
n+1
T
La fonction tan étant croissante sur [O' f{ h' est donc positive sur [0;x,,], puis négative
pour z > . Ainsi, pour tout = > 0, nous avons h (z) < h (z,) ou
. 1 —(n+1)arctmn< +1>
h(x,) = sin (arctan <n—+1)) e
* Donc, nous avons :

< (n + 1) sin (arctan (%ﬂ)) 6_(”+1) arCta;;(%ﬂ)

(n+1)°+1

e~("+1e (n 4 1) sine

(n+1)7°+1
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* Maintenant, il faut connaitre le comportement de la suite numérique

(n+1)sin (arctan (ﬁ)) 67(n+1)arctan(%ﬂ)

(n+1)°+1

Nous commencons par faire un développement limité de sin (arctan (

est voisin de 400
— Commengons par le faire au voisinage de O :

1))
i lorsque n

sinz =z + xe (z) et arctanz = x + xe (z) et donc sin (arctanz) = x + xe (x)

— Ce qui veut dire qu’au voisinage de +oc0, nous avons :

1 1
sin <arctan < )) =
n+1 n—+oon + 1

D’autre part,

1 1 1 1
ef(nJrl) arctan(m) _ 67(n+1)<n7+1+r+16(n 1)) _ eflJrs(

1 1
. —(n—&-l)arctan(i) ) —1+e( ) 1
Nous avons donc lim e ntl) — Jim e ntl) — =
n—4oo n—-4o0o e
Nous en déduisons donc :

1
— 1 —_
(n+1)sin (arctan (nil)) "R )aman(nﬂ) B 1
(n+1)?+1 notoo e ((n+1)% +1)
- 1 . . . .
La série Z ————— étant convergente, il en est de méme de la série

She(tn+1)°+1)

1
—(n+1) arctan(m)

(n 4 1)sin (arctan (—5 ) ) e
- o s o 1)

"0 (n+1) +1

—(n+1)e 1
Ce qui mene a la conclusion que la série Z ¢ (n+1)sine
"0 (n+ 1) +1

uniformément.

—(n+1)e =
e n+1)sine
= Pour tout n € N, nous avons lim ( 5 )
e—0 (n+1)"+1
et du théoreme de d’inversion des limites 6.2.1, nous avons

lim
=00 (n+1)* + n>0 n+1)*+1
e—(nt1)e 1
= En conclusion : lim —— 5 ((n+1)sine + cose) = Z —_—
€0 >0(n+1) +1 o (n+1)"+1

e~(+te (n 4 1) sine Z ~( D2 (n 4 1)sine
- 5~>O o

converge normalement, et donc

=0, et donc de la convergence uniforme
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—> En conclusion, et pour terminer

T gina . X sinx
dx = lim dx
0 er — 1 e—0 et — 1
X 5+oovE

X
= ;g% /E Z sinze” (D7 | gy

X —+o0 n>0

X
— li : —(n+1)z
lim E / sin xe dx

X400 \n=0vE

Z e—(n+l)e (« ) ) Z e—(n+1)X (« ) )
= lim ———— ((n+1)sine + cose) — ——————((n+1)sin X + cos X
2 2
XE—>_)—&?oo "0 (n+1)"+1 7>0 (n+1)"+1
6—(n+1)s

- (2

5o (n+ 1)%+1

—~(
e

— lim =
X =400 n; (n+1)°+1

1 1
- ST

2
n=0 (’ﬂ + 1) +1 n>=1

((n+1)sine + cose)

n+1)X
((n+1)sin X + cos X)

Foo
1
Et donc/ imx dx:ZT
0 et —1 et ns+1
Q.E.D.
OUF!!

Exercice 18 :

Soit « € R
.. . b, . o™ cos (nx
Pour tout n € N, on définit la fonction f, définie sur R par f, (z) = 4
n!

. i a” cos (nx
1. Etudier la convergence de la série Z 7()

n=0

n!

> Nous allons montrer que la série est normalement donc uniformément convergente sur R en

entier :
a™ cos (nx) ||

= ol

n!

n n
. ‘O&l PN i |a| _ ]
La série — est une série a termes positifs convergente (nous avons — =e ), done
n! n!

n=0 n=0

. a™ cos (nx)
la série E — 5 est normalement convergente
n!
n=0
. a” cos (nx .
> Pour tout n € N, la fonction f, (z) = 7'() est continue sur R. De la convergence
n!

a™ cos (nx)

uniforme de la série, nous déduisons que la fonction C () = E est continue sur

n>=0

n!
R
2. Nous appelons C' (z) = Z

n>0
une expression de C 3 I'aide de fonctions usuelles

a™ cos (nx) ametn® (aei)"
Nous avons f, (z) = ————= = Re( ) = Re ()

n! n! n!

a™ cos (nx)

| pour tout x appartenant au domaine de convergence. Donner
n!
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n iz\™
Et donc C (z) = Z%S'(n@ = Re Z% — Re (exp (aem)).
n>0 ’ n>0 :

Or, exp (qe'®) = exlcosatising) — gacosz ¢ giasine — gacos® (cog (avsina) + isin (asinz)). Dot
nous tirons :

’ C(x) = €e*°*% cos (asinx) ‘

3. Pour tout n € N, nous appelons :

+7 Sany
In = / sin (nz) C' (z) dz et I,, = / cos (nz) C' (z) dx

J =T —T

(a) Calculer J,, puis I,

> La fonction C' (x) = e*°*** cos (asin ) est clairement paire, et donc la fonction sin (nx) C (z)
—+7
est donc impaire, d’oll, nous pouvons conclure que J,, = sin (nz) C' (z) de =0

Z a? cos (px) cos (nx)

> Maintenant, cos (nx) C (z) = '
p!

p=0

P cos cos
Considérons V, (z) = a b(px') (na:) Démontrons que la série ZVP (), converge

P >0

normalement sur R
o cos (px) cos (nx)
p!
P
- - Ao |ov - .
Comme tout a ’heure, la série numérique E — est convergente, et la série de fonctions
p=0

|af”
p!

v, @) = |

Z aP cos (px) cos (nx)

|

>0 P

> D’autre part, pour tout p € N, la fonction V, est continue sur R, et nous pouvons donc
écrire :

/ + cos (n) C (a) do = [ + Yo afcos @g 08 (n2) 4, §° /+ " a? cos @2) cos (n) |

|
p=0 p20"~ '

est normalement, donc uniformément convergente sur R

px) cos (nx)
p!
+7 . p D +m
Pour commencer, / o cos (pz) cos (nz) de =2 cos (pz) cos (nx) dx.
N p! ol J_,
+m
Le nceud de la question est donc le calcul de cos (pz) cos (nx) dx

+7 p
> Il nous faut donc calculer / o cos ( dz

* Ah!! les formules trigonométriques!! Pour commencer, nous avons :

cosacosfS = % [cos (aw = B) + cos (o + B)]

Et donc 1
cos (pzx) cos (nx) = 3 [cos (p —n) x + cos (p + n) 2]

T2

—T —T

—+ 1 —+7 —+7
D’out / cos (px) cos (nx) dx = {/ cos(p—n)xdr + / cos(p+n)z dm}

* Nous avons, sin # p :

+7 . - +m
/ cos(p—n)xdr = {78m (p=n) I} =0
—T p—n —T
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Sin=p:

+m +r
/ cos(pfn)xdx:/ dz =27

—T —T

* De méme si n+ p # 0, c’est a dire (n #£0) ou (p#0) :

+m : +m
S +
| eostormaar= [TUEENI]T
—7 p +n —T
Etsin+p=0, cest a dire (n=0) et (p=0) :
+m +m
/ cos(p—l—n)a:dx:/ dz =27
—Tr —T
* En résumé :
+m 1 +7 4 Osin#p
/ cos (px) cos (nx) dx:{/ cos(p—n)xda:—f—/ cos(p—i—n)xda:} =< 7wsin=p
_ 2/ \_ in =
Q Q Q 2rsin=20
> Et donc, en remontant :
Osin#p
7 aP cos (pr) cos (nx) a"m
' dx = —-sin=p
n p! n!
2 sin =
> D’ou :
+7 4+ p am o,
I, = / cos (nz) C (z) dz = Z/ @ cos (px') cos (nx) dz = nl sin>1
-7 p>07 T p: 2w sin =
(b) Déterminer lim J, et lim I,
n—-+oo n—-+oo
= ....Facile!! il est clair que lirf Jn = 0, puisque, pour tout n € N, nous avons J, = 0!!
n—-+0oo
— Pour tout @ € R, nous avons o™ qui est négligeable devant n! (c’est a dire o™ € o(n!))
n
et donc, lim & 0, c’est a dire lim I, =0
n—+oo nl n——4oo

= Il aurait été possible d’étudier la série numérique Z I,,, étude qui ne pose pas de diffi-
n>0

j{:lﬁ:: LJ+'§£:Iﬁ

n=0 n>1

cultés :

En conclusion, Z I,=7n(1l+e%)
n>0

/ a"cos? (nx) . , I
4. Lorsque cela existe, nous posons S (x) = Z ———————= Déterminer I'ensemble de définition de S
n=0

et exprimer S a l'aide des fonctions usuelles.

n!

a” cos? (nx) - o™

S

—> Tout d’abord, avec les mémes arguments que précédemment, puisque

n! n!

L. a” cos? (nx)
la série E — est normalement convergente.
n!
n=0
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—> D’autre part, en utilisant les formules trigonométriques :

2 2

1
cos 2z = cos® x — sin®z = 2cos’x — 1 <= cos’z = 3 (14 cos2zx)
n 2 n
C’est a dire que w'(nx) = 204 7 (14 cos2nz) Dot :
n! n!

S (x) = Z a™ cos® (nx)

n!

n=0
n
= Z % (1 4 cos2nx)
n=0
o a™
= Zﬁ +Zﬁcos2nx
n=0 n>=0
1 1

= Et si on tient a exprimer S avec les fonctions de base :

e® 4 e¥ 527 cog (asin 2)
2

S(z) =

Exercice 19 :

On consideére la suite (by,),,c\ telle que : la suite (by,), o est décroissante et ngrfoo b, =0

Montrer que la série de fonctions E b, sin nx converge uniformément si et seulement si lim nb, =0
n—-4oo

1. On suppose que la série g b, sin nx converge uniformément

Nous allons démontrer que lim nb, = 0.
n—-+o0o

Comme la suite (by,),,cy est décroissante et telle que lim b, = 0, on peut remarquer que, pour
n—-+o0o

tout n € N, nous avons b,, > 0

c s . P, ™ . N
On considere la suite (z,,),, oy définie par z, = o et on appelle S,, = E by sinpx,, c’est a
5 <p<n
. . T
dire S,, = E b, smg
n
5PN

Ainsi,
2k
* Sin est pair, c’est & dire n = 2k, alors S, = E by, sin pxy,
p=k

2k+1
n 1
* Si n est impair, c’est a dire n = 2k + 1, alors 5= k+ 3 et donc S, = Z by sin px,,
p=k+1
On remarque que, donc, quelle que soit la parité de n, S, a le méme nombre d’éléments
k+1

Ainsi, pour — < p < n, nous avons

|3

n n ™ T
—Tp K PTp KNIy = — X — < PTp KN X — <<= — <
2 2 2n 2n 4
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En passant a la sommation, nous avons alors

2 2
Z bnsinpxn>§ bp<:>5n>g by
S<p<n S<p<n F<p<n
n
De la décroissance de la suite (by),, oy, on déduit que, pour tout 5 < p < n, nous avons b, = by,
et donc Y Y
2 2 nb
5 <P b Z<p<n

La série E b, sin nx convergeant uniformément, cette série est de Cauchy, et donc, en particulier,

lim Z by sin px,, = 115[_1 S, =
n——+0o0o

n—>+oo
2 \pgn
nb, V2
De l'inégalité S, > nV2 > 0, nous déduisons lim nb, =0
4 n—-+oo

Ce que nous voulions

2. Maintenant, supposons lim nb, =0
n—-+o00

Nous allons donc démontrer la réciproque.

(a) Pour commencer nous allons poser les fondations

= Comme 111;1_1 nb, = 0, pour € > 0, il existe m. € N tel que si n > m. alors nb, < e
n—-+0oo

= Soit € ]0;7] et N = {E} ou [e] désigne la partie entiere.
T
. 1 1 s
Nous avons, d’une part, puisque x € |0; 7], — € | —; 00| et — € [+1;+o0].
T 0 T
D’autre part [ } — < [E} + 1 et donc
T
T T T
x{f} <x><7<a:[»} +r<—=IsN<rn<zN+zrz<—0<nm—aN<z
T T T

= On appelle M = m. + N et soit p € N tel que p > M

P
= On considere Z by sin kx Nous avons donc :
k=m¢
M-1
Z b sinkx = Z by sin kx + Z by sin kx
k=m. k=m.
M-1
= Nous appelons A = Z bpsinkx et B = Z by, sin kx
k=m. k=M

(b) Une étude de A
Nous avons :

M-1 M-1 M-1
|A| = Z by sin kx| < Z |bi| |sin kx| = Z by, |sin kx|
k=m,. k=m. k=m.

Nous utilisons, maintenant, I'inégalité, démontrée ailleurs, |sinz| < |z| qui nous donne donc
|sin kx| < k|x|, et comme x € ]0; 7], nous avons |sin kz| < kx. Ainsi :

M-1 M-—1
|A] < Z by, |sin kx| < Z b X kx = x Z kby,
k=m. k=m. k=m.
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Comme k > m,, nous avons 0 < kb, < € et donc :
M-1
Al < x Z e=a(M—-1-m.+1)e=a(m.+ N —m.)e=ecNx < me
k=m¢

(¢) Une étude de B
= Nous allons utiliser la transformation d’Abel vue en 5.5.2 pour transformer B

Nous appelons oy, ( Z sin jx|!| Alors :
7=0
P P
B= Z by sin kx = Z (b — bi41) ok () + 0p () by — opr—1 () b
k=M k=M
= Prouvons que, pour tout k € N*, nous avons |oy (x)| < il
x

En utilisant la formule trigonométrique sinasinb = 5 [cos (a — b) — cos (a + b)], nous obte-
nons :

sin g sin jox = % [cos (g —jx) — cos (g —|—jx>} = % [cosg (2 —-1)— cosg (25 + 1)}
En passant a la sommation, nous avons :
b ... T . X 4 . W
]Z::Osmja:5m5 = sm§j§::1$1njx
= sin gak (x)

1 {cos z (2j —1) —cos g (27 + 1)}

[
Mw

— 2 2
]:
1[& il T
= 5 Zcos— 25 —1) Zcos§(2j+1)
Lj=1 j=1
1T ki1
Y5 ;COS§ 25 —1) Zcosf 2]—1)1
1__
= i_cosgfcos§(2k+1)}
1
Ainsi, singak(a:)zi[cosgfcosg(2k+1)} et donc :
sin 51 @] = g eos 5 —cosF @+ ] < 5 (Jeos |+ [eos T 2h-+ 1)) <1
sin —oy, (z)| = = |cos = — cos = < = (|eos = cos — <
% 21772 2 2 2 2

Ainsi,

sinf) low (z)] < 1
2 x T x
Comme z € |0; 7], nous avons 3 € }0; 5] et donc sin 5 >0 d’ou :

1

sin £

’sing‘ low (2)] < 1 <= sing ok (2)] < 1 <= |0y, (2)] <

[\v]

e . A e . . m .
Nous utilisons, maintenant, une inégalité classique vraie pour tout u € [O; 5} qui
est :

2
—u <sinu < u
s

k
1. Il faut remarquer que, pour j = 0, nous avons sin jz = 0 et que nous aurions pu trés bien écrire oy (z) = g sin jz

J=1
sans rien changer; j’ai voulu coller au résultat 5.5.2
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En appliquant cette inégalité a u = —, nous avons — X — < sin — <= — < sin —
2 T 2 2 T 2
N . 1 1 T
De 14, nous tirons —— < — = —
sin 5 = T

Nous avons donc démontré que, si z € |0; 7], alors, pour tout k£ € N*, nous avons

s
)| < —
ok ()] < -

= Ainsi :
p
Bl=| Y (b = bis1) ok (z) + 0p () by — ons—1 () bas
ksz
< D0 bk —bga) ok ()] + lop (2) by + |oar—1 () b
k=M

N
NE

bk = b1l [on ()| + |op (@) by| + |orr—1 (7) bas|

i
S

P
T
< = <Z b — bry1| + [bp| + |bM|>
T
k=M
p
T . L
< - (Z (b — b41) + bp + bM> car (bn),cy est une suite décroissante et by, > 0
7‘? k=M -
< E(bM* p+1+bp+bM) < E(2bM+bp)
3b
< M7 car (bn)pen €st une suite décroissante
T
3bM7T'
Et donc |B| < <3bM(N+1)pulsquef<[}+1(:)7<N+1
T T

Et donc |B| < 3bps (N + 1) < 3bps (VN +me) = 3Mby < 3¢ puisque M = N +me = m,.
(d) Finalement, nous avons montré que, pour tout € > 0, il existe m. € N, tel que, pour tout
p
p €N, si p > m,, alors, pour tout z € |0; 7], alors, Z brpsinkx| < (m+3)e
k=m¢

Ce qui montre que la série est uniformément convergente sur U'intervalle ]0; ]

— L’inégalité Z b sinkx| < (7 + 3) € est aussi vérifiée si x = 0

k=m.

— Pour z € [—m;0],alors —x € [0;7] et l'inégalité, pour p > me, Z brsink (—z)| <
k=mc
(7 + 3) € est toujours vraie.
Or, sink (—x) = sin —kx = —sin kx, et donc, pour p > m, :

k=m. k=m. k=m,.

p b
Z b sink (—z)| < (7 +3) 5<:>| Z bisinkz| < (m+ 3) e <= Z bisinkz| < (m+3)e

On vient donc de montrer que la série est uniformément convergente sur l'intervalle [—m; 7]
— Siz € R, en utilisant la périodicité de sin z, nous avons la méme inégalité :
En effet, il existe n € Z tel que (2n+ 1) 7 < x < (2n + 3) 7, et, en fait, nous avons
1/ x
n= {5 (f — 1)} ou [e] désigne la partie enticre.
T

Alors — < 2—2(n + 1) 7 < 7 et I'inégalité, pour p > me, Z brsink (z —2(n+1)7m)| <
k=m.

(7 + 3) € est toujours vraie.
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De sink (z —2(n+ 1)7) = sin (kx — 2k (n + 1) 7) = sin kz, nous avons aussi, pour

p
p = me, Z b sin kx| < (7 + 3) e qui est toujours vraie.

k=m.

La série de fonctions E by, sin nx converge donc uniformément sur R.
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