Chapitre 8 Les séries entiéres 8.10 Liste d’exercices

8.10 Liste d’exercices

8.10.1 Recherche du rayon de convergence
Exercice 21 :

[0) ] anpz Uune serie entiere. 1 Suppose qu'elle diverge pour 2 — 7 el qu elle converge pour
Soit n rie entiere. O ‘elle diverg 3+ 4i et quell o

neN
z = bi. Quel est son rayon de convergence ?

Exercice 22 :

Démontrer que si une série entiere converge pour un zy € C, alors elle converge absolument pour tout
z € C tel que |z] < |z0]

Exercice 23 :

Donner le rayon de convergence des séries suivantes :

1. Z 3 Z 2" 5. Zcoshnz"
n+1 S22+ 1
’fl' n an2+bn+c n
2. Z n—l 4, Zn—nz 6. Ze z
n>2 n>=1 n>=1

Exercice 24 :

D’Alembert ? Cauchy ¢ Equivalents ?
Donner le rayon de convergence des séries suivantes :

L Zcos (l) n 4. Z (1 +ni) 2" - Inn n
n

n>1 n>2 n>1 Vin+2
2n n+1
n+1> } n 5. =" 8 2"
2. 2 . n
Z ( & n>1 n n>1 (_3)
1
3. Z " 6. Z —z 9. (/ the~t dt) Z"
n=0 n>1 n=0 0

Exercice 25 :

"k ox k!
Quel est le rayon de convergence de la série Z (Z x ) 2z 7

n!
n>1 \k=1

Exercice 26 :

Soit a € R. Déterminer le rayon de convergence p de la série Z arctan n®z", pour x € R. Etudier cette

n=0
série lorsque x = p ou x = —p
Exercice 27 :
n
A iy . 1
Déterminer le rayon de convergence p de la série E vp 2" ou v, = E 1
n>0 k=1

Exercice 28 :

Pour tout entier naturel non nul n € N*; on désigne par a,, le nombre de diviseurs de n. Déterminer le
rayon de convergence p de la série entiere E anz"
neN*
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Exercice 29 :

1. On note a,, la n-itme décimale du développement décimal de v/3. Quel est le rayon de convergence
de la série Z anz"?
neN*
2. Déterminer le rayon de convergence p de la série entiere Z Z"

neN”
n premier

Exercice 30 :

On considere les séries E anz™ de rayon de convergence py et E b,z" de rayon de convergence pg.
neN neN
) a
Nous supposons lim — = [. Comparer p et pg
n—-+oo n
Exercice 31 :
Donner le rayon de convergence et la somme de la série g (2" +1)z"
n>=0

Exercice 32 :

1. Donner le rayon de convergence de la série E
n>=0

(n+5)! (z+5)"

Z’ﬂ
2. En admettant que, pour tout z € C, Z - = €*, donner la somme de la série Z
n>0 n=0

AR

Exercice 33 :

1. Donner le développement en série entiére, en précisant son rayon de convergence, de la fonction
arctan

—1\"
2. En déduire la valeur de Z (») X

3
n=0

1
2n+1

3. Calculer la primitive qui s’annule en 0 de la fonction arctan et donner le développement en série
entiere de cette fonction, en précisant son rayon de convergence,

(="
(2n+1)(2n+2)

4. En déduire la valeur de Z
n>0

Exercice 34 :

$"+1
1. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle E o
n(n+1)
n>1
2. Méme question : déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle
n?-1 .,
> wiz®
n+2
n=0

Exercice 35 :

(="
3n+1

Calculer la somme de la série numérique E
n=0

Exercice 36 :

x —1 n
Soit f (z) = A e~*"dt ; montrer que f (x) = nz>:1 (27i+)1)n!x2"+1
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Exercice 37 :
1

Déterminer le développement en série entiére de la fonction f définie par f (x) = W
T +

Préciser le rayon de convergence de la série entiere

Exercice 38 :

Déterminer le développement en série entiere de la fonction f définie par f (z) = (x + 1) In (z 4 1).
Préciser le rayon de convergence de la série entiere

Exercice 39 :

47’L
: n
Soit E CTZE
71,20 2n
1. Donner le rayon de convergence de la série

4n
2. Montrer que si f (z) = Z ——x", f est solution de I’équation différentielle
n>0 2n

{ 2(x—2?)y —(2e+1)y=-1
y'(0) =2

Exercice 40 :

xT
1. Former de deux fagons le développement en série entiere en 0 de f (z) = e~ / et dt
0

n k
2 -1 4n
2. En déduire la relation ( :) E <Z> X Q(k Jr) , = S

k=0

8.10.2 Exercices divers
Exercice 41 :

Cet exercice est lié a I'histoire des théoremes taubériens
Nous considérons la série entiere Z arz™. On suppose que cette série est absolument convergente pour
n=0
|z| < 1etsi|z] <1, onnote f(z) = Zanz" sa somme.
n=0
Pour tout n € N, nous posons :

n
= Sn:a0+a1+~~+an:Zak
k=0

a+a+---+a, S, 1
n+1 T n+1 n+1

= T, = Zak (Moyenne de Césaro)
k=0

1. Montrer que si |z| < 1, alors la série Z Spz" est absolument convergente et admet pour somme

n=0
f(z)
H(z) =+—+
() =1
2. Quel est le rayon de convergence de la série Z T,z"7
n=0
Exercice 42 :
nk
1. Donner le rayon de convergence de la série entiere Z —'z", pour k € N
n>1
nk
2. Démontrer que pour tout k£ € N, il existe un polynome de degré k tel que, Z —'z” =Py (2)e®
n!

n>1
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Exercice 43 :

Soient av € R et f (x) = cos (aarcsin x)
1. Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 dont f est solution.

2. En déduire un développement en série entiere de f .

Exercice 44 :

Soit Z a,x™ une série enticre de la variable réelle avec a,, € R et z € R de rayon de convergence infini.
n>=0
Montrer que si f (z) = Z anx” est bornée, alors f est constante.
n=0

Exercice 45 :

Soit E a, 2™ une série entiere complexe de rayon de convergence p = +oo et de somme f (z) = E an 2"

n=0 n=0
1 27 ) )

1. Soient r > 0 et n € N. Calculer L (r,n) = 2—/ f (re’e) e~ dg
T Jo

2. En déduire que, si f est bornée sur C, alors f est constante

3. En déduire une démonstration du théoréme de D’Alembert.

Exercice 46 :

1. Nous considérons 2 réels a et 3 tels que 0 < a < 8 < 27 fixés une fois pour toutes.

Nous considérons aussi la suite (1), .. définie par :

B
I, = / > et ag
@ k=1
Démontrer que la suite (I,,), cy- admet une limite finie lorsque n tend vers +oo

eina einﬁ
2. En déduire que les séries g et E sont de méme nature
n n
n>1 n>1

eme

3. Démontrer que, pour tout 6 € ]0; 27|, la série Z est convergente et donner sa limite

n>1
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