Chapitre 8 Les séries entieres 8.11 Correction de quelques exercices

8.11 Correction de quelques exercices

8.11.1 Recherche du rayon de convergence
Exercice 1 :

Déterminer les domaines de convergence des séries entiéres :

1" "
1. Z ((273! 22

n=0
(_1)n 2 1e N s
Appelons u,, (z) = WZ " en utilisant la régle de d’Alembert, nous avons :
n)!
Up+1 (Z) (QTL)' 2 1 2
- x| = X |21
Up, (2) (2n +2)! (2n+1)(2n+2)
1
Or, pour tout z € C, nous avons ngrfm CEITES) X |z|2 = 0, nous pouvons conclure que
1"
la série entiere Z (=1) 2%™ converge absolument pour tout z € C
= (2n)!

Comme tout & I'heure, si uy, (2) = n"z", alors :

Unt1 (2) s (n+1)""! N
or, " tynﬂ _ an)n < (n+1) = (1 + %)n x (n+1)

1\" 1\"
Il est bien connu que lim (1 + 7> = e, et que donc lim <1 + 7> X (n+1) = +oo.
n n

n——+0oo n—-+00
Cette série ne converge donc que pour z = 0

Exercice 2 :

Soit Z an 2" une série entiére de rayon de convergence p.
n=0
Montrer que, pour tout entier p > 2 le rayon de convergence p 4 de la série entiére Z a,2P" est pa = +00
n=0
si p =400 ou pa = ¢/p si p est fini.

1. Supposons que p = +00

Alors, pour tout u € C, la série Z a,u” est convergente ; en particulier si u = 2P, avec p € N et
n=0
p = 2; et donc le rayon de convergence de la série Z a, 2P" est aussi py = +o00
n=0
2. Supposons maintenant que p soit fini

Si z € C tel que |z| < /p, alors |z|” < p et donc la série Z a, (2P)" converge absolument.
n>=0
D’autre part, si z € C tel que |z| > ¢/p, alors |z|” > p et donc la série Z a, (zP)" diverge.
n=0
En résumé, si |z| < ¢/p alors la série Z an2P" converge, et si |z| > y/p, alors Z an (2P)" diverge.
n=0 n=0
Le rayon de convergence p4 de la série entiere Z a, 2" est pa = +00 si p = 400 ou pa = /p si

n=0
p est fini.
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Exercice 3 :

Déterminer le rayon de convergence p de la série entiére E (—1)" 22"

n=0

et étudier la série pour |z| = p. Quelle

est la somme de cette série ?

= Tout d’abord, on peut dire que la série Z (—1)" 2*™ est une série du type Z a2 oup =2. Le
n>0 n=0
rayon de convergence de la série Z (—1)" 22" est donc la racine carrée de du rayon de convergence
n=0
de la série Z (—=1)" 2"
n=0
= Le rayon de convergence de la série Z (—1)" 2™ est 1 et donc le rayon de convergence de la série
n=>0
Z (—1)" 2*™ est donc 1
n=0
= Nous avons : i
n _2n 2\
Z( "= _Z( ) 1422

n>=0 n>0
. 2\ ‘s - - 2\
= Si |z| =1, alors |(—z ) \ =1, et donc, le terme général de la série numérique Z (—z ) ne tend
n=0

7 s_. o n
pas vers zéro, et la série entiere g (—z2) ne peut converger.
n>=0

Exercice 4 :

Montrer que si (ay), oy est une suite de nombres complexes telle qu'il existe un nombre complexe zy € C*
. . . A " an o
tel que la suite (anz( ), oy SOt bornée, alors la série entiére E —T:z”’ a un rayon de convergence infini.
n!
n=0

= Si la suite (anz(), oy est bornée, cela veut dire qu'il existe un nombre réel M > 0 tel que, pour
tout n € N |anzf| < M
= Alors, pour tout n € N, nous avons :

n

@n ol Janl o lanzB] 12" L5
’71 =Tl == m S M
n! n! n! |z n!
t’n
Nous savons que pour tout ¢ € R, la série numérique Z o] converge, et donc la série numérique
n=0

n

z

20 . . , . ;. an

E M |~ converge; par majoration, la série numérique E - est convergente.
n! n!

n=0 n=0

- = G,
= Ainsi, pour tout z € C, la série E —'z" est absolument convergente et a donc un rayon de
n!
n>=0
convergence infini.

Exercice 5 :

Soit (an)

nen Une suite complexe bornée.

- o n Qn n
1. Que peut-on dire des rayons de convergence des séries E apz" et E 7 7
n=0 n=0

= Le rayon de convergence de la série Z anz"
n=0
La suite (an), oy étant une suite complexe bornée, il existe M > 0 tel que, pour tout n € N,
nous ayions |a,| < M.

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 366



Chapitre 8 Les séries entieres 8.11 Correction de quelques exercices

Nous avons vu, dans la démonsration du corollaire 8.2.2 que le rayon de convergence de cette
série était supérieur ou égal a 1.
= Le rayon de convergence de la série Z a—?z"
=
Nous allons montrer que cette série converge uniformément pour tout z € C.
Soit donc z € C. Alors :

an _n 2" |2|"
55" | = ol T < ME
L |2|" L L R -
La série Z M o est une série numérique convergente, et donc, d’apres les théoremes de

n>=0

majoration sur les séries numériques, la série Z ‘a—T:z"‘ est donc aussi une série numéruique
=o' n!
convergente.
Ce qui veut dire que la série Z a—?z" est absolument convergente pour tout z € C.
=
Le rayon de convergence de cette série est donc infini.

On note respectivement f (z) et g (z) les sommes de ces séries entiéres.

00 —t
2. Montrer que pour tout réel x € |0;1[ , I'intégrale / g (t)e= dt est convergente.
0

. . , . a
Faisons une remarque : Si la série Z i:z" converge absolument pour tout z € C, elle
n!
n>0
converge donc absolument pour tout ¢t € R, de telle sorte que, pour tout ¢ € R, la fonction

g(t) = Z a—?t" est parfaitement définie.
n!
n=0
Soit x € ]0;1]

+oo ¢
Nous allons démontrer que l'intégrale / g (t) e’z dt est absolument convergente, c’est a dire
0

+oo
que l'intégrale / ’g (t)ew
0

Nous avons :

dt est définie.

t

Ainsi, |g (t) e

1 1
En appelant o = (1 — —), comme z € ]0; 1[, nous avons (1 — 7) < 0.
x x

—+oo
Comme nous savons que si a < 0, les intégrales / e dt sont convergentes, nous déduisons que
0

+oo 1 _

—+o00
—tf1-= =t
Me ( ’”> dt converge et que, par les théorémes de majoration, I'intégrale / 'g (t)e= | dt
0

0

+oo —t
converge et donc que l'intégrale / g (t) e’ dt est absolument convergente, et donc convergente.
0

+o00 —t
3. Montrer que / g(t)e= dt = xf (x) pour tout réel x € 0;1]
0

Cette question est plus difficile et mérite une attention certaine
= On commence par un changement de variables.
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t dt
Nous faisons donc le changement ¢ = xu <= u = — et donc w7 <~ dt =xdu dou:
x u

+oo ¢ +oo
/ gt)ew dt = / g (zu)e “axdu
0 0

+oo
= 33/ g (zu)e “du
0

—+oo
= Maintenant, il faut montrer que g(zu)e ™ du = f ()
+o0 0 400 a
* Tout d’abord / g(zu)e “du= Z —7: (uz)" e " du et donc :
0 0 7>0 n:

+o0 +oo M a x +oo ag A
/0 g(zu)e " du = /0 o (ux)® e " du + /O Z T (uzx)® e " du

k=0 k>n+1
n k +oo +o0
apXl _ ag k
= E o uFe “du—}—/ E ﬁ(ux) e “du
k=0 =~ 7O 0 k>nt1

* Lors de I’étude des intégrales généralisées, nous avons établi que
+oo
/ ube ™ du=T(k+1)=Fk!
0

et nous avons donc :
oo - k oo ag k
—u _ Yk ° o —u
/0 g(zu)e “du= Zakx —I—/O Z X (ux)” e™"du
k=0 k>n+1

Et donc

= /+°O Z a—k(um)ke_“du
0 k!

k>2n+1

+o0 n
/ g (zu)e “du— Z apz®
0 k=0

* De lim Zakxk = f(x), nous allons montrer que

+o00 n
v ug k| _
L m /0 g(zu)e ™ du Zakx 0
k=0
e ar ok
s s i ak —u _
c’est a dire que m /0 Z x (uz) e ™du| =0
k>n+1
oo ak ok
* Regardons tout d’abord / Z Tl (uz)” e du|. Nous avons :
0 E>nt1

too ag kE —u oo ag kE —u
; Z E(UI) e “du| < ; Z ﬁ(ux) e " du

k>n+1 k>n+1
e |ak ko—u
< / Z ?(ux) e “du
0 k>py1 i
“+o00
< M/ Z (u]f') e “du
0 k>nt1 :
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* Maintenant, nous devons voir que :

(ux)ki uzx . (’U,.’E
Z il =e€ <:>kz_0

D

| |
k>0 k>n+1 : k>n+1 kt k=0 k
Et d - L (uz)* e~ du| < M B R )
t donc Z T (ux) U — Z il e U
k>n+1 k=0
* Or :
/ e’ — Z e “du= / e =1 qy — Z - / uFe " du
| |
0 < = F 0 pur L
+o00 n +oo
= / e == qy — Z z" puisque / uFe " du = k!
0 =0 0
—+oo
* Calculons, maintenant / == qy
0
Pour T' > 0, nous avons :
T T(x—1
/ eu(zfl) du _ 1 [eu(zfl)]T = e ( ) _ 1
0 z—1 0 rz—1 z—1
+oo 1
Comme xz — 1 < 0, nous avons / e qy = 1
—x
* Ainsi, /+OO Z ak k e “du| < A —ixk
k! ~ 1—=x
k>n+1 k=0
= 1
Comme 0 < z < 1, nous avons lim = , nous avons aussi, donc
n—-4oo 1—x
k=0
1 n
. k o
(i 50)-

e ak % 1 -
Comme / Z (uz)’ e " dul < M 1 — Z x* , nous avons aussi
k! -z

k>2n+1 k=0

. oo ag kE
lim Z — (ux)” e *dul =0
0

n—-+oo
k>2n+1

+oo
En conclusion, / g(zu)e " du= f(x)
0

+oo
Et donc / g(t)ez dt = af (z) pour tout réel x € |0; 1]
0

Exercice 6 :

On considére la série entiére E anz" ol a, = ((—1)" 4 2)". Etudier le rayon de convergence de cette série.
n=0
) e
neN
— Tout d’abord, nous devons remarquer que ag, = 3" et azp4+1 = 1.

An+1
Qn

Que dire de la suite (

. 1 . .
Sir > -, alors ag,r’*" = 3??" = (3r)2n; comme 3r > 1 alors lim ag,r*" = lim (3r)2n =
3 n—+00 n—+o00

400 et donc la série E anz" diverge.
n=0
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Si p est le rayon de convergence de cette série, nous avons stirement p <

Wl

1
— Pour 0 < r < 3 NOUS avows : Gg,r2" = 32720 — (37‘)2"

Wl

L. 2 .
Comme 0 < 3r < 1, la série E (3r) ™ est strement convergente et avec 0 < r <
n>=0
E r™ est convergente.
n=0
. n L ),
— Ainsi, p, le rayon de convergence de g anz" est surement supérieur ou égal a 3
n=0

— Donc le rayon de convergence p est p = 3

. PP Ap+1
— Appelons (wy),, oy la suite définie par w, = =21 Nous avons :
n
2n+2
A2nt1 1 aony2 37T 242
Wan = = 22n et Won+1 = = =3
a2n 3 A2n+1 1

Ap+1
Qp

La suite (wy,),, o n’admet donc pas de limite, et donc la suite (
neN

Exercice 7 :
Quel est le rayon de convergence des séries suivantes ?
ZTL
1. E —
Vn
n=1

anJrl

. 1 n [n
Ici, nous avons a,, = — et donc = = .
Vn n+1 n+1
CLn+1
Qnp

an

Nous avons lim =1 et donc lim
n—+oo V n 41 n—+00

série est donc 1

Inn |
2. —2"
7; Vn+2

1 r 1 1 2 1 1 2
Ici, a, = nn et donc It n(n+1) X v+ = n(nt1) X vn+
Vn+2 G Vn+1l+2 Inn Inn Vn+1+42
1 1 2 n
Comme lim M = lim \/ﬁi—k =1, lim nt1] _ 1 et le rayon de convergence
n—+oco  Inn n—+oo \/m+ 1+ 2 n—+oo | @y
de cette série est donc 1
n+1 .
3. —2"
2 )
1 n 2 3" 1 2
Nousavonsdoncan:inetdonc itian :n—i— X :7Xn+
(—3) an, 3+l " n+1 3 n+l
2 1 n 1
Comme lim dfracl3 x nte_ —, c’est a dire lim Gntt) _ 2 et donc p =3
n—+oo n+1 3 n—+oo | an 3
(2n)!
4. Z"
2
7; (n!)
2n)! 2
Avant de commencer, il faut remarquer que ( n)2 =C5, = ")
(n) n
Nous avons
Any1| 2(n+ 1) " nlxn!  (2n+1)2n+2) 2(2n+1)
an | (n+D!Ixn+1) " 2n)!x(2n)! (+1)x(n+1)  n+1

< 1, la série

) n’admet pas de limite

= 1 et le rayon de convergence de cette
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2(2 1
Nous avons alors lim |22*1| = 1lim M = 4 et donc, le rayon de convergence de la
n—-+oo Ay, n—-+oo n -+ 1
1
t —
" es 1

n>0

Exercice 8 :

Donner le rayon de convergence des séries suivantes :

n

z
LY =
nn
n=1
1
. 1 1 1\n 1
Iei, ap, = — et |ap|n = | — ) =-—
n" n" n

1 1
Comme lim — =0, nous avons donc lim |a,|» =0
n—+oo n n—+00
n

4os z
Le rayon de convergence de la série g —- est donc p = +00
n

n>1
2. Z Unz™

n>1

1 Inn Inn
*ICi,an:{L/ﬁ:nn:en t|an|n—( )

Inn

Inn 1
Nous avons lim =0, et alors lim e = 1, nous avons donc lim |a,|n =1

n—-+o0o 77,2 n—-+o0o n—-+oo
Le rayon de convergence de la série Z Y/nz" est donc p = +1
n>1
* Regardons ce qui se passe sur le cercle de convergence |z| = 1. Nous avons :

Inn

jan"| = | =" = | /] " = e
Comme lim e n =1, nous avons donc lim |a,z™| = 1 et la série diverge donc sur le
n—+00 n—-+o0o

cercle de convergence

3. Z (2+ %)nz

n>1
1\" 1 1
* Nous avons a,, = {2+ — ] et donc |a,|n = |2+ —
n n

1 1
Nous avons lim |a,|n = lim (2 + 7> =2.
n—-—4o0o n—4oo n

1\" 1
Le rayon de convergence de la série Z (2 + f) 2™ est donc p = =
n>1 n 2

1
* Regardons ce qui se passe sur le cercle de convergence |z| = 3 Nous avons :

lanz"| ={{24+—) 2"|=|(2+—
n n

" 1\" 1 1
lzI"=(24+—-) x—==1[1+—
n 2n n

2
1\" a1 1 11
Comme <1 + —) =e ( +2">, que lim nln (1 + —) = lim nX— = —, nous avons
2n n—+o0 2n n—+o0 n 2
1. nln(l—‘—%) o 1 | | \/»
L, e = lane"l = V2
La série diverge donc sur le cercle de convergence
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b\"
4. Z(ij::z) Z" aveca >0

n>1
an +b\" 1 an+b
* Une nouvelle fois a,, = ( > et donc |a,|n =
v = fn n+d @] n+d ‘
1 b
Nous avons lim |a,|n = lim mEO) la| = a.
n—-+00 n—4oo| n+d
an+b

n
1
Le rayon de convergence de la série E ( ) 2™ avec a > 0 est donc p = —
a

= n-+d

i 1
* Regardons ce qui se passe sur le cercle de convergence |z| = —. Nous avouns :
a

n

27| = (an—kb)"zn ~|an+b o = an+b|" 1 |an+b |"
" Nn+d n+d n+d a™ an + ad
. an+b
Regardons un peu 'expression ———. nous avons :
an + ad
an+b an+b+ad—ad an+ad+b—ad . b—ad
an +ad an + ad B an + ad B a(n+d)
1( an+b ) 1<1 b—ad ‘)
n nln —_— nln +—0
Deplus,‘an“) =e an+ad|/ _, a(n+d) .
an + ad
Et lim nln(l—l—M): lim nxﬂz lim n(b—ad):b—ad
n—+00 a(n+d) n—r+00 a(n+d) notoo a(n+d) a
1( an+b ) b— ad
nin —
D’ol nous avons lim e an+ad|/ — iy lanz™| =€ a

n—-+oo n—-+oo
Le terme général ne tendant pas vers 0, la série diverge donc sur le cercle de convergence

Exercice 9 :

Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence p et telle que ag # 0. Démontrer qu'il existe une

n=0
sérieg b,z" telle que g apz" E b,z" | =1
n=0 n=0 n=0
n
Nous avons E anz" E b2" | = E 2" ol ¢, = E A;bp—_;.
n=0 n=0 n>=0 =0

Pour que E anz" g b,z"™ | =1, nous avons ¢y = 1, et pour n > 1, ¢,, = 0.
n=0 n=0
Nous obtenons donc les relations suivantes :

1
agbg =1 <= by =
ap b
agb1 + a1bp =0 <= by = @ _ C;l
Qg ag

n n n
—a;
Z a;ib,_; =0 < agbn = — Zaibn_i <= b, = Z bn_;
=0 i=1 = 0

La suite (by,),, o est donc bien définie par récurrence. La série E b, 2" est donc bien définie
n=0
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Exercice 10 :

1 n_n+1 1 n
En utilisant la série entiére Z % calculer Z (=)

n>0 n+l n>0 n+l
(—1)" 2
1. Si nous considérons la série S (z) = Z Thrl le rayon de convergence de cette série enticre
n
n=0
est 1; on le démontre avec la regle de D’Alembert.

2. La série numérique E (=1) est une série alternée vérifiant le critere des séries alternées est

n+1
n=0 +
donc une série convergente.
(_1)" xn+1

I d’apres le théoreme 8.5.1, on peut prolonger
n

3. Si, pour |z| < 1, nous avons f (z) = Z
n=0

. =D
fm—gym—énﬂ

f par continuité en posant :

1
4. Si nous dérivons f, nous obtenons f’ = )" = —_x)' = —— <1
f fra)=) (-1)"a" =) (-z) n pour |z
n=0 n=0
1"
(=1) =1In2
n—+1

5. Dot f(z) =In(1+a)et f(1) =)

n=0

Exercice 11 :

(_1)77 r2n+1 (_ )n

En utilisant la série entiére ~—~ —  calculer
Z 2n +1 Z n
n>0 n>=0

Répétition!!!!

. . - —1)" 2! - s
1. Sinous considérons la série S (z) = E #, le rayon de convergence de cette série entiere

5o 2n+1

est 1; on le démontre avec la regle de D’Alembert.

» o (G
2. L E
a Serie numerique P m+ 1

donc une série convergente.

est une série alternée vérifiant le critere des séries alternées et est

(_l)n 1.211-&-1

ol d’apres le théoreme 8.5.1, on peut prolonger
n

3. Si, pour |z| < 1, nous avons f () = Z
n=0

f par continuité en posant :

<l n=>0

4. Si nous dérivons f, nous obtenons f’ (z) = Z (—1)" 2" = Z (fo)" =——
n=0 n=0

(="

n+1

5. Dot f (x) = arctanz et f (1) = Z

n=0

tanl =
= arctan L = —
1

Exercice 12 :

On considere la série Z (n+1)z"

n=0
1. Trouver le rayon de convergence de la série

Sans difficultés, bien entendu, le rayon de convergence de cette série est 1; il suffit d’utiliser le
critere de D’Alembert (A faire seul)
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2. Trouver la série primitive de E (n+1)z"™ et en donner la somme
n=0

> Clairement, la série primitive est donnée par E "1 qui a, elle aussi, pour rayon de conver-

n>=0
gence 1
x
> Nous avons, pour |z| < 1, Zx"“ = me" =12
n>0 n=0
3. En déduire la somme de Z (n+1)z"
n=0
S(x)= Z (n 4 1) 2™ est donc la dérivée de , et la dérivée de est donnée par 5
n=0
1
Donc, pour |z| <1, S(z) = ——
(1—2)

2 3 4 5 6
4. Ti I de la série 1l + — + — il
rouver la somme de la série +2+4+8+ 16+32+

Il suffit de remarquer que cette somme est :

2 3 4 5 <> (1) 1
+2+4+8+16+ +oo+ = n§>0n+ TR

Exercice 13 :

Développer en série entiére la fonction f (x) = arcsinz en précisant le rayon de convergence.

1
* La dérivée de f (z) = arcsinz est [’ () = ———
V1—2a?

1 . (2n)
= (=1) 5" et done
Vi+z nZ>O 22

* Pour |z| < 1, nous avons

1 Qn) .
V-2 \/1 T g (—27%) 92n

277,)
* D’ol, bien entendu, arcsinx = Z # Intl
> 22n (2n + 1)

Le rayon de convergence de la série est donc p =1

Exercice 14 :

Développer en série entiére, au voisinage du 0, les fonctions suivantes

1. sin (:U2)

* Rappelons le développement en série entiere de sinw :

!
‘< (2p + 1)!

- (=" opi1
sinu = Z — P
p= (

% 11 suffit, maintenant, de remplacer v par 22 et nous obtenons :

_l)p 2 1 (_1)p

. 2 2 : ( ( 2) P+ 4p+2
SImMr- = — X = E —

| |
= (2p+1)! = (2p+1)!

Le rayon de convergence de cette série est 400
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2. cos3x

. -1)?
Rien de nouveau!! cosu = Z (=1) u? et donc :

= (2p)!

cos3x = Z (-1)" (32)%

—Qg)P
o) > (2 >l z?
= (2p)! = (@)
Le rayon de convergence de cette série est +o00
3. In (1 + :L‘Q)
Voici une question un peu plus sexie. Nous proposons 2 méthodes (en fait, trés voisines)
— Premiere méthode :
On connait déja le développement en série entiere de In (1 + u) :

(1"t

1n(1+u):Zn—H

n>0
Et donc, en remplacant u par z2, nous obtenons :
(-1 (@)™ " g

ln(l+x2)zz —— Z n+1

n>0 n>0

— Seconde méthode :
Utilisons, maintenant, la dérivée de In (1 + 332)

2x
In' (1 ="
n ( tz ) 1+l’2
Le développement en série entiere de g est donné par :
R D
2
1+% n=>0
295
Et donc celui de Z 2 (—1)" z* 1 d’on, en passant a la primitive :
2 b
1+ 1 +x =
2n+2
In(1+22) =3 2(-1)" v
n(l+27) T;) SR Z

Nous remarquons que nous arrivons au méme résultat!! (Ouf!!)
Le rayon de convergence de cette série est 1

4. cosxe”
Cette fois ci, c’est bien différent!!

ei;v + e—iw
* Nous commencons par écrire cosx = —5 de telle sorte que :

N N <eiac + e—ix) e(l+i)x + e(l—i)a:
cosre” = e B) = 2
* D’une part :

e(1+2)m:2( +Z) T

|
= n!
Et d’autre part :
Q—i)z _ Z (1- Z? z"
n=0 s
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De telle sorte que le développement en série entiere de cos xe” devient :

n n

., 1 (1+4)" 2" (1—-9)"z 1 o oy T
cosee” =\ 2T P T | T LT A

* Maintenant, il faut évaluer (1 +14)" + (1 — )"
LT
> En utilisant la forme trigonométique de 1 4 7, nous avons 1 + ¢ = V2¢'1 et donc
N n inmw
(1+)"=(V2) et =22¢ 1
n —inmw

> De la méme maniére, nous avons (1 —i)" =22¢" 4

n n n inm —inm n nmw
De telle sorte que (1 +14)" + (1 —14)" =22 <e4 +e 4 )ZQXQQCOS(T>

1 . I | n n
D’ol nous avons 5;}[(1—1—1') +(1-19) ]22!:2;2x22 COS(%) %,et donc :

nm "
cos ze® Z 22 cos T

Le rayon de convergence de cette série est +00 Remarque :Pour résoudre cette question, mous
sommes passés par l’ensemble des nombres complexes C, pour revenir a l’ensemble des nombres
réels, puisque nous avions affaire a une fonction a valeurs réelles

5. cos(x+1)

En utilisant les formules d’addition, nous avons cos (z + 1) = cosz cos 1 — sinzsin 1
Et maintenant, en prenant les classiques développement en série de cosz et sinx, nous avons :

1 1 —1)Psin1
coslcosx = 7( ) cos P ot sinzsinl = 7( )" sin 2Pl
] |
= (@) = 2 +1)

Et en sommant, nous obtenons :

—1) cos 1 —1)Psinl
cos(x+1)= Z ()Q—C'OSIZP _ Z (2)78111'1,2104»1
= @ S @2+ 1)

De telle sorte que nous pourrions écrire cos (z + 1) g ap,x™ ou
n=0

(=1)" cos 1 (=1)"sin1

= t =
r o) & T T )]

Le rayon de convergence de cette série est oo

1+
. Iny/
6. In -

1
Remarquons tout d’abord que cette fonction n’est définie que pour 1

x <
> 0, c’est a dire |z| < 1.
x

Nous allons donc tout d’abord simplifier cette fonction, pour |z| < 1

Ttz _1, (1—|—a:

1
== = _[n(l+z)—In(l—
1-z 2" 1—:5) 2[n( +2)—In{l-o)
* Nous connaissons le développement en série entiere de In (1 — z). Nous avons :

.’E”+1

In(l—2)=-—
n>0n+1

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 376



Chapitre 8 Les séries entieres 8.11 Correction de quelques exercices

(1" amt

*Etdoncln(l—l—x)zz o1

n>0
D’ou, pour |z| < 1:

(_l)n xn+1 xn-&-l _ (_1)n + 1xn+1

ln(l—l—m)—ln(l—x)zz =
n=0 n+1l n20n+1 n=0 n+1

Remarquons que si n est impair, alors (—1)" +1 = 0 et que si n est pair, alors (—1)" +1 =2, de
telle sorte que

2
In(l+z)—In(1—2) = Z mx%ﬂ

n=0

1+2 1 14z g2ntl
ny/ :71( ):
S R R goznﬂ

=z

Et donc

Le rayon de convergence de cette série est 1

Exercice 15 :
Développer en série entiére, au voisinage du 0, les fonctions suivantes :

1
ATy

Nous allons d’abord décomposer f en éléments simples. Nous avons donc :

1 1 LS S
(r—1)(x-2) -2 z-1 z2-2 1-=x

1
¢ Tout d’abord, nous avons, et pour |z| < 1, —— = Z "
1—x

1 1 -1 1
E ite : = — = — X
O Ensuite: S5 =52 =3 1=z

.. x
Ainsi, pour ‘5‘ < 1<«=|z| < 2, nous avons :

1 x"
Et donc po— :_Zﬁ
n>=0
D’ou, pour |z| < 1, nous avons :

1 1 " 1
fla) = +1_x:an_ZQ:+1:Z<1_2n+1>$n

T —2
n=0 n=0 n>0

Le rayon de convergence de cette série est donc 1
2. g(x) =In(2? — 5z + 6)
De manitre claire et facile, nous avons In (22 —52+6) = In[(3—xz)(2—2)] = m(3—2) +
In(2—z).
Remarquons que cette fonction f n’est définie que pour # > 3 ouz < 2 et que I'égalité In (2% — 5z + 6) =

In(3—x)+1n(2 —z) n’est correcte que si z < 2
-1

3—x

¢ En dérivant In (3 — z), nous obtenons In’ (3 — z) =
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T
et donc, pour ‘g‘ <1< |z|] <3,

1
Comme tout a ’heure, nous avons = - p
3—x 3 1-%
nous avons :
I z"
1-3 n>0 3"
Et donc ) L " N
— — T T
S TPI R
_ +1
3 z 3 n=0 " n=0 "
$n+1
Douln(3—xz)=— ————— +1n3
u In ( x) ZB"+1(n+1)+n
n>=0
-1

¢ De méme, en dérivant In (2 — ), nous obtenons In’ (3 — x) = 5 .
—x

1
Comme tout & I’heure, nous avons =3 X = et donc, pour ‘g‘ <l |z|] <2
nous avons : 2
I z"
_ = il
1-3 = 2n
Et donc ) L N "
— — T T
9o+ 9~ ‘n:_ZQn+1
n>=0 n>0
$n+1
9 1Y J— —
Douln(2—z) = —Z 3 (0 + 1) +1n2
n>=0
Ainsi, pour |z| < 2, nous avons :
n+1 n+1
5 B x x
hl((t 75£B+6> = *Zm‘FIHS*Zm*Fan
n>0 n>0
1 1 ik
= b= (3"+1 M 2n+1) n+1
>0
1 1) =™
- 6= (G g)
n>1

3. h(w):/ cost? dt
0

Assez simple, au fond ! h est la primitive de cosz? qui s’annule en z = 0

Nous avons donc k' (x) = cosz?
—1)?
En reprenant le développement en série entiere de cosu, nous avons : cosu = Z ((2 )) ' u?? d’ou
p)!
p=0
P P
2 _ Z (-1) ( 2)21) Z (-1 4p
cosx” = x = x
| |
= (2p)! = (2p)
Et donc, en intégrant :
(1) apt1
h(z)= Pt
@ =2 Gy

Exercice 16 :

Déterminer, en précisant leur rayon de convergence, les solutions développables en série entiére de I'équation
différentielle xy"” + (x — 2)y' — 2y =0

Supposons qu’il existe une solution f de ’équation différentielle proposée, non identiquement nulle, et
développable en série entiére sur un intervalle |—p; p[ ot p est le rayon de convergence & déterminer.
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Supposons donc que nous ayions f (z Z nT
n=0
Alors :
> f(z Znan et af (x Znan = Znanm"
n=>0 n>=0 n>1
D’autre part, —2f’ (x Z —2na,z" ! Z —2napz" T = Z —2(n+1)a,412" et donc
n=0 n>1 n=0

(x —2) f' () = —2a1 + Z na, —2(n+1)api1]z

n>1

> Maintenant, [/ (z) = Z n(n—1)apz" 2etzf’ (z) = Z n(n—1)apz" ' = Z nn—1)ax""

n=0 n=0 n>2
Nous avons donc zf” (z) = Z n(n+1)a,12".

n>1
Et donc f est solution de 1’équation différentielle zy” + (z — 2) ¥’ — 2y = 0 si et seulement si :

Zn(nJrl)an_Hx”72a1+2[nan72(n+1)an+1 —2Zan =

n=1 n=1 n=0
<~
(—=2a1 — 2a9) + Z (n+1)apt1 + [na, —2(n+1)ant1] —2a,) 2™ =0
n>=1
e
(—2ay — 2ap) + Z m—=2)[(n+1)ans1 +ap)z™ =0
n>1
—
—2(a1 +ao) — a2+ a1)z+ Y (n—=2)[(n+1) ant1 + an)z™ =0
n>3

De 'unicité du développement en série entiere, nous avons :

a+a;= 0
200 +a1 = 0
(n—2)[(n+1)apt1 +an] = 0pourn >3
<
ap +a; = 0
200 +a1 = 0
(n+1)apt1 +a, = Opourn >3
<~
ap +ay = 0
20,2 +a; = 0
Apt1 = - —T—nl pour n > 3
T . —ay ao N
> Des égalités ag + a; = 0 et 2as + a3 = 0, nous tirons a; = —ag et as = - =3 d’ou nous

tirons une premiere écriture de f :

f(z):ao(lf;er%Q)JrZanx”

n
+1

> Il reste maintenant a calculer a,, pour n > 3 De la derniere identité a,4+1 = vraie pour
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n 2= 3, nous tirons :

—as
ag = —
4
—ay
as = ——
5
—as
ag = —
6
—ay,
ag+1 =
* k+1
Qg = —0k+1
9=
* k+2
a . —Gp-2
—1 —
" n—1
—an—1
ap =
n
En multipliant termes a termes, nous obtenons :
n—3 1 1 1 1
g X a5 Xagx -+ Xap_1Xa, =(—1) X A3 XAy X A5 X+ XApog XAp_1 X — X =X+ X X —
4 5 n—1 n
Et donc, par simplification, nous obtenons
_3 1 n—3 6
an = (—1)""" x ag x = (-1 X a3 X —
n=(1 P 3x4xbx--x(n—1)xn (=1) 20l

> D’ou nous pouvons écrire f par :

f(:c):a()(l—:v—&—x;)+6a32(—_1n)!—n_3x”:(10<1—x+x>—6a32(_1)n33”

n=3 n=3

)

3
o

-n" -1
1l est simple de voir que Z ( ') z" = e " et que, donc Z ( ‘
n !

! n
n>0 n>3
x? x? x?
Ainsi, f(x) = ag (1 —xr+ ?) — 6ag (e*I — (1 —r+ ?)) = (ag + 6as) (1 —r+ 7) — 6Gagze™*
Et la solution générale de I’équation différentielle xy” + (x — 2) vy’ — 2y = 0 est donc :

t=et—-14zx—- —

2
f(x):)\(l—x—k%)—&—ue_x avec A\€Ret peR

Le rayon de convergence p

. (—1)" . .
Comme la série E ™ a pour rayon de convergence p = 400, la solution f est vraie sur R en

n!
n>=0
entier
Exercice 17 :
. . . arcsin x . , B . L .
Montrer que la fonction f définie sur |—1;+1[ par [ (x) = ——= est solution d'une équation différentielle

V1—a2

linéaire du premier ordre. En déduire le développement en série entiére de cette fonction.

arcsin
1. En supposant f (z) = ——= solution d’une équation différentielle sur I'intervalle |—1; +1[, nous

V1—2?
V1—22f(x) =arcsinx

En calculant la dérivée, nous obtenons :

—T 3 o _ 1
ﬁf(xwrvl—xf(x)—im

pouvons écrire
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Et donc, pour = € |—1; +1[, nous pouvons multiplier par v/1 — 22, nous avouns :

—zf(z)+ (1—2%) f(z) =1

f est donc solution de I’équation (1 — m2) y —xy=1

2. En supposant f (z Z anz™ pour x € ]—1;+1[, nous avons :
n>=0

— af (x —xZan = Zanx”H = Zan_lx"
n>=0 n>=0 n>1

= f'(z Z Na,T = Z na,z" ! = Z (n+1)apt1z"”

n>0 n21 n>=0

— 22f' (x Z na,x" T = Z na,z"tt = Z (n—1)ap_12"

n=0 n=1 n>2

D’ou nous devons avoir les relations :

Z(n+1)an+1z”—2(n—1 ap_12" Zan 1z

n>0 n>=2 n>1
<

ai + 2a0x + Z (n+1)ap12™ — Z (n—1)ap_12" — apxr — Z p12" =1

n>2 n>2 n>2

<~
ay + (2a2 —ap) x + Z (n+Dapt1 —(n—1)ap—1 —ap—1)a"
n>=2

<

a1 + (2a2 —ag) T + Z ((n+1)apt1 —nap—1)z" =1

n>2
<
a1 + Z ((n+1)apt1 —nap—1)z™ =1

n>1

3. D’ou nous tirons :

{ a)p = 1
(n+1)apt1 —nap—1 = O0pourn >1
arcsin 0 n
— Sachant que f (0) = ——— = 0 = ag et que a,4+1 = ——a,_1, nous avons, pour les termes
V1=02 n+1
; . 2p—1 . , . .
d’ordre pair ag, = —5—azp-2, ce qui donne, par une récurrence simple, puisque ag = 0, que
P
tous les termes d’ordre pair sont nuls.
— Regardons les termes d’ordre impair. Nous avons :
2
az = zal
a5 = éag
ar= =a
7 705
2n — 2
A2p—1 = o — 1a2n—3
2n
a = ———ag,_
2n+1 271 + 1 2n—1
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Et donc, en multipliant termes a termes, nous obtenons :

2X4X6X---X%X2n

az X as X ay X -+ X Agp—1 X A2p41 = a1 X az X a5 X -+ X Agp—1 X
° " nr ° " 3XBHXTX--- X (2n+1)

() (fi )
R (H (2k + 1)) <kli[1 Qk)

k=1

<
(1) (1)

2n + 1)!

a2p41 =

22 (p))?
A2n+1 = m

D’ou

En ayant remarqué que 1 = a; =

2n+1 22" (n!)2 2n41
fl@)=x+ Z A2p 41T = Z — =

|
= = (2n + 1)!

20 (01>
(2x0+1)!

Exercice 20 :

1. Résoudre, dans C, les équations suivantes :

(a)

ef = -2

Nous avons € = —2 <= ¢7 = 2 (T+2km) s oo » oIy — 9pil(m+2kT)
Nous en déduisons z = In2 et y = 7 + 2kw avec k € Z. L’ensemble des solutions est donc

S={z=In2+i(n+2km) avec k € Z}

|cos z| = [sin z|

Nous avons |cos z| = [sin z| <= |cos z|* = |sin z|?

En posant z = z+iy, nous avons cos z = cos (z + iy) = cos x cos iy —sin x sin iy = cos x cosh y+

.. . 2 2 . . 12
isinxsinhy et donc |cos z|* = cos? z cosh® y + sin® z sinh? y.
A A L S s g2 . 2
De la méme maniere (formule d’adition et égalités), nous avons [sinz|” = sin®z cosh®y +
12
cos? x sinh” y, et donc :

2 2

2 .2 . . . .
|cos z|* = |sin z|* <= cos®z cosh? y + sin? zsinh® y = sin®  cosh? y + cos® zsinh?
<= (sinh®y — cosh®y) (cos?z —sin’z) =0

Comme, pour tout y € R, sinh y # cosh y, nous avons (sinh2 y — cosh? y) # 0 et donc :

k
|cos z|* = |sin z|* <= cos? z = sin® 2 > x = % + g oukeZ
o . T km ,
Ainsi, |cosz| = [sinz] <= z = (Z + 7) +iyaveck € ZetyeR
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2. Montrer que, pour tout x € R et tout y € R,

sin (x + 1y)| = [sinz + sin (iy)|

Nous avons, comme précédemment, [sin (z + iy)| = |sin @ + sin (iy)| <= |sin (z + iy)|*> = |sin z + sin (iy)|?
Facile, finalement.

Zon 7 / . . 2 .
— Nous avons déja démontré que |sin (z + iy)|° = sin?

x cosh? y + cos? zsinh? y.
— D’autre part, |sinz + sin (iy)|* = |sinz + isinhy|> = sin® z + sinh? y
— En revenant & sin® z cosh? y + cos? z sinh? y, nous avons :
2z cosh®y + cos? wsinh®y = sin®z (1 + sinh®y) + cos? wsinh®y
= sin®z + sin? zsinh? 2 + cos? z sinh? y
= sin’z+ (cos2 z + sin? x) sinh? y = sin? x + sinh? y

sin

En conclusion, nous avons bien
|sin (2 + iy)|* = |sinz + sin (iy)|* <= |sin (z + iy)| = |sinz + sin (iy)]
3. Etablir les inégalités suivantes, vraies pour tout z € C

(a) |e* —1] <elfl —1 < |z] el
Z’n
= Nous avons, tout d’abord, |e* — 1] = Z —.
n!
n>1
Z 21" _ el
a| = =t

n>1

. 2"
Ensuite, Z ) < Z
n>1 n>1
Nous venons donc de montrer que, pour tout z € C, |e* — 1| < el?l —1
= En second lieu, el*l — 1 < |z]elfl = el?l =1 — |2]el*l <O = el (1 - |2]) =1 <0
Considérons la fonction f définie sur R* par f (z) =e* (1 —z) — 1.
La dérivée de f est, sur RT : f/(2) = e (1 — x) — % = —ze®
Ainsi, pour tout z > 0 nous avons f’ (z) < 0 et donc, f est décroissante sur R, ce qui
veut dire que, pour tout >0 f (z) < f(0) =0
Et donc, pour tout 2 0, e* (1 —2) =1 <0< e* — 1 < ze”
= Comme, pour tout x > 0, nous avons e¢* — 1 < ze®, alors, pour tout z € C, nous avons
I'inégalité :

elfl —1 <zl el
En conclusion, nous avons la double inégalité, vraie pour tout z € C: |e* — 1| < el*l =1 < |2 el
Ce que nous voulions
(b) |cosz| < cosh|z|

(_1)71 Z2n

Nous avons, pour tout z € C, |cos z| = Z (2n)!
n)!

n=0
e . v :
Par I'inégalité triangulaire des modules, nous avons

(2| el
|cos z| = | < = cosh |z|
71220 (2n)! = = (2n)!
Donc |cos z| < cosh |z|
La démonstration est absolument identique pour démontrer que |sin z| = |sinh z|

Exercice 21 :

Soit Z an 2" une série entiére. On suppose qu'elle diverge pour z = 3 + 4i et qu’elle converge pour z = 5i.
neN
Quel est son rayon de convergence ?
Soit p le rayon de convergence de la série.
— Si la série diverge pour z = 3 4 44, alors p < |3+ 4i| =v324+42=5
— Si, au contraire, la série converge pour z = 54, alors p > |5i| =5
Donc, p =5
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Exercice 22 :

Démontrer que si une série entiére E an2" converge absolument pour un zy € C, alors elle converge
n=0
absolument pour tout z € C tel que |z| < |zo]

Cet exercice ne pose pas de difficulté.
Soit z € C tel que |z| < |zg|. Alors :

|an2"| = |an][2]" < |an||20["

Par hypothese, la série numérique g lan| |z0]" converge, et donc la série E |an2"| converge.
n>=0 n>0
Ce qui veut dire que la série g anz" converge absolument pour tout z € C tel que |z| < |z
n=0

Exercice 23 :

Donner le rayon de convergence des séries :

n

V4
LD Dl e S

n=1

1
Identité connue : 1 +2+---+n = w de telle sorte que nous pouvons écrire :

ZW‘Z e

Et le rayon de convergence est donc 1

5 S

n!
Appelons a,, = — ; alors :
nn

(n+1)! n"  (n+1)xn" n"

1
(4 DT Gy T ) (=T ()

n

an+1
Qn

1 " nln 1
Nous avons (1 + —) =e <1+”>.
n

1 1 1 nin(1+2
En +o00, In (1 + —) +f: —,etdonc lim nln (1 + 7) =letdonc lim e (Hn) = e, et nous
n/ +oon

n—-+oo n——4oo

a 1 n!
en déduisons donc que lim ol — et le rayon de convergence de la série Z —z ' est donc
n—+oo | ap e
n>1
p=e
3. Z coshnz"
n>1
* Rappelons que coshn = — et que donc
cosh(n+1) e e elete e e (e4+e2m71) _ete !
coshn et +em  erten  en(ld+e2n)  14e 2
6+ e—2n—1 1
Comme . _1>I_~I_loo = e, le rayon de converge est p -
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* Regardons la convergence sur le cercle de convergence.
Si |z| = —, alors :
e

e +e ", ., et+e™

|coshnz"| = |2|" =
2 2en
. e +e " 1 , . , . n .
Comme lim ———— = —, la série numérique E |cosh nz \ ne peut etre convergente, et
n—+oo 2" 2 =
nz

la série n’est donc pas convergente sur le cercle de convergence.
N2 dbrte
4. E ean +br1,+(,zn,
n>1
* Nous avons

a(n+1)2+b(n+1)+c an? _2an ,a _.bn b a
api1 € (n+1)"+b(n+1) _e e eeee p2antatb _ ja(2n+1)+b

G ean2+bn+c - ean2 ebnec

. . 7. 2
x Sia>0,alors lim e+ = 4o et le rayon de convergence de la série Z gan Hbnte,n

n——+oo
n>1
est p=0
. Un41 b . 1 b
* Sia =0, alors —— = ¢€” et le rayon de convergence de la série est alors p = — =e
an e

Que se passe-t-il sur le cercle de convergence ?

Si |z| = e7?, alors

ean2+bn+czn’ — |ebn+c‘ |Z‘n — pbnc,—bn _ c

La série numérique E ‘eb”“z”
n>=1

sur le cercle de convergence.

‘ diverge alors grossierement et la série ne converge pas

. . ) 2
x Sia <0, alors hrJrrl e@(2n+1)+b — et le rayon de convergence de la série E e Fonte,n ot
n——+00
n>1

p = +00, c’est a dire que la série converge pour tout z € C

Exercice 24 :
Donner le rayon de convergence des séries suivantes :

1. Z cos (%) z"

n>1

1
Question qui ne pose pas de difficulté puisque le terme cos (7) est borné. Le rayon de convergence
n

de cette série est donc de 1
2 2[5 ]
. z
n
n>=1
Au vu de I'expression du coefficient, nous utilisons la regle de Cauchy.

""" 1 \" \"
Sia, = Kn 4 ) } , alors (an)n = (n + ) . Nous devons donc rechercher lim (n + ) .
n n n—~+00 n

(22 -ty =)

n

. 1 . n+1\"
Comme lim nln (1 + 7> =1, nous avons lim ( ) = e et le rayon de convergence de
n—-+oo n n—-+4oo n

1
cette série est —
e
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3. Z 2"

n=0
Puisque |i"| = 1, le coefficient est borné et le rayon de convergence de cette série est bien 1
Il est possible d’en connaitre la somme :

1
En effet, Y iz = 3 (i2)" =
n effet, i"z (iz) 1%

n>=0 n>0
Facile!!
4.3 (1 +ni) 2"
n=2
V1t (n+1)
En utilisant la régle de D’Alembert, nous avons Intl) ( ) et donc
anp Vv 1 + 7’7,2
_ ana , 1+ (n+1)?
lim lim =1
n—+oo | ap n——+oo V14 n2
Et donc le rayon de convergence de cette série est donc 1.
Donc, pour |z| < 1, nous avons : Z (1+mnd) 2" = Z 2"+ Zmz"
n=2 n>=2 nz=2
Nous regardons plus précisément :
1 >
n __ n _ J—
> Zz sz 71727:7(1+z)f T
n>=2 n=0
1 2z — 22
> Zmz" = izan”_l =iz an"_l -1 | =iz <2 — 1) =iz
n>2 n>2 n>1 (1-2) (I-2)
2 2y — 2 —(1 -\ 3 1 2 2
Doir, pour |2 < 1, 3 (14 ni) 2" = £ 2o ? (1+14)z +(2+ i)z
n>2 1—2 (1-2) (1-2)
2'(7,
5. —2"
Z 2~
n>1
2n+1 2 2 2 2 2
Par la regle de D’Alembert, ———— x (- %, et donc lim Lz = 2 et le rayon
(n+1)7 2" (n+1) n+eo (n+ 1)

de convergence de cette série est 5

3

n
n>1
On résoud i d '(n—i—l)?’ 3"_(n+1)3
1 resou Juste comme au dessus . W X E = 3T

3
Comme lim (n+1)°
n—-+oo 3n3

Inn
Vvt

n=1

=3 et donc, le rayon de convergence de la série est 3

Toujours D’Alembert

In(n+1) X\/ﬁ+2_ln(n+1)x Vn+2
Vn+1+2 Inn  Ilnn NCES

. In(n+1) In (n (1+ 1)) B Inn+1In(l1+1)
Inn - Inn o Inn

| 1
Et donc lim w =1
n—+oo  Inn

1
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Va2 o n
Vn+142+cy/n+1
Comme lim
n—too \/n + 1
Ainsi, lim In(n+1) X Vi +2
n—+too\/n+14+2 Inn
n+1
8. —z"
2 5

n=1

> D’autre part,

A Vn+2
=1, nous avons aussi lim —— =

=1
n—+oo \/n+ 142

=1 et donc le rayon de convergence de cette série est 1

Toujours Monsieur Jean Le Rond D’Alembert....

n+2 (=3)"
X
(_3)n+1 n-+ 1

n—+2
3(n+1)

Et, surprise, le rayon de convergence de cette série est 3

1
9. Z (/ the~t dt> z"
nso \Jo

1
Pour nous simplifier la vie, nous appelons a,, = / thetdt.
0

1
Comme, pour t € [0; +1], nous avons — < e’ < 1, alors :
e

1! ! ! 1 1
f/ t”dtg/ t”e*tdtg/ t"dt &= ——— < a, <
e Jo 0 0 e(n+1) n+1

n

z

1
La série g ( / tme ! dt) 2" a méme rayon de convergence que la série E c’est a dire 1
0

n
n=0 n=0 +

1
Le rayon de convergence de la série Z ( / the ! dt) 2" est donc 1
0

n=0

Exercice 25 :

n
k x k!
Quel est le rayon de convergence de la série Z (Z ) Z2"7

n!

n>1 \k=1
"k ox k!
Ici, le coefficient de la série est a, = Z ' " et c’est & lui que nous nous intéressons!!
n!
k=1
Nous appelons p le rayon de convergence de la série
n n—1 n—1
, k x k! Exkl nxnl k x k!
> Toutdabord,anzz o :Z o +T:Z -
k=1 k=1 k=1
Nous avons donc a,, > n. Le rayon de convergence de la série Z nz" est 1, et donc, d’apres 8.2.1
n>1
nous avons p < 1
. k x k!
> Maintenant, pour 1 < £ < n — 1, nous avons ' <
n!
En effet,
kxk k _k y 1 < k <1
n (k+1)(k+2)--(k+(n—k) k+1" (k+2)---(k+(n—Fk)  k+1 "
n—1
k x k!
Ainsi,anzz +n<<n—14n<2n
— n!
Le rayon de convergence de la série Z 2nz™ est aussi 1, et donc, d’apres 8.2.1 nous avons p > 1
n>1
Donc p=1
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Exercice 26 :

Soit a € R. Déterminer le rayon de convergence p de la série E arctann®z"

n=0

, pour x € R. Etudier cette
série lorsque x = p oux = —p

1. Etude du rayon de convergence
= Sia>0. -
Alors 0 < arctann® < —

Le coefficient de la série est borné et donc, d’apres le théoreme 8.2.2 le rayon de convergence
est p=1

= Si a = 0, alors, pour tout n € N, nous avons arctann® = arctan 1 = % et donc le rayon de
convergence est p =1

= Sia < 0alors lim n%® = 0 et donc arctann® ~ n®. La série E arctann®z" admet alors
n—-+4oo +oo <o
nz

pour rayon de convergence p = 1

2. Etudesiz=1ouz =—-1

= Si a > 0, alors la série devient
* Siz=1, Z arctan n® qui diverge puisque le terme général de la série ne tend pas vers 0

n=0
* Siz=-1, Z arctann® (—1)" qui diverge puisque le terme général de la série ne tend pas
n=0
vers 0
* Et si @ = 0, que ce soit pour z =1 ou x = —1, le probléeme est le méme; il y a divergence
de la série 1
= Sia <0etxz=1, alors la série devient Z arctann® = arctan ——.
n>=0 n>=0 n
1 1 L. . . s
Comme arctan —— =~ —— la série converge si et seulement si —a > 1, c’est a dire a < —1;
n=% toon~*
elle diverge donc si —1 < a <0
= Sia < 0etz = —1, alors la série devient Z (—1)" arctann®. C’est une série alternée, qui
n=0

vérifie le critere de convergence des séries alternées et qui est donc convergente.

Exercice 27 :

n

1
p . iy no .
Déterminer le rayon de convergence p de la série E v 2" ol v, = E T
n>0 k=1
1
Il faut remarquer que v,, est la somme partielle d’ordre n de la série E —_—.
4n? —1
n=1
Le t énéral d tte séri t ! t ! ! t la séri 1 t
e terme général de catte série est ——— et nous avons ——— ~ —— et la série —— est une
& in? 1 4n? — 1 +o0 4n2 D g

n>1
série de Riemann convergente.

1 1
SiL= ————, nous avons, pour tout n € N - < v, < L.
;471271 P 3 S

Les coefficients de la série entiere E v 2"

n>=0

sont donc bornés et le rayon de convergence de la série est

donc 1
Si |z| = 1, alors |v,2"| = v, et comme hI_P vp, # 0, la série E vp 2" est divergente si |z] =1
n——+oo
n>0
Exercice 28 :

Pour tout entier naturel non nul n € N* ; on désigne par a,, le nombre de diviseurs de n. Déterminer le rayon
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de convergence p de la série entiére Z an 2"
neN*
= Premieére chose, nous appelons, pour tout n € N*, D,, 'ensemble des diviseurs de n; donc a,, =
Card D,,. Tres clairement, 2 < a,, < n
= La série Z 2z™ a pour rayon de convergence 1. D’apres le théoréeme 8.2.1, nous avons p < 1

neN*
= Recherchons le rayon de convergence de la série E nz".
neN*
1 N . a 1 . n -+ ].
En utilisant la regle de D’Alembert, nous avons lim " = lim = 1 et dong, le
n—-+oo Ay, n—-+oo n
rayon de convergence de la série E nz" est donc 1
neN*
Tojours d’apres le théoreme 8.2.1, comme a,, < n, nous avons p > 1

Et donc p=1

Exercice 29 :

1. On note a,, la n-iéme décimale du développement décimal de /3. Quel est le rayon de convergence
de la série E anz™?
neN*
Pour tout n € N, nous avons 0 < a, < 9; la suite (a,), y étant bornée, le rayon de convergence
de cette série est 1. Si z = 1, la série E an est divergente.
neN*
2. Déterminer le rayon de convergence p de la série entiére g "
neN*
n premier
C’est, en fait une série du type E a, 2" avec a, = 0 si n est composé et a,, = 1 si n est premier.
neN
La suite (ay,),cy est donc bornée et le rayon de convergence est donc p = 1
Pour aller plus loin
St : N — N est une bijection croissante, quel est le rayon de convergence de la série
§ PAON
neN*
De la méme maniére, c’est une série du type E a,z" ou a, = 1 ¢’il existe p € N tel que
neN
n = ¢ (p) et 0 sinon.

Comme ci-dessus, la suite (a, ),y est bornée et le rayon de convergence est donc p = 1

Exercice 30 :

On considére les séries E a, 2" de rayon de convergence p4 et E b,z" de rayon de convergence pg. Nous
neN neN

. 2%
supposons lim -— = 1. Comparer p4 et pp
n—+00 0O,

Nous allons traiter 2 cas; le premier cas ou [ # 0 et le second ou [ = 0.
— Supposons [ # 0

a
* Il existe NV € N tel que pour tout n € N, si n > N, alors LI l’ < 1.
n
a a
En utilisant I'inégalité triangulaire, nous avons |— | —|I| < b—n - l‘ <1, cest adire,sin > N,
n n
(2% G,
nous avons : [—| —|I| < 1et donc |—| < |l|]+ 1. Or:
n

QA

<||+1<=a, €0 (by)

n
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Et donc, d’apres 8.2.1 p4 = pp

. a . . b 1
x Comme [ # 0, de lim —= =1, nous pouvons écrire lim —+ = =
n4++a)bn n—+00 Gy l

Par le méme raisonnement que précédemment, nous pouvons écrire que b, € O (a,) et donc

que pp = pa
Ainsi, si [ # 0, alors pa = pp
— On ne peut rien affirmer si [ =0
Prenons par exemple la série Z an 2" ou, pour tout n € N; a,, = n; dans ce cas le rayon de

neN
convergence est 1.

Et si Z b, 2" avec b, = n!, le rayon de convergence est 0.

neN
Y . Qn, ) n . 1
Les 2 rayons de convergence sont différents et nous avons lim — = lim — = lim ————0
n—-+00 bn n—-+oo n! n—-+00 (n — 1)'

Exercice 31 :

Donner le rayon de convergence et la somme de la série Z (2" 4+ 1) 2"
n=0

— Le rayon de convergence est une question classique. On utilise donc d’Alembert :

An41| antl 41 . (2n+1 + 1) _ gn+l (1 4+ 2_"_1) B 2 (1 + 2—71—1)
an || 2m+1 ‘_ 2+l 2n(1+2m) (1+2™)

- . 1
Or, = 2; la série converge si |z| < 7

im
n—too  (14277)
— Pour trouver la somme de cette série, nous allons utiliser deux autres séries E 2" 2" et g 2"
n=>0 n=>0

1
1—=2

@ La série E 2™ converge pour |z| < 1 et a pour somme g 2" =
n=0 n=>0

1
@ La série Z 22" converge pour |z| < 3 (facile & montrer) et a pour somme

n=0
Y=Y )" = =
1-2z2
n>=0 n=0
Ainsi, pour |z| < 1 nous avons Z(2"+1)z" = Z2”z” + Zz” - + LI
P 2 - T 1-2  1-z
n=0 n=0 n>0
2—-3z2
(1-2)(1-22)
2—-3z
D 2+ = ——
onc Z( +1)z A=20-22)
n=0

On met en évidence ici, le fait si E a, 2" a un rayon de convergence R, et E b, 2™ a un rayon de convergence

n=0 n>0
Ry, alors si |z| < min (R,, Ry), alors Z (an + by) 2" converge et Z (an +by) 2" = Z anz" + Z bpz"
n=0 n=0 n=0 n=0
Exercice 32 :
. 1 n
1. Donner le rayon de convergence de la série Z — (z+5)
= (n+5)!

5)! 5

Nous avons |22+ (2) = (n+5) |z + 5] = |2 + 5|

an (2) (n+6)! n+6
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. z2+5 e L
Nous avons lim | | = 0; le rayon de convergence est donc infini. La série converge sur C

n—+oo N+ 6

en entier
2. En admettant que, pour tout z € C, Z % = €*, donner la somme de la série Z m (z+5)"
n=0 n>=0 ’
Nous avons donc :
e IR
n=0 : n251 ’ 1
= > )
(z45)° 7%:5 n!
1 1 (z+5)° (z+5° (z+5)*
= — — 5" -1 5
Gror T;)”! (z+5) ( + (2 4+5) + st et

2 3 4
)

Exercice 33 :

1. Donner le développement en série entiére, en précisant son rayon de convergence, de la fonction arctan

Pour donner le développement de arctanx en série entiere, nous allons commencer par donner
celui de sa dérivée.

1 1 n
Nous avons (arctan)’ (z) = T2 et si |z| < 1, alors 22— Z (—=2*)" = Z (=" a?".
n>=0 n>0

2n+1
n &

2n+1

Donc, le développement de arctan z en série entiére est, pour |z| < 1 arctanz = Z (-1)
n=0

~1\" 1
. En déduire la valeur de Z (?) X

o 2n+1
Remarquons que :
3 3n 3 V3
1 T
Or, arctan — = — et donc :

/36

1\t 1\" 1
. N n

n>=0

n
von 2 (3) % a1 = = o0
n=>0
. Calculer la primitive qui s’annule en 0 de la fonction arctan et donner le développement en série entiére
de cette fonction, en précisant son rayon de convergence

Le calcul de la primitive de arctan x est un calcul classique vu en Lg; on 'obtient en faisant une
intégration par parties.

Nous avons donc / arctanz dx = xarctanx — Iny/1 4+ 22. C’est bien la primitive de arctan z qui
s’annule en x =0

Donc, pour |z| < 1, zarctanx —Inv1+ 22 = Z (=" (

n=0

x2n+2

2n+1)(2n +2)
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"
4. En déduire la valeur de Z 5 (1 )2 5
n=0 ( n+ ) ( n+ )

(—l)n x2n+2

Nous appelons S (z) =

_§(2n+1)(2n+2)'

Le rayon de convergence de cette série est 1

"
® S(1)= ZU @n +(1) ()271 9 est une série absolument convergente.

S i
(2n—|—1)(2n—|—2)‘ _Z (2n+1)(2n—|—2)'

1 1
Comme —— et que la série —— est une série de Riemann
2n+ 1) (20 + 2) 400 dn2 4 nZ:l
1
convergente, la série Z converge

«(2n+1) (2n +2)

@ D’apres le théoréme < a la mode Abel > 8.5.1, on peut prolonger f (z) = zarctanx—In+/1 + 22
(-n"
1) (2n +2)

enx =1, en posant f (1) = Z
= (2n +

@ Or, f(1) =arctanl —In2 = % —1In2 et donc

_1 n
_ T o
= 2n+1)(2n+2) 4
Exercice 34 :

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére réelle g
n=1

Voici un exercice qui ne devrait pas poser de difficultés
1. Recherche du rayon de convergence
Serez vous étonnés que le rayon de convergence soit 17....Si oui, il y a encore du travail !!
anrl

2. Donc, pour |z| < 1, nous appelons F'(z) = Z O —

n(n+1)

n>1
1 1 1 xn+1 x”+1 l’n+1

——— = — — —— nous pouvons écrire = -
nn+l) n n+l n(n+1) n n+1
d’ot, pour |z| < 1, nous avons :

I R P Z

nz1 nz=1

= De la décomposition

= Etudions, maintenant g (z
nz1
1
Pour |z| < 1 la dérivé "—1= -1
|z] a dérivée ¢’ (z) s’exprime ¢’ ( Z " Zx =
n>=1 n=0

D’ol, en passant & la primitive, nous avons g (z) = —In(1 —z) — x
+1
x'n,

= Passons a la seconde expression h (z) = Z définie pour |z| < 1.

n>1

Nous pouvons écrire, toujours pour |z| < 1, h(z) = zhy (x) ot hy (z) =

Si nous dérivons hq (z), nous obtenons h ( Z x" Z a"

n>=1 n=0
Nous en déduisons que h; (z) = —In (1 — z) et que, donc h(z) = —x1n (1 —x)
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Nous en déduisons que F' () = h(z)—g(z) = —zln(1 —z)+In(l —z)+xz =2+ (1 —2)In (1 — 2)

xn—i—l
Ainsi, si |z| < 1, nous avons F (z) = ———=z+(1—-2)In(1—x)
7%:1 n(n+1)
Exercice 35 :
Calculer | de la série numéri 2(71)"
alculer la somme de la série numérique
q 3n + 1

n=0

- -1)" - - . , .
= La série E ?E +) 1 est une série numérique alternée. On démontre facilement qu’elle est conver-
n

n=0
gente puisqu’elle vérifie le critere des séries alternées.

= Recherche de la somme de Z (=1)
n>0 3 + 1

3n+1
x
@ On consideére la série entiere d’une variable réelle S (z) = Z
3n+1
n=0
Le rayon de convergence de cette série est clairement 1 (Utiliser la régle de D’Alembert)

On peut remarquer que

1 3n+1 1 3n —1 3\ 1 n
sen-S - s O s L0 s o
n>=0 n>0 n>0 n>=0
(_1)’ﬂ (_1)3n+1
De la convergence de la série Z T on peut déduire que la série S (—1) = Z R e

n=0 n>=0
est convergente, et d’apres le théoréme < a la Abel » 8.5.1 nous pouvons déduire que

Reste, maintenant & calculer S ()

n ].
® Pour |z| < 1, la série dérivée de S est S’ (z) = Z 23 = Z ($3)

T

dz

1
Calculons, maintenant, /
1— a3

. . 1
La décomposition en éléments simples de 13 nous donne :
-

1 _1{ 1, w42 }
1—23 31—z 224241

1 1 1 2
Etdonc/ dx:f{/ dx+/de}
1— a3 3 1—=2 2 +x+1

1
Il est facile de voir que / 1T de=-In(1—-=z)

@ Remarquons, dans un premier temps, que :

53]

1
2 4+x+1

2 1 2 1 1
Donc/de:f/deJr%/idx
2 +x+1 2) 2242x+1 2) 224+x+1

* Clairement, et facilement, / dz =1In ($2 +x+ 1) +couc€eR

T+ 2 1 2¢ + 1
= - X

3
2+zx+1 2 x2+m+1+§x

22441
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* Ensuite, c’est un travail classique de calcul de primitive :

1 1
/ﬁdx: /173&”
et ~T+§)+z

1
= w3 7 du ot nous avons fait le changement de variables u = = + 3
u
1

2 ( 2u
= arctan

V3 x/ﬁ)
2

2 1
= arctan—(m—l—f)—l—coflceR

V3 V3 2

D’ou
1 —1 1 1 3.2 2 1
/1_m3dx: 3ln(l—x)—|—3><2ln(:c2+x—|—1)+2xﬁarctan\/g<x—|—2)+/\
1 2 1\ 1
= 61n(m2+x+1)+\/§arctan\/§(x+§)—31n(1—x)—|—)\
ou AeR

1 1 V3m
Comme S (0) = 0, nous avons V3arctan — + A = 0 <= \ = —v/3arctan — = —~——
(0) \/g \/g 6

Et nous avons donc

—1
S(_l) = \/:’;arctanﬁ — §1H2— T = —T — ghl?

(-1)" \[7&'
3n+1 3 3

1n2

En conclusion, E
n>=0

Exercice 36 :

z . A
Soit f (z) = /0 e~ dt ; montrer que f (z) = nz:l (27§+)1)n!1,2n+1

Il faut noter qu’ici, f est la primitive2 de la fonction e qui s’annule en x = 0.
> Nous avons alors [/ (z) = e~ et le développement en série entiere de e~

671’2 _ Z (*lﬂz)n _ Z (_l)n ﬂ
n! n!

n>0 ’ n>0

2 ’
*" est donné par :

> Et donc, par primitivation, nous obtenons

x2n+1

f(z)= Z (-1)" m

n=0

Ce que nous voulions
Remarquons que le rayon de convergence de cette série est 0o

Exercice 37 :

Déterminer le développement en série entiere de la fonction [ définie par f (z) = m Préciser le rayon
r+
de convergence de la série entiére

Nous allons proposer 2 méthodes pour résoudre cet exercice

1. Premiere méthode

Il est tout & fait loisible que nous puissions nous ramener & une expression du type u (z) = (1 + x)%,
et nous aurions, ici, a = —2. Il faut donc < touiller > un peu!
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2
Pour commencer, 2z +3 =3 (?xx + 1>, et donc

1

flx) =

(2x + 3)

92 _9 2x -2

Développouns, pour |u| < 1 I'expression (1 + u)_2 en série enticre.

B 2(—2 1) (—2—n+1
n>1 ’
B 2(3) (1),
ey 2B D),
n>=1
n(n+1)' n
= 1+Z( 1) nl
n>1 :
= 1+ (-D)"(n+1)u"
n>1
2x
Et donc, pour 3‘<1<:>|:17|<,nous avons :
2 -2 2" (n + 1
(%’F) :1—&—2(—1)"%1‘"
n>1
D’ou
f()—3‘2<2x+1>2 Ly e 2t D
"= 3 9 Z 3"
i L2 (nET)
ERCRP S i e
n>1
2" (n+1) ,
= 2D s
n=0

3
Le rayon de convergence est de p = 3

2. Seconde méthode

et & remarquer que u' (z) =

La seconde méthode consiste a partir de la fonction u ()

) T2 +3
— = 2f(x
(2z + 3)° (@)
> Le développement de u () est classique :
1 1 1
=_x
20+3 3 14+

2z 3
3| < 1= |z| < 5 lous avons :

1 (22\" W2
1+2I:Z(71) <?) =2 ()" e
n>0 >0

Et donc, pour

3

nz
9 N 3 _ 1 n 2" n
Do, pour |z| < 5 nous avons u(x) = Z (-1 prEety
n>=0
> En dérivant, nous obtenons le développement de v’ () :
-2 n x 2"
Wiz)= —— = —1)" — gt
(@) (22 + 3)° n;)( ) e
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> Et donc, de v/ (z) = —2f (z) <= f(z) = _21

-1 X 20
f@)= 5 Y ()" e

n=0
—1
S A
- 3n+1

_ n+1 1 X 2nt n—1
= D ()i

W (1) x2n
3n+2

n—1

n

A noter
Nous avons, trés souvent écrit quelque chose du type :

—1
nt+1 x 2"
z :(_1) 3n+1 "

n=0 n>1

En effet, il faut remarquer que :

— (x), nous obtenons :

1
n+1 nx2"" n—1
B Z 1) 3n+1 Tgnt1 7

S B =t o 3 e
n>0 n=0 " 2n—1
- T S G e
n=0 ><2"Jll>1
= Dyt e
n>1

Exercice 38 :

Déterminer le développement en série entiére de la fonction f définie par f (x) =

le rayon de convergence de la série entiére
Nous allons donner 2 résolutions de cet exercice

1. Premiére résolution

Remarquons, que pour |z| < 1, nous avons In (z + 1) =
n>=1
lz| <1:

n>1

_ z;( -1 2 +Z>: %
n=1 n=1

n—2 T n_1 "

= Z(_l) n—1+z(_1) o
n=2 n=1

(x+ 1)In(z+ 1). Préciser

n
E (—1)"71 m—, et donc, toujours pour
n

n (=" 4+ (-)") = ()"

n

n(n—1)

)" *n+ (D" -1 ,
= x—i—Z( n(n—l) >.%'

X
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n
Donc, pour |z| < 1, nous avons (z+ 1)In(z+ 1) =z + Z n((nl—)l)xn
nz2
2. Seconde résolution
L’autre méthode de résolution consiste & remarquer que f’ () =In(z + 1) + 1 et que, donc, pour
|z| < 1, nous avons

f@)=> ()" ”’“’—+1

Et, en primitivant et remarquant que f (0) = 0, nous avons, pour |z| <1 :
=z — =+ —_—
+ Z (n+1) Z (n— 1)
n>=1 n>2

Ainsi, 2 méthodes pour arriver au méme résultat

Exercice 39 :

Soit 3 4

n>0 n

1. Donner le rayon de convergence de la série

On utilise la bonne vieille régle de D’Alembert :

ol (2n + 2)In!n!

cro (n+ 1) (n+ 1) (2n)!
(2n+1) (2n +2)

(n+1)°

Un+41
Un

Un+1
Un,

1
Donc, lim = 4 et le rayon de convergence est donc p = 1

n—-+oo

47L
2. Montrer que si f (x) = Z o x™, [ est solution de I'équation différentielle
n>0 2n

{Q(fo)y—(21+1) -1
y'(0)=2

Ce n’est pas une question tres compliquée mais immensément calculatoire qui pourrait conduire
a des erreurs de calcul. Donc prendre beaucoup de soins lors de la résolution
n

— Pour nous simplifier la vie, nous allons appeler a,, = —— quitte ensuite, et le moment venu,
2n
a remplacer a,, par sa valeur.
f (x) s’écrira done, pour |z| < 7, f(z E an®
n=0

— Prenons les choses petit a petit

* Nous avons z f (z E anT = E Gp—12"
n>0 n>=1
* De telle sorte que :

(2x+4+1) f(x) = Z 20, 12" + Z anz" = ag + Z (2an—1+ an)
n>1 n>=0 n>1
— Ensuite, comme toujours :
"(z) = Z napz" "t = Z nan,x" "t = Z (n+1)ap12"
n=0 n=1 n=>0
4

4
Remarquons que f'(0) = a1 = =7 = 5= 2. Ca commence bien!!

Cs
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* Emnsuite :

22f' (x) = Z (n+1)an 12" = a12? + 2a02> + Z (n+1)apq 2"

n=0 n=2
= a1z? +2a02% + g (n—1)ap_12" = E (n—1)ap_1z"
n>4 n=2

* Et, puis, pour xf' (z) :

xof (x) = Z (n41) apz™ = Z na,x"

n>0 n>1

* Et pour terminer :

2(x—a?) f'(z)= 2[xf (z) —22f (x)] =2 Z na,x" — Z (n—1)ap_12"

n=1 n>=2
= 2|ajz+ Z napx" — Z (n—1)ap_12"
n>2 n>=2
= 2a1x+ Z 2 (nan, — (n—1)ap_1) 2"

n>=2

— Faisons maintenant la synthese :

2 (:U —x2) @)= 2z+1) f ()

2a17 + Z 2(na, —(n—1)ap_1)z"™ —ag — Z (2an-1 + an) z"

n=2 n>1
= 2a1x+ Z 2(nap — (n—1)a,_1)z"—
n>2
apg — (2a0 + a1) . — Z (2an-1 + ayp) "
n>=2
= —ag+ (a1 —2ap) z + Z (2(na, — (n—1)an—1) — 2an_1 + an)) "™
n>2
= -1+ Z (2na, —2(n—1)ap—1 —2ap_1 — a,) "
n>2
= -1+ Z (2n—1)a, —2na,—1)z"
n=2

Maintenant, évaluons (2n — 1) a, — 2na,—1. Nous avons :

(2n— 1)y, — 2nan_1 = (2n —1)4™  2n4n—!

Cp,  Cyl
_ (2n —1)4™ x n!nz! _2 (2n) 4"t x (n— 1) (n — 1)!
2n)! 2n — 2)!
_ gn—1 ><< (n)— Dl(n—1)! {(Qn —(1) 4n? )_ Qn}
ot ((Zn —S?!( ) 42712(271 -1)
x (n—1)1(n—-1)![4n
- (2n — 2)] {55_24

[ vérifie bien I'équation différentielle 2 (z — 2?)y' — 2z + 1)y = —1 et 3/ (0) =2
Exercice 40 :

xT
Former de deux facons le développement en série entiere en 0 de f (z) = e~ / e’ dt. En déduire Ia relation

J0O
2n i ny (—1)* -
n k 2k+1 2n+1

k=0

Nous allons donc utiliser 2 méthodes pour trouver le développement en série entiere de f () :
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> Une méthode utilisant les équations différentielles
> Une seconde méthode utilisant le produit des séries
xr

Dans les 2 cas, nous posons G (z) = / et dt, et nous pouvons remarquer que G’ (z) = e’ Remarquons
0
aussi que f(0) =0
e Equation différengielle vériﬁéée par f .
= ff(x)= 22" G(x)+e ¥ G (x) = 2zf (z)+e* e ™ =-2zf(x)+1
Ainsi, f vérifie 'équation différentielle y’ + 22y = 1 avec comme condition initiale y (0) = 0
— Supposons f (z) = Z anT”.
n>0
Alors, [/ (x) = Z napz" "t = Z napz" "t = Z (n+1)apt12™ et 2z f () = Z 20, 2" =

n>=0 n>=1 n>=0 n=0

n=1
— D’ou
y +2zy =1
<
Z (n+1)apr1z™ + Z 20, 1" =1
n=0 n>1
<
a1+ ((n+1)anp +2a, 1) 2" =1
n>1
D’ou nous tirons :
{ ap = 1 ap= 1 2
(n+1)ant1 +2a,-1= 0 py1 = — ot 1)an71
D’ou nous tirons :
a1 = 1
-2
az = —ay
)
a5 = ?a:j
-2
= ———a9py_
a2n+41 27l+ 1 2n—1

Ainsi, en effectuant le produit termes & termes, nous obtenons :

(—=1)" x 2»
3XHx--x(2n+1)

ar X ag X -+ X Qp4+1 = X ayp Xaz X -+ X agn—-1
1 3 +

D’ol nous obtenons, pour tout n € N :

2" x (~1)"
tomsr = X D0

[T 2k+1)

k=0

Comme ag = 0, la récurrence nous montre que tous les termes d’ordre pair sont nuls, ce qui est
conforme au fait que f soit une fonction impaire.

e Utilisation du produit de Cauchy
— Développement en série entiere de e~

2\" n_2n
z" 2 —x —1)"z
Nous avons e* = Z — et donc e™® = Z ( ) = Z (=1)
n>0 - n>0 ’ n>0
— Développement en série entiere de G ()

x
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Comme G’ (z) = e’ , nous avons le développement en série entiere de G’ (z Z

n20
x2n+1

et donec G (x) = —_—
(z) nzgon!@n—kl)

— Développement en série entiere de f ()

B 2 ( 1)”
Nous avons e™* = Z anx™ avec aspt1 = 0 et ag, = o et G (x Z b,z avec by, =0
n>0 n>0
1
et b2n+1 = m et f T;)Cnx ol Cn = Z akbn k

* Regardons les termes d’ordre pair :

2n n n—1
Con = E agbon—k = E azkbon—2k + E a2k+1b2n—(2k11)
k=0 k=0 k=0

Parce que by, =0, bo,,_or = bg(n_k) =0 et agx4+1 = 0, nous avons cay, =0
* Maintenant, les termes d’ordre impair :

2n+1 n n
Cont1 = E agban_x = g agkban 1ok + E a2k+1b2n 41— (2k+41)
k=0 k=0 k=0

n
A nouveau, by, 1-(2k+1) = b2n—2k = bagn—k) = 0, et donc ca,41 = E aokbany1-2k, et

k=0
donc :

(=) 1
02n+1—k2:0 RO IO ES)

e De 'unicité du développement en série entiere de f, nous avons :

’ﬂ

2n A n 1
1 (2k+1 ;;) k' — k) (2(n—k)+1)
k=0

Ce qui est, en soi, une jolie identité qu’il est encore possible de rendre plus < sexie >.
* Tout d’abord :

n

2" x (—=1)" 2" x (—1)" x kgﬁ (2k)
ﬁ(2k+1)_ ﬁ(2k+1)xﬁ(2k)
k=0 50 1s
_ 2" x (—1)" x 2" x n!
N (2n+1)!
_ (D" x 4" xnl  (=1)" x 4" x
- @n+1)!  (2n+1)(2n)!

* Ensuite :
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1 1
N kg -  _(nky__ -
ous avons Cy x Cm—kTD Cr=" x CICE SRS

I ! _ 1y SR S
g M tm—kC2m-k+1) HZ(_l)kcﬁx(z(n—k)H)

k=0 k=0
1~ Yy 45 1
-1 cr
nl ,;J( S X ge T T
(=D)" ¢ k ~k 1
= (=1)"C; x
' n
nl (2k+1)

* En faisant I’égalité déja démontrée, nous avons :

(—1)" x4 xn!  (=1)" k b 1

= ERALYG 2N
2n + 1) (2n)! nl kzzo( VX G
<~
4" x nl 1 — k 1
= N (—1)fcCk

@n+1)@2n) 7l k:O( T

<
4n (2n)! & 2 1
= -1)*C

(2n+1) nlxmn! k:O( )" Cn (2k+1)

<
4n K 4 1
=Cy, -1)" Ck
(2n +1) ) (1) n k1)

8.11.2 Exercices divers

Exercice 41 :

Nous considérons la série entiére Zanz”. On suppose que cette série est absolument convergente pour
n=0
|z2| <1etsi|z| <1, onnote f(z) = Zanz” sa somme.
n=0

Pour tout n € N, nous posons :
n

= Sn:a0+a1+"'+an:2ak

k=0
ap+ay+---+ay Sn 1 - 4
= T = = = Moyenne de Césaro
" n+1 n+1 n+1;ak( y )

1. Montrer que si |z| < 1, alors la série E S, z" est absolument convergente et admet pour somme
n=0

fn - 1)

(a) Remarquons que expression S, 2" s’écrit :

Sz (ap+a1+ag+ - +ap)z"
= apz"+a1z2" +axz" + -+ az"

= apz" + (a12) 2" + (a22?) 2" 2 4 - + (an2z™) 2°
n

= Z (akzk) Tk

k=0
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n
En fait S, 2" apparait donc comme un produit de Cauchy du type ¢, = Z apbn—k
k=0

(b) Ici, S,2™ est le terme d’ordre n du produit de 2 séries :
* La premiere étant la série Z anz" qui admet pour somme, si |z] < 1, f(2)

n=0
1
* La seconde étant la série Z 2" qui admet pour somme, si |z| < 1, 1>
n=0 o
- - n f(2)
(c) Ainsi, pour |z| < 1, la série Z Spz" admet pour somme
n>0 -z
2. Quel est le rayon de convergence de la série Z T,2"7?
n=0
Considérons G (z) = Z T2, Alors
n=0
S,
G'(2) =D (T2 =3 (n+1) —oa® =3 5,27
n20 nz=0 n>0

E S, 2" apparait donc comme la série dérivée de la série E T, 2" qui admettent donc le méme
n=0 n=0
rayon de convergence 1.

Comme G (z) = ZTnan =z ZTnz" , la série ZTnz" admet donc méme rayon de
n>=0 n>0 n=0
convergence que G
Le rayon de convergence de la série Z T,z" est donc 1
n>=0

Exercice 42 :
nk:
1. Donner le rayon de convergence de la série entiére E —'z”’, pour k € N
n.
n>1

(n+1)"n!
n* (n+1)!

Ap+41

Question simple qui se résoud a l’aide du classique rapport et on trouve

n

que le rayon de convergence est infini

k
. . A 7 n

2. Démontrer que pour tout k € N, il existe un polynéme de degré k tel que, E —'z" = Py (2)e”
n!

n>1
Nous allons faire une récurrence sur k € N
— Tout d’abord, c’est vrai pour n =0
0 n
(O 2, B
En effet, nous avons Z = Z e et donc Py (z) =1
n=1 n>1
k
20y 2 P T n
— Supposons la propriété vraie a ’ordre k, c’est a dire Z —'z" = Py (2)€e® avec Py
n>=1

polynoéme de degré k

— Démontrons la propriété a ’ordre k + 1
k
n n
Posons @, (z) = Z P
n>1
Par hypothése de récurrence, nous avons @y, (z) = Py (2) €*
k k+1
7. R n 12 n —1
* La série dérivée de @y, (2) = Z Fz" est @ (2) = Z . 2"

n>1 n>1
Nous avons donc z®}, (z) = Pgy1 (2)
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* Nous avons aussi @), (2) = (Py, (2) €*) = P (2) e* + Py (2) &* = €* (P} (2) + Py (2))
« Ainsi Bip1 (2) = [2 (P (2) + Py ()]
Remarquons que z (P}, () + Py (2)) est un polynéme de degré k + 1

k+1
n
En posant Py (2) = z (P}, (2) + Pk (2)), nous avons démontré que Z ' = Piy1(2)€?
n>1
La question est donc démontrée : pour tout & € N, il existe un polynéme de degré k tel que,
k
n
Y =Pi(2)e

n>1
Remarquons que ces polynomes sont parfaitement définis par la relation de récurrence ci-apres :

{ Po(z)= 1

P (2) = 2 (B (2) + P (2))

Nous obtenons ainsi Py (z) = z, P2(2) = z2(142) = 2>+ 2, P3(2) = 2(2z24+1+22+1) =
23 +222 422

Exercice 43 :

Soient o« € R et f (x) = cos (aarcsin x)

1. Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 dont f est solution.

Nous allons nous mettre a calculer les dérivées premieres et secondes.
> La dérivée premiere est donnée par f’ (z) = —————=sin (carcsinz), c’est a dire

V1—2z?
V1 —22f" () = —asin (e arcsin )

> Dérivons les deux membres de 1’égalité ci-dessus ; nous obtenons :

—2x / 1 _ —a’
Q\/ﬁf () + V1I—a?f (x)—m
<~

—af' (z) + (1 —2?) f" (¥) = —a*f (z) apres multiplication par V1 — 2

cos (v arcsin x)

> En remarquant que f (0) = cos (aarcsin0) = 1, f vérifie donc I’équation différentielle :
{ (1—m2)y”—xy’+a2y=0
y(0)=1
2. En déduire un développement en série entiére de f .

Supposons donc que f (z) = Z an,z™. Nous pouvons d’ores et déja remarquer que ag = 1 et que
n=0
f étant paire, les termes d’ordre impair sont nuls

> Nous avons [’ (z g napz" "t = E na,z" ' et donc zf’ (z E na, "

n>0 n>1 n>1
> Et donc f” (z) = Z n(n—1)a,z" 2% = Z n(n—1)a,z" >
n=0 n>=2
x Donc 22f" (x) = Z n(n—1)apz"
n=2
* Et [ (z) = Z n(n—1)a,z"? = Z (n+2)(n+1)app22"
n>2 n>0
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Nous devons donc avoir :

Z (n+2)(n+1)appoa™ — Z n(n—1)aa™ — Z na,x" + Z apx™ =0

n=0 n=2 nz=1 n=0
<
2a9 + 6asx + Z n+2)(n+1)app22" — Z n(n—1)az" —arx — Z nanz"” + o2ag + olayz+
n>2 n>2 n>2
Z a?apz™ =0
n>=2
<
(a2a0 + 2a2) + (6(13 —a; + a2a1) T+ Z [(n +2)(n+1)api2 —n(n—1)a, —na, + ozzan] " =0
n>=2
<~
(02ag + 2a2) + (6asz — a1 + a*a1) x + Z [(n+2)(n+1)anss — (n2 - a2) anlz" =0
n=2

Nous tirons donc agpy1 = 0 et (n+2)(n+ 1) apta — (n2 — a2) a, = 0, et en faisant le calcul
habituel, nous obtenons :

14 2
(2k —2)" — o?
= —_— = 1
a2p | I < o0 (Qk — 1) ap avec ag

Exercice 44 :

Soit E anx™ une série entiére de la variable réelle avec a,, € RT et x € R de rayon de convergence infini.
n=0

Montrer que si f (x) = Z a,x" est bornée, alors f est constante.
n=>0
Supposons f bornée

— Sif(z)= Z anx™ est constante, alors, pour tout z € R, f (z) = X et donc si f (z) = Z anT"”,

n>=0 n=0
en particulier f(z) = f(0) =ap = A

— Supposons qu’il existe k£ > 0 tel que ax # 0. Soit ko le plus petit entier tel que ay, # 0. Alors :

f(x) =ao + aryxr, + Z anx" = ag + ag,Tr, | 1+ Z anx" ko
nzko+1 nzko+1
Ainsi, pour x > 0, f (z) = ap + arxk,, et donc xgrfoof (r) = +o0
f n’est donc pas bornée.

Il y a donc contradiction. Ainsi, pour tout k € N avec k > 1, a, = 0 et donc f(x) = ag et f est
donc bornée.

Exercice 45 :

Bien entendu, cet exercice est le prolongement du précédent

Soit g anz" une série entiére complexe de rayon de convergence p = 400 et de somme [ (z) = g an 2"
n=0 n=0

™

1 2 ) )
1. Soientr > 0 et n € N. Calculer L (r,n) = 2—/ f(re®)ye " de
0

Nous nous fixons donc » > 0 et n € N.
Soit R € R* tel que R > r et nous appelons D (O, R) = {z € C tels que || < R}.
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La série E anz" converge uniformément sur D (O, R) et il nous est possible de <« permuter signes
n=0
somme et intégrale >, et donc :

1 2 ) i 1 27 ) iy
L(r,n) = o /) f(re®®)e ™ do = %/ Zakrkelk‘g e ™m0 dg
k>0

_ aimc/ zka om0 49 — Z“krk/ eik—m)0 49

k>0 k=0

2m

— Pour calculer /

27
e'®=m)0 49 nous allons étudier / e'? 40 pour p € Z
0 0

2 27
— Sip=0, alors / e? 46 = df = 2rx
0 0

2 ) ipf 2m 2imw0 __ 1
— Sip#0, alors/ eP? dp = e. 26_7:0
0 wp wp

2m 2m
Et donc / =049 = 2 sik =n et / =049 =0 si k # n, de telle sorte que :
0

L(r,n) akrk / ik=n)0 qg — 2 X 21 = apr"
k>0 T

2. En déduire que, si f est bornée sur C, alors f est constante

— Supposons f bornée sur C.
Il existe donc M > 0 tel que, pour tout z € C, |f (2)| < M

— Ainsi :
L . 1 2 0 —1inb de 1 - 0 —inf do < 1 2 0 —inb de
|L (r,n)| = 27T/o2 f(re?)e 271_/ ‘f(re )e ‘ \%/0 f(re )He ‘
2i f(rew)’deg%xMXQw:M
™ T

Ainsi, si f bornée sur C, L (r,n) = a,r™ est aussi borné sur C, et par la méme borne que f.
— Soit, alors n > 1, fixé et regardons, maintenant lim |L(r,n)] = lim |a,|r™. Nous avons,
r——4o0 r—-+o0
de maniere évidente, sin > 1, lim |a,|r"™ = +oo.
r—400

™ soit borné sur C et que f soit

Ce qui est en contradiction avec le fait que L (r,n) = a,r
bornée sur C, sauf, sui pour n > 1, a, = 0.
Ainsi, f(2) = Z anz™ = ag et donc f est constante.
n=0

3. En déduire une démonstration du théoréme de D’Alembert.

Rappel du théoréme de D’Alembert

Tout polynéme non constant, a coefficients complexes, admet au moins une racine complexe
C’est le théoreme fondamental de I'Algebre

Pour cela, voir [Wikipédia,
Soit P € C[X] non constant, ¢’est a dire de degré au moins 1, et n’admettant aucune racine dans

C.

1
Alors, la fonction F (z) = est bornée et développable en série entiere, avec un rayon de

P(z)

convergence infini.
D’apres la question précédente, F' est une fonction constante, c’est a dire que, pour tout z € C,

F(2) = ke P(2) :%,

Donc, tout polynéme de C[X] non constant admet aumoins une racine dans C

c’est a dire que le polynéme serait constant. Il y a donc contradiction.
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Exercice 46 :

1. Nous considérons 2 réels « et 3 tels que 0 < o < B < 2 fixés une fois pour toutes.
Nous considérons aussi la suite (I,) définie par :

B n
In:/ Zeikgde

@ k=1

neN*

Démontrer que la suite (I,),,cn- admet une limite finie lorsque n tend vers +oo
eiG (1 _ eme)

n
= Tout d’abord, nous avons E eh? = o
—e

1

k=
B " B i6 B i(n+1)0
_ ikO _ e (&
=[S [ TG [

& k=1

, et donc :

1
Comme 0 < a < 0 < 8 < 2, la fonction T—o® est continue sur Uintervalle [«; 8] et donc,

a B ei(n+1)0

d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue vu en L;, nous avons lim 5 d0 =0 et
n—+oo [, 1—¢*

n—-+oo - 1-— ei9
La suite (In)neN* admet donc une limite finie lorsque n tend vers 400, et cette limite est

B i0
€
—df
/a 1 — etf

B b
donc lim In:/ —dé

B b
= Calcul de/ —df
1—ei?
[0
= Remarquons que :
eiH _ eiG (1 - 671'9) - eiG -1
1—e®  (1—e?)(1—e®) 2—2cosh
(cosf — 1+ isinb) 1+,2singcosg
= e j—= =z
2 (1 —cosb) 2 4sin® 4
~ _1 Z_%cosg
6
2 sin §
B eif A 1 . tcos? 0 01"
. o .9 2 - . .
= A1ns1,/a T dﬂ_/a (—2 +1 sing > do = {—i—mln s1n§ Lt

Comme 0 < a < 0 < 8 < 2w, nous avons 0 < 3 < 7 et donc sin — > 0, d’ou

8 i0 _ in B
/ ¢ d9BJrilnsinﬁJrailnsinaM+iln<smi>
«

1— et 2 2 2 2 2 sin §

N 400 sin &

i B

o — sin &
Ainsi, pour faire plus simple : lim I, = Tﬂ +iln < 2 )
2
61',71,04 inf

2. En déduire que les séries Z " et sont de méme nature
nz=1 n>1
B _n n 8
Revenons au calcul de / Z e 49 = Z/ %9 49
@ k=1 k=17
B

= Calculons donc e™f o

Rien de tres diﬂicoile :

/B eikadai eik& ﬁi 71‘62']69 572 7,1:6’”{204 B 71.6”63
. I 7 e e k k

[e3
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= De telle sorte que :

B _n n B n o ika ik
. . =€ €
E ™0 d = E / eZkedHZZE 2 fzg A
o k=1 k=17 k=1 k=1
n eika n ,L‘eik,B
= Nous sommes, ici, devant deux suites (un ), cn- €t (Vn),cne OU Uy = ’ et v, = ’
k=1 k=1

telles que lim (u, — v,) est finie.
n—-+o0o

Alors, les 2 suites (un),cn- €t (Vn),cn- sont de méme nature : c’est qu’elles sont, ou bien
toutes les deux convergentes, ou bien toutes les deux divergentes.
En effet ; supposons I'une des deux convergentes et I'autre divergente.
On prend, par exemple (uy), oy~ convergente.
Alors la suite (uy,),,cy- est bornée et la suite (vy,),,cn- étant divergente, la suite (u, — vn),, e
n’admet pas de limite; ce qui est contradictoire.
Nous aurions la méme démonstration si la suite (un),cy. est divergente et la suite
(Vn) e+ cOnvergente.
Les 2 suites (un),cy- €t (Un),cn- sont donc de méme nature.

inf

3. Démontrer que, pour tout 0 € |0; 27[, la série est convergente et donner sa limite

n=1
inf
= Montrons que, pour tout 6 € |0; 2|, la série est convergente.
n>=1
eina einﬂ
Nous venons de montrer que les séries Z et Z sont de méme nature.
n n
n>1 n>1
eme einﬂ'
En prenant o = 8 et § = m, nous voyons que les séries Z et Z sont de méme
n>1 n n>1 n
nature.
elnm (-n)" . . .
Or, Z — = Z ——— est une série numérique alternée convergente. Ainsi, pour tout
n n
n>1 n>1
ein@
0 €10; 27, la série Z est convergente.
n>=1
ein@
= Recherche de la somme de
n=1
Nous avons : - '
. e . emnT 0—m . sin
i Z —1 Z =——+iln| — 3
n n 2 sin 5
n>1 n>1 2
<
- en? 1 0—x
R A
n>=1 n n>1 n Sln§
—
etn? 0 0—m
—In2— :ln(sinf +1
Z n 2 2
n>1
<
ein? 0 0—m
— :1n2+1n<sinf +1
> 3) i
n>1
<
e'n? .0 0—
Z =—In2(sin= ) —1
n 2 2
n=1
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ind 0 —0
Nous avons donc : Z L —In2 (Sin 7) + z'w
= on 2 2

En nous intéressant aux parties réelles et aux parties imaginaires, nous avons :

cos nb .0 sinnf w—40
ZT——IH2(SIH§> etz =

n>1 n>1

Quelques considérations :

zn

Nous avons vu que la série E — admettait pour rayon de convergence 1 qu’elle était
n
n>1
divergente pour z = 1 (série harmonique), convergente pour z = —1 (série alternée).

Dans cet exercice, nous avons montré que si |z| = 1 (c’est a dire si z = €'9) avec z # 1, la
n

- 2.
série g — etait convergente.
n
n>1
Ceci montre que le comportement d’une série sur le cercle de convergence apparait erratique
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