Chapitre 8 Les séries entiéres 8.8 Théorémes Taubériens

8.8 Théoremes Taubériens

8.8.1 Le théoréme d’Abel angulaire

Soient (an),,cy Une suite de nombres complexes et E anz" une série entiere de rayon de convergence 1

neN
On suppose que la série numérique E a,, est convergente et qu’elle a pour somme S.
neN
Pour z € C tel que |z| < 1, nous notons f (z) = E anz"
neN

s
Pour 0y tel que 0 < 0y < 5 nous notons :

Ag, = {z € C tel que |2| < 1 et qu'il existe p € [0;1[ et 6 € [—0p;0o[ tel que z =1 — pe'?}

Alors :
lim f(z)= E an =S
z—>1
z€Ag, neN

f peut donc étre prolongée par continuité en z =1 en posant f (1) =S = Z an
neN

Démonstration

1. Utilisation de la transformée d’Abel

Nous avons déja utilisé ce type de transformée lors de ’étude des séries numériques alternées.

(a) Par hypothese, la série numérique E a, est convergente et si nous considérons ce que nous

neN
appelons les restes de la série : R,, = Z ag, de la convergence de la série, nous déduisons
k>2n+1
que lim R, =0
n—-+oo
(b) Utilisons la transformée d’Abel :
* Remarquons que : a,, = R,,_1 — R, = | an + Z ap | — Z ag

k>n+1 k>2n+1
* Posons, par commodités R_; =

(c) Soient, maintenant, n € N et z € C tel que |z| < 1. Alors :
Zakzk—Zak: Zak(zk—l)
k=0 k=0 k=0
= Z (kal — Rk) (Zk - 1)

k=0
= ZRk_l (Zk — 1) — ZRk (Zk — 1)
k=0 k=0
(d) Penchons nous sur Z Ri_1 (z’C —-1)
k=0
ZRk,1 (Z’C - 1) = R,1 (ZO - 1) + ZRk,1 (Zk - 1)
k=0 k=l
= ZRk_l (Zk - 1) = Rk (ZkJrl — 1)
k=1 k=0
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Et donc :

Zakzk—Zakz ZR Pl ) ZRk(zk—l)
= ZRk 1) = (P = 1)] = Ra (" = 1)
= ZR MR - R (1)

= (z—l)Zsz — R, (2" —1)
k=0

(e) Démontrons que nous avons f (z) — S = (z — 1) g R, 2"
n=0
= Nous avons déja vu que, comme la série numérique E an est convergente, lim R, =0.
n—-+o0o

neN
De plus, comme |z| < 1, liIJIrl (z"—=1)=—1letdonc lim R, (z"—-1)=0
n—+00

n—-+4o0o

n
= Comme |z| < 1, lirf Zakzk = f(z) et lim Zak = S et donc,
n——+00
k=0

n—-+o0o

e (Z @ =D, ) =/@)-S
k=0 k=0

Ainsi, par passage a la limite :

D SR 9P R () S S IR AR

f(z)=8=(-1))_ Rp2"

n=0

2. Utilisons, maintenant, U'identité f (z) — S = (z — 1) Z R,z".
n>=0
= Soit N € N*. Alors :

f(z)— 8= (z—l)Zan (z—1) ZRz + Z R,z"

n>0 n>N+1

= z—lZRz—l—z—l Z R,z"

n>N+1

= En passant a la valeur absolue et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous avons :

N
1f(2) = SI< |z =1 Y |Rall2" |+ 1z =1 Y |Rallo"
n=0 n=>N+1
3. Soit e >0
Comme hxil R, =0, il existe N. € N* tel que pour tout n € N*, si n > N, alors |R,| < ¢
n—-+oo
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Et donc, pour tout z € C tel que |z] <1 :

Ne
f(2)=SI< |z= 1D Rl |+ 1z =1 Y |Rall2]"
n=0

n>N.+1
Ne
< U R+l -1 Y el
n=0 n>N.+1
N
< Je=1) |Ral+elz=1] Y 2"
n=0 n>Ne+1
= Regardons, maintenant, de plus pres Z |2]" ; en fait, c’est facile :
n>N.+1
N.+1
S el = Y < e Y g2 B
n>N.+1 n>0 n>0 1— 2]
Et comme |z| < 1, nous avons :
No+1
> o=
SN = 2| — ||

= Ainsi, en synthese :

N,
7 |z — 1]
—Sl<lz -1
f(z) =8I <lz=1]) IRn|+€1_|Z|
n=0
: |21
4. Occupons nous de I'expression =]
— |z

Pour commencer, visualisons par la figure ce qulest Ag,

/

o

)
“

FIGURE 8.4 — Une visualisation de Ag, et de z € Ag,

= Soit z € Ag,.
Il existe alors p > 0 et p € [—0p; 0] tel que z = 1—pe’?, c’est a dire z = (1 — pcos p) +ipsin g,
de telle sorte que |z|2 = (1—pcos @)2 + p?sin® p =1 —2pcos p + p?

= Comme @ € [—0y;0] et que 0 < Hy < g, alors nous avons 0 < cosfy < cosp < 1, et alors :

1- |z|2 =1-(1 —2pcos<p+p2) =2pcosp — p? = 2pcosby — p?

1

Clest a dire <
1—|z]> ~ 2pcosby — p?
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= Comme nous voulons faire tendre z vers 1, ¢’est a dire faire tendre |z — 1| = p vers 0, on peut
supposer p < cos b, c’est & dire |z — 1] < cos f.
Supposons donc p < cosfy <= |z — 1] < cosby. Alors :

|z — 1] |z — 1]
= 1+ |z
C T D
P (14 |2l) = g (142
_ z) = ————— z
2pcosé€0 — p? 2cosbfy —p
< ——  puisque |z| <1
2cosfy —p puisque 2|
= Nous avons supposé p < cosfy <= —p > —cosby et donc 2cosfy — p > 2cosby — cosby =
1 1
cos fy, d’ol1 nous tirons < et donc :
2cosfyp—p ~ cosby
12— 1] 2 2
<

1—|z| ~ 2cosfy—p  cosby

N, N,
5. Regardons, maintenant, 'expression |z — 1| Z |R.|=p Z |R,|.

n=0 n=0

N. N. .
, IOUS avons pZ|Rn| < Z|Rn| x| w— | =¢

N€ 0 0 €

n= n=
> Ry > IRy
n=0 n=0

€
En supposant p <

g
Ns
> IR
n=0

F(2) =S| <ot —= —5<1+

cos by

6. Et donc, pour conclure, si p < inf ; cos By , Ious avons :

cos by )

Ceci étant vrai pour tout € > 0, ceci termine de montrer que lim1 f(z)= E anp =S
zZ—
ZGAG(J neN

Ce que nous voulions.

Remarque 20 :

1. Le théoréeme d’Abel angulaire généralise le théoreme d’Abel dans le domaine réel vu en 8.5.1

2. Existe-t-il une réciproque??...presque parce que, pour obtenir cette réciproque, il faut ajouter
des hypotheses. Nous allons le voir avec un théoréme taubérien faible

8.8.2 Théoréme taubérien faible

Soient (a,),,cy Une suite de nombres complexes, E an,z" une série entiere de rayon de convergence 1 et de
neN

somme f(z) = Z anz"

neN
On suppose que :

1. Il existe L € C tel que /l‘iml fx)=1L
mefj;ﬂ[

1
2. an60(7><:> lim na, =0
n

n—-+oo

Alors, la série g a, converge et E a, =L

neN neN
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Démonstration

1. II faut remarquer que, méme si la série entiere Z anz" une série entiere complexe, nous ne nous
intéressons qu’a la seule limite de f lorsque x eT;%Ri"éel et x € |—1;+1]

2. On appelle S, = i ay et puisque nous nous intéressons a la limite lorsque x tend vers 1, on peut
supposer 0 < x <kf.0Bien entendu, il nous faudra étudier 'expression |S,, — L|

3. Tout d’abord, regardons |S,, — f ()]

= Commenons par ré-écrire |S,, — f (z)| et en tenter une premiére majoration

n
k
1Sn = f (@)= D ax—> arw
k=0 keN
n n
E arp — E akxk — E akxk
k=0 k=0 k>n+1
n n
< E ar — E akmk E akxk
k=0 k=0 k>n4+1

n n n
= Nous avons E ap — g akxk = g ag (1 — xk) et donc
k=0 k=0 k=0

3

n n
S oS awr| <3l (1)
k=0 k=0 k=0

En utilisant les identités habituelles, nous avons (1 — CEk) =(1—-2x) (1 +ar4a?+ad+-+ xk_l)
et donc, comme 0 < z < 1, nous avons 1+ z + 2% 4+ z° + - - + 2¥~1 < k, et donc

(1—2) <kl -2

Ainsi,
n n
Z|ak| 1—x <2k|ak| 1—1x)
=0 k=0
k
= Lorsque k > n + 1, nous avons — > 1 et donc :
n
k k k k
S < Y et s Y E s
k>n+1 k>n+1 k>n+1

4. Comme lim na, =0, la suite (na,), cy est bornée.
n—-+4oo

= Il existe donc M > 0 tel que, pour tout n € N nous ayions |na,| = n|a,| < M. Donc :

Z|ak|(lfx Zk|ak| (1-2)<(1—2) ZM Mn+1)(1—x)
k=0

k=0
= La suite étant bornée, M,, = sup k|ay| existe aussi et donc :
k>n+1
E |ak| z® < E zF
n
k>n+1 k>n+1
xn+1
§ : 2k = E:xn+1+k _ gl ka _r
1—2
k>nt1 k>0 k>0
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1 -
Comme 0 < z < 1, nous avons 0 < z"*! < 1 et donc g zF < 12 Ainsi :
-
k>n+1

k M, M, 1
}: Zag|af < =2 E P <0 X
n n n 1—x
k>n+1 k>n+1

= Et, en synthese, nous avons :

[Su— F@ <M1 (1) + 27 x 1

= Derniére remarque, comme lim na, = 0, nous avons aussi lim M, = 0.
n——+oo n—-+4oo

Pour le démontrer, il suffit d’utiliser la définition.

Pour A > 0, il existe P € N tel que, pour tout n € N, si n > P, alors n|a,| < A.
En particulier, sin > P sup klag| < A, c’est & dire M,, < A

k>n+1
Donc lim M, =0
n—+00
5. Soit € >0
= Soit z, =1— ———.
" n+1
* Alors, comme lim f(z) =L, nous avons lim f (1 S ) =1L.
sel ] & ntl

* De plus, nous avons, pour tout n € N :

1Sn = L| < [Sn = f (za)| + |f (xn) — L]

Sn—f(l—n8 )’g M(n+1)(1—(1—ni1)>+%x(nj1>
< wea e (22

= Ainsi :

‘Sn - f (xn)| =

n+1

Comme nous avons lim M, = 0, nous avons aussi lim M, < ) = 0; il existe donc

n—-+oo n—-+oo

1
No € N tel que, sin € Net n > Ny, alors 0 < M, (n+ ) < e
n
Et donc, si n > Ny, alors :
2

€ €
n—f|{1— <Me+—=(M+1
S f( n—l—l)‘ €+5 (M+1)e

€
= Comme lim f <1 — ) = L, il existe N7 € N tel que, pour tout n € N, si n > Ny, alors
n—+oo n-+1

‘f (xn) - L‘ <e
= Alnsi, si N > sup ({No, N1}), alors, pour tout n € N tel que n > N, alors :

|Sn — LI < [Sp — f(xn)| +[f(2n) —LI S (M +1)e+e=(M+2)e

Nous venons ainsi de montrer que lim S, = L, c’est a dire que la série numérique E an
n—-+oo
neN
converge et que g a, =L

neN

Remarque 21 :

Ce théoreme de Tauber est le premier d’une tres longue lignée que l'ontrouve dans différentes parties
de l'analyse mathématique. L’intérét de ce théoreme est de s’intéresser a ce qui se passe aux bords du
domaine de convergence.
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8.8.3 Lemme

Soit P € R[X] un polynédme a coefficients réels

1
On considere la série S (z) = Zx"P(x"). Alors lim (1 —x) S (z) = / P(t) dt
r—1 0

n=0 <1

Démonstration

1. Nous allons commencer par démontrer que ce lemme est vrai pour tout monéme e, (X) = X*.
Comme souvent, nous confondrons le polynome ey et la fonction polynéme associée, définie pour
x € [0;1] par ey (z) = z*
= Tout d’abord, nous avons, pour tout n € N e (z") = (z")* = z* et donc

1", (CL‘”) — " (LL'”)k _ CEn(}’c—i-l) _ (wk-i-l)”

n n X 1
De telle sorte que, pour z € [0; 1], Z z"ep (x") = Z (@) = 1 — gkl
n>0 n>0
. . . 1 1 — x
= Ainsi, siz € [0; 1[7 S(x) = [pEsy et donc (1 — 1‘)3(96) = T hit

= Les identités habituelles nous donnent 1 —z**! = (1 — x) (1 +ar4a?+ad 4+ x’“) et donc

1—=x 1—=z 1

1_ S - = =
(1—2)5(z) 11—zt Q-z)(l4+z+22+23+--+2F) 14+x+a2+23+- - +ak

. . 1 1
Detellesortequek_}ml(l—m)S(:v)—31;15111+x+x2+x3+.“+mk = T3

1 N ettt 1
tydt= | tidt= -
/oek() /0 {lﬁ—lL kE+1

1
Ainsi, pour tout k € N, nous avons lim (1 — z) E x"e (") = / e (t) dt
r—1 0
x<1 n>0

<1
= Maintenant :

p
2. Soit P € R[X] et nous notons p le degré de P, c’est & dire que P = Z ke avec, A\ € R.
k=0
Ainsi, en utilisant permutation des limites et des sommes, nous avons :

;}1—>m1 (1-2a) Z Z Apzeg (™) = Z Ak il—>m1 (1—-x) Z z"eg (™)

<l n>=0 k=0 k=0 z<l n>=>0

I
]~
>
=
S—
>
o
>
—
)
[oN
=

Ce que nous voulions
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8.8.4 Théoréme de Hardy-Littlewood (ou théoréme taubérien fort)

Soient (ay), <y Une suite de nombres complexes, g an,z" une série entiére de rayon de convergence p > 1

neN
et de somme f (2) = Z anz"
neN
On suppose que :
1. Il existe L € C tel que lim1 fx)=1L
Tr—r
:IJE]J—l;—i-l[
1 a C
2. a,,,,EO(f) = || <C <= la,| < =
n = n
Alors, la série Z a, converge et Z a, = L
neN neN

Remarque 22 :

Quelques remarques avant de démontrer le théoreme

1. Pour quoi < théoréme taubérien fort > ?7

1 1
Dans le théoreme [8.8.2] nous avions a, € o (7), alors qu’ici, nous avons a, € O (7) et comme
n n
1

1
0 (7) O <7>, nous affaiblissons les hypotheses en les élargissant.
n n

2. Concernant le rayon de convergence

. . 1
Nous avons montré en 8.2.1 que si a,, € O (b,,); alors p4 = pp. Ici nous avons b, = — et comme

n
n

s . LY Z 7 . .
la série entiere E — a pour rayon de convergence 1, on déduit facilement que le rayon de
n
neN*
convergence de la série E anz" est donc p > 1
neN

Démonstration

Nous allons démontrer le théoreme [8.8.4] dans le seul cas ol lim1 fx)=0
r—
z€]—1;+1]

En effet, supposons le théoreme démontré dans ce cas, et soit E a, 2" avec une série entiere telle que
neN

1
an € O (7>7 de rayon de convergence p > 1 et de somme g (z) = Z apz™.

n

neN
Nous supposons que lim1 g@)=LoulLeC.
—
zG]x—l;—‘rl[

Soit ¢ (z) =g (x) — L.

Nous avons lim1 v (xz) = 0 et en posant by = a9 — L et, pour n > 1, b, = a,, nous avons, pour
pd

z€]-1;+1]
lz] <1, ¢ (z) = anos”.
neN
Alors, si le théoréme est démontré pour il_}ml f(x) =0 alors Z b, = 0, c’est a dire
z€]—1;+1] neN
ao—L+an=ao—L+Zan=0<:>Zan:L
n>1 n>1 neN

Ce que nous voulions.
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Nous allons donc supposer, désormais que lim1 f(z) =0, c’est a dire que nous supposons L = 0
r—r
z€]—1;+1]

1. On appelle T l'ensemble des applications 6 : [0;1] — C telle que, pour tout = € [0; 1], la série
E anf (™) converge et telle que, de plus, lim E anf(z") | =0
z—1
n>=0 z€]—1;41] \n=0

= Soit, maintenant, g : [0; 1] — R définie par :

g:[0;1] — R

x — g(z)=

1
En fait, g = 1[%;“[ qui est la fonction indicatrice de {57 +1{

0.5 1

1
FI1GURE 8.5 — Une représentation graphique de la fonction g, indicatrice de {5, +1 {

= Si0<x <1, alors lim 2™ =0, et il existe donc N (z) € N, tel que, pour tout n € N, si

n—-+o0o
1
n > N (x), alors 2™ < 3 et, alors g (™) =0
= Il est facile de calculer ce nombre N (z). En effet, en utilisant les logarithmes, nous avons :

—In2

Inx

1
x"<§<:>nlnx<—ln2<:>n>

—In2 1
En posant N (z) = { ] } (ot [8] désigne la partie entiére), si n > N (x), alors z™ < 3
nx
. . —In2
= Nous pouvons remarquer que lim N (z) = lim = 400
z—1 z—1| Inx
<1 <l
N(z)
= Ainsi, pour tout = € [0; 1], nous avons Z ang (") = Z ay,, et nous avons :
n=>0 n=0
N(z)
I ") =1 =
iy (g ) = 3 00 = Y
<l n=0 <1l n=0 n=0

Et si nous réussissons a démontrer que g € T, nous aurons alors g a, = 0 et nous aurons
n=0
démontré le théoreme.
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2. Toutes les fonctions polynomiales & € R [X] qui s’annulent en 2 = 0 sont des éléments de T
P
= Une telle fonction s’écrit ® (z) = Z ApzF
k=1

= Nous allons vérifier que les monémes ey (z) = ¥, pour k > 1 sont des éléments de T

Nous avons :
Yo aner (@) =) an (@) =) an ()" = f (a¥)

n=0 n=0 n=0

Comme lim 2* = 1, nous avons lim f (a:k) =0, et donc e, € T
r—1 z—1
<1 <1

P P
= Soit ® € R[X] telle que ® (0) = 0; donc @ (z) = Z M\ez¥ s nous avons, alors, ® = Z Akey et
k=1 k=1
donc

p
an® (z") = Z Akaneg (™)
k=1

Z a,® (") = Z Ak Z aney (z") | = Z Arf (xk>
k=1 k=1

n>=0 n=>0

P
. k _ . k _» 5 N . . ny __

= Comme iﬂf (a? ) = 0, nous avons i;nﬁ E A f (m ) =0, c’est a dire 911311 E an® (") =0et
<l <l k=1 <1l n=>0

donc ® € T
3. Nous allons, maintenant, approcher la fonction g = 1[1. +1] définie en [I| par des fonctions po-
3

lynémiales @ telles que ® (0) = 0 et ® (1) = 1. Nous venons de montrer qu’une telle fonction ®
est un élément de T
> Pour approcher cette fonction g, nous écrivons g sous la forme :

g(x):x+x(l—x)h(l‘)
%pourme}oﬁ-l[et h(0)=—Tet h(1)=1

> En utilisant la définition de la fonction g =1

Nous avons donc h (z) =

[4;41[> Dous avons :
35
1 1
* S1 0 < z < —, nous avons h(z) = 1 et en prolongeant par continuité, nous avons
T —
h(0) =—1.
Nous pouvons donc écrire h (z) = ] si0<z< 3
x—
1 .1
* Et en suivant un raisonnement semblable, nous avons h (z) = — si 5 <z<l1
x
> Soit € >0

* Nous allons créer 2 fonctions s; et so, continues, telles que :

o s1<h<s
1 1

<>/ |51(t)—52(t)|dt:/ (s2(t) —s1(t)) dt <e

0
* Il n’est pas difficile de crée 2 telles fonctions :
o Pour sg, soit a > 0 et nous construisons :

— S (t) = h(t) sur {0;%—a{u E;Jrl}

1 1
— $o (t) est affine sur 'intervalle {5 — 5}

1 1 1 -2
sols—a)=hls—-—a]=5 =
2 2 s—a—1 2a+1

Avec

Et
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a0 (g2 2) (-2) o

o Pour sq, soit 8 > 0 et nous construisons :

— 51 (t) = h(t) sur {0;%{U {%Jrﬂ;le}

11
— 51 (t) est affine sur 'intervalle {5; 3 + ﬂ]
Avec )
$1 (7) = lim A (t) = -2
2 t—1
t<3
Et

o1 GW) :h<%+'6>:2ﬂ2+1

11
— D’ol nous avons, sur l'intervalle {5, 3 + B}

w0t ) (1)

1
¢ Nous choisissons maintenant « et 3 pour que / (s2(t) —s1(t)) dt <e.
0
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FIGURE 8.7 — Encadrement de la fonction h par les fonctions s; et s

Nous avons :

[ m@-so as [ - as
0 1_o

2

/0 (52 (t) — 51 (1)) dt
38 1
/l (s2(t) —s1(t)) dt + L (s2(t) —s1(t)) dt

5+8

) 445
A " (s lt) 1 (1) et / (52 (1) — s (1)) dt

1
2

— Calculons / (s2(t) —s1 (1)) dt.

1_
F—Q

Nous avouns :

[% (s2(t) —s1 (2t /1 é +2)<t—%>+2—t_—1dt

s5—«a

[N

_ {210 — 2) (t—;)2+2t—ln|t—1|}l_a

= (1+n2) - ( ( )+1—2a ln(%—i—a))

= (1+In2)- ( )+1—2a—ln(1+2a)+ln2>
= (1+n2) a(2 )—1+2a+ln(1+2a)—1n2

2

20 + 1

In (1 4 2a) — ( ) In (1 + 2a) +

— Calculons maintenant / (s2(t) —s1(t)) dt

(NI
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Nous avons donc :

[0 mmas [T % G (-3) -2 a
3+8

- {1 2ﬂi1+2><t_;>2+2t}1

= (m( ) ,3(251 1+1)+26—|—13—(—ln2—|—1)

= In(1+28)—In2— ﬁ( +1>+2B+1+ln2—1
2

2ﬁi1

m\»a

28+ 1

= In(1+28) - —1):ln(1+26)+

m

1 2 §
D7OﬁA (s2(t) — 51 (t)) dt =In (1 + 2a) + 2a 1+ln(1+25)+2;ﬂ+1

2
11 suffit, maintenant, de trouver « > 0 et f > 0 tels que In(1+2a) + S +

) 200+ 1
283
In(l+2 !
n(1l+ 6)+25+1<E
1

Nous avons donc / (s2(t) —s1 (b)) dt <e
0

o Comme $1 et sy sont continues sur intervalle [0; 1], d’aprés le théoréme de VVeierstrassH7 il
existe un polynoéme @; € R[X] tel que :

(Ve € [0;1]) (Is1 (2) = Qu ()] <€) == [ls1 — @il <¢

De méme, il existe Q2 € R[X] tel que, pour tout x € [0;1], nous avons |ss () — Q2 (z)| < &
o L’inégalité |s1 () — Q1 (x)| < € vraie pour tout = € [0; 1] peut aussi s’écrire :

—e<s1(7)—Q1(z) <e+=Q1(r) —e<s1(v) <Q1(z)+e¢

Tout comme
—e<$(x)—Q2(x) <e<=Q2(z) —e<s2(x) <Q2(x)+¢
o Posons Ry (z) = Q1 (z) —c et Ry (z) = Qo (x) +¢

Ry tout comme Ry est aussi un polynome. Des inégalités précédentes, nous pouvons écrire :
Ry (x) < s1(x) <h(x) <s2(x) <Ry(x)
C’est a dire
Ry (’JZ) <h (SC) < Ry (:L')

o Onpose Py (z)=z+z(1—xz)Ry (z) et Po(z) =x+ 2 (1 —z) Ry (x).
Py et P, sont 2 polynomes tels que Py (0) = P, (0) =0et Py (1) =P2(1)=1et donc P, € T
et PobeT

o Pour z € [0;1], comme z (1 — z) > 0, nous avons :

x(l—z)Ry () <xz(l—z)h(x) <x(l-—2z)Ry(x)

Puis :
r+z(l-a2)Ri(x)<z+z(l—2)h(z)<z+z(l—1z)Rs(x)

Autrement dit Py (z) < g (z) < Py (x)

2

1. 11 suffit de voir que, pour tout = > 0, nous avons In (1 + 2x) + 71
p

€
< 4x et donc, si nous choisissons a < 3 et
1
€
B < 3 nous avons bien (s2(t) —s1(t))dt<e

0
2. Le théoreme de Weierstrass dit que les polynémes sont denses dans I’ensemble des fonctions continues sur [0;1]
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Nous avons bien encadré g = 1[14 4 par des polynomes P; et P, de T
3

N(z) +oo
4. Nous allons montrer, par des encadrements, que lim1 E ap = lim1 E ang (™) =0
— —
Z<1 n=0 <1 n=0

> Soit Q () = Rz (z) — Ry (x); nous avons Q € R[X]

P _
* En réutilisant la définition de Ry ou de Rs, nous avons R (z) = % et Ry (x) =
D@ (z) - x, et donc :
z(1—2x)
B _PQ(J:)*SC Pl(x)—z_Pg z) — Py (x)
Q@) = Rz (@) = Fu () = xz(l—2x) r(l—-2)  z(l1-x)

<
Py(z) = Pi(z) =2(1-2)Q (v)

* De l'inégalité Ry (z) > Ry (x) lorsque x € [0;1], nous déduisons que @ (z) > 0 si x € [0;1]
* D’autre part :

Q@) =Ry (z) - Ri(2) =Q2(x) +e— (Q1(x) =€) =Q2(x) — Q1 () + 2¢
Comme Q3 () < s2(z) +e et —Q1 () < —s1 (x) + £, nous avons alors :
Q(z) =Qa2(x) — Q1 (z) + 2 < s2(x) — s1 () + 4e

Nous avons alors :
1 1 1
0</ Q) dt:/ Q2 (z) — Q1 (x)+2€dt</ s9 (x) — 81 (x) dt 4 4e < Be
0 0 0

> Quelques rappels :
N(z)

* Nous avons vu que pour tout € [0; 1], nous avons Z ang (z") = Z an o N () est un

n>=0 n=0
nombre parfaitement calculé, dépendant de x. La série Z ang (z™) converge donc; c’est

n=0
méme une somme finie.
* De méme, puisque P; € T, la série Z an Py (™) converge et nous avons lim1 Z an Py (") =
n>0 <1 n>0

0 1
> Nous allons, maintenant, utiliser I’hypothese a,, € O <7>
n

M
Il existe donc M > 0 tel que, pour tout n € N, |a,| < —.
n

* Pour z € [0; 1], nous avons :

Yoang @) =Y anPr(@")| <Y lang (@) = anPr (") = Y lan| (9 (a") = P1 ("))

n=0 n=0 n=0 n=0

* De lencadrement, vrai pour tout x € [0;1], Py (z) < g(z) < Py (x), nous déduisons
0<g(z)—Pi(z) < Pa(z) — Pr(z)
* Et nous avons donc :

Doang (@) =Y anPi(@")| <Y lan| (Pa (™) = Py (@) < MY — (P2 (2") — Py (2"))
n=0 n=0 n=0 n=0

* Or, Py (z") — Py (2") = 2™ (1 —2™) Q (z™) et donc

S g (@) = 3 Py (@) < 30 LT g oy

n=0 n=0 n=0
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* En réutilisant I'inégalité, vraie pour z € [0;1], (1 —2™) < n (1 — z) déja démontrée dans le
théoréme taubérien faible [8.8.2] nous avons :

Z ang (xn) - Z a'npl (xn) < M (1 - x) Z an (xn)
n>=0 n=0 n>=0

* De l'ingalité triangulaire classique |z| < |z — y| + |y|, nous déduisons :

Z ang (xn) < Z ang (xn) - Z anpl (xn) + Z anPl (mn)

n=0 n=>0 n>=0 n=0

< M1 -2 Z x"Q (2™) + Z an Py (™)

n=0 n=0

rz—1
<l n>=0

Il existe donc p € [0;1], tel que si p < = < 1, alors

1
> D’apres le lemme [8.8.3[ lim (1 — z) Z 2"Q (z") = / Q (t) dt.
0

1
<1—x>zx"cz<w">—/0 Q1) di <«

n=0

De la méme maniere, en réutilisant, pour p < x < 1, 'inégalité triangulaire vue ci-dessus

1 1
(1—30)255"@(37") < (1—:5)256"@(3:")—/0 Q(t) dt +/0 Q(t) dt < e+ be = 6¢

n>0 n>=0

> De méme, comme P; € T, nous avons lim1 E anPy (") = 0.
xTr—r
<l n>0

Il existe donc A € [0;1] tel que si A < z < 1, alors Z anPy (2")] <€
n=0
> Donc, en posant A = max {\, u}, pour A < z < 1, nous avons :

Zang (™) < M(1-2x) Z z"Q (™) + ZanPl (z™)| < 6Me+ ¢

n=0 n>=0 n=0

Nous venons donc de montrer que lim E ang (z™) = 0.
z—1
<1 n>0
Ainsi g = 1[%;“[ €T et E an =0
n=0

Ce que nous voulions : le théoreme est démontré

Exemple 12 :

Nous prenons un exemple tout ce qu’il y a de plus classique :

L. " (=1)”
La série entiere Z

2™ est une série convergente de rayon de convergence égal a 1. Ici, bien entendu,

n
n>1
-1)" 1
an = (=1) et donc a,, € O(f).
n n
1"
Si |z| < 1, nous avons Z (=1 2" =—-In(l1+z)et lim—In(1+2)=—-In2.
n r—1
n>1 <l
Donc, d’apres le théoreme taubérien fort |8.8.41 nous avons Z u =—1In2
n
n>1

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 351



Chapitre 8 Les séries entiéres 8.8 Théorémes Taubériens

Remarque 23 :

Revenons sur quelques éléments de la démonstration
1. L’ensemble des polynomes ® tels que @ (0) = 0 est XR [X]
2. Explications supplémentaires

N(z)
—In2
e Nous avons vu que, pour tout z € [0;1], Z ang (") = Z a, ot nous avons N (x) = { lnr; }
n>0 n=0
N(z)
N _ 09
e Que veut dire }L)rrll Z an, =071
<1l n=0
N(z)
Ceci veut dire que, pour € > 0, il existe « € [0; 1] tel que si a < & < 1, alors Z an| <€
n=0
—1In2
e On considere lapplication ¢ : [0; 1] — R définie, pour tout = € ]0; 1] par ¢ (z) = 7 -
nr
In2
— Tout d’aboord, la dériviée ¢’ est donnée par ¢ (z) = —ﬁ @ est donc croissante sur
z(Inz
J0; 1]
— Clairement, lin11<p(:c) = 400 et 1imo<p(x) = 0; il est donc possible de prolonger ¢ par
<l 230
continuité en 0 en posant ¢ (0) =0
— ¢ réalise donc une bijection croissante de [0; 1] dans Rt
— La fonction N : [0; 1] — N définie par :
N:[0;1] — N
—1n2
[
v (z) Inz
est croissante au sens large sur [0; 1[; ce n’est certainement pas une bijection!!
N(zo0)
—In2
e Soit zg tel que o < zg < 1, alors N (z) = { 1 } et Z an| < e
Inzg o
Soit p € N tel que p > N (z0). Il existe 21 € [0; 1] tel que p = N (x1), et au vu de la croissance
P
de N, nous avons zg < x1 < 1 et donc Zan <e€
n=0

e Ainsi, pour tout € > 0, il existe N (xg) € N tel que pour tout p € N tel que p > N (), nous

P
ayons ‘Zan <e
Ft donc, Tim  Sum? 0
t donc im Suml_,a, =
’ n—+oo p=0"'P

3. Intérét du théoréeme
L’intérét du théoréme est de rechercher une réciproque du théoréme d’Abel angulaire
e On se donne donc une série complexe E an et la série entiere E a,z" que nous supposons

n>=0 n=0
de rayon de convergence p > 1.

Si la série Zan converge, alors le théoreme d’Abel angulaire [8.8.1| affirme que, pour = €
n=0
]—1; +1], nous avons f (x) = Z anx” :

n=0

lim f(z) = E an
rz—1
x<1 n>0

e La réciproque serait :

Si lim f (x) existe, alors E ay, converge et g ap = lim f ()
z—1 rx—1
r<1 n=0 n=0 r<l
Cette réciproque est fausse
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Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la série E (—1)" 2™ de rayon de convergence

n=0
p=1
Si z € ]—1;+1], alors Z (=1)" 2™ = et nous avons lim 1 alors que la
Y 1+ sl 14z 2
n>=0 r<l
série numérique Z (—=1)" diverge.

n>=0

e La réciproque n’est vraie que sous certaines conditions :

1
— Sia, €0 <7)7 c’est le théoreme taubérien faible [8.8.2)
n

1
— Sia, €0 (7), c’est le théoréeme taubérien fort ou de Hardy-Littlewood [8.8.4
n
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