Chapitre 8 Les séries entieres 8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

8.9.1 La fonction exponentielle complexe
ZTL
1. Nous avons démontré que la série entiere E — est absolument convergente sur C en entier.
n!
n=0

Z’I’L

Pour tout z € C, nous notons Exp (z) = Z
n=0

n!

2. Proposition

Pour tout z € C et tout 2’ € C, nous avons Exp (z + 2’) = Exp (2) x Exp (2')

Démonstration

- z"
— Nous savons que la série E — est absolument convergente sur C et donc, pour tout z € C
n!
n=0
et tout 2’ € C, nous avons :

m

Z%T Z'Zn—' :Exp(z)xExp(z’):an

n>0 n>0 n=0

ol wy, est défini par le produit de Cauchy
— Calcul de w,,
Nous avons :

n n n
zP P 1 2P P
Wy, = apbp—p=» ———=—> nlx ———
! pz:% e ;p! (n—p)! nleZ""" pl(n—p)
_ p.In—p __ /
- A (Dere L
nl e \p n!
nn
Ainsi, nous obtenons Exp (z) x Exp (/) = Z (z—l—Tz) = Exp (z + 2)

n=0
Ce que nous voulions

3. Proposition

La restriction de la fonction Exp a R correspond a la fonction exponentielle réelle, autrement dit :

(Vz € R) (Exp (z) = €%)

Démonstration

— En considérant le point précédent, la restriction de la fonction Exp a R vérifie, puisque R C C,
pour tout z € R et tout y € C :

Exp (z +y) = Exp (z) x Exp (y)
— La restriction de Exp a R est aussi dérivable et nous avons :

n—1 n—1 n—1 n
Py nT B nT B x B "

n>=0 ’ n>1 ’ n>1 ’ n>0

1

— D’apres Uexposé de Ly (fonctions transcendantes), et sachant que Exp (1) = Z — = ¢, nous
n!

n=0
avons, pour tout x € R, Exp (z) = €*
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Définition
ZTI,
Nous notons, pour tout z € C, Exp (z) = E - = e®
n!
n=0
Nous définissons ainsi la fonction exponentielle complexe

8.9.2 Proposition

1. Nous avons e =1

_ 1
2. Pour tout z € C, (e?) Lo = — e
eZ

3. Pour tout z € C, nous avons e* # 0

Démonstration

1. De toute évidence, 0 € R et de la restriction de Exp a R, nous avons donc e® = 1
2. Facilement, nous avons, pour tout z € C, 1 = ¥ = e*7% = ¢* x e~ % et, donc, nous avons bien
_ 1
(ex)™' = — =e %, et ce pour tout z € C
e

3. Pour tout z € C, €* est inversible et donc, nous avons, pour tout z € C, e* # 0

Remarque 24 :

L’exponentielle complexe Exp est un homomorphisme du groupe additif (C,+) dans le groupe multipli-
catif (C*, x)

8.9.3 Théoréme

1. Pour tout z € C, nous avons ¢ = ¢*

2. Pour tout z € C, nous avons |e?| = eRe(2)

3. Pour tout t € R, nous avons |e'| = 1

Démonstration

1. — Soit ¢ : C — C définie par :

{(p:(C — C
z — p(2)=2

© est une fonction continue sur C puisque, pour tout z € C et tout 2y € C, nous avons :

lo(2) — ¢ (20)| = [Z — 20| = |z — 20| = |2 — 20|
insi, pour toute suite convergente (u,, e nombres complexes, nous avons :
Ainsi, toute suit t nen d b 1 ,
lim Up) = (Hm u><:> lim @, = lim u
n—>+oo(p( n) . n—4oo " n—+4o0o " n—+4oo "
k ok no_k
. Y. z . L z Z
— Si nous considérons u,, = E —, nous avons lim wu, = €%, et u, = g — = — avec
. k=0 k=0 k=0
lim w,, =¢€*
n—-+oo
Donc, d’apres ci-dessus  lim u, = lim wu, < e* =¢€*
n—-+oo n—-+oo

N 9 _ _ _
2. Des lors : |e?|? = e x €% = e* x €7 = e*17 = 2 Re(2)
Et donc |e?| = eRe(2)

3. Sit € R, alors it est imaginaire pur et Re (it) = 0 et donc |e’| =1
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Remarque 25 :

Si, pour z € C, nous utilisons la forme algébrique z = = 4 iy avec x € R et y € R, alors, en utilisant la
propriété de I’exponentielle e? = e+ = e x e
Nous avons alors |e*| = e” et y = arg (e*) [27]

8.9.4 Fonctions trigonométriques complexes

1. Pour t € R, nous avons e* = cost + isint et comme cost = Re (e”), nous avons alors :

it Ztn Ztn _1”t2n
) o (£ ) - () -y

n=0 n>= n=0
) (71)” t2n+1
2. De la méme manitre, nous avons sint = Im (e’*) = Z —_—
= (2n+1)!
3. Définition
Pour tout z € C, nous définissons :
(71)n Z2n ) (71)” 22n+1
— COSz = —_— — sinz = ~ 7
2w 2 1)
n>0 n>0
8.9.5 Fonctions hyperboliques complexes
Pour tout z € C,
. . , o e +e’?
— Le cosinus hyperbolique d'un nombre complexe est défini par cosh z = — Et nous avons :
22”
cosh z =
Z (2n)!
n=0
. . , e . eF—e *
— Le sinus hyperbolique d'un nombre complexe est défini par sinh z = — Et nous avons :
2n-+1
z

sinhz = e

!

= (2n + 1)!

Démonstration

Ce n’est pas une démonstration tres difficile. Il suffit de rééecrire e* comme série entiere, c’est a dire
n

z
e* = E —
n!
n=0
1. Regardons cosh z ; nous avons tout d’abord :

z —z z" (_1)’” z" n z"
SRR PR SR L o s
n>0 n=0 ’ n>=0 )

Comme (14 (—=1)") = 0 si n est impair et (1 + (—1)") = 2 si n est pair, nous avons :

— 2n
. e +e” z
Et donc, nous avons bien cosh z = E
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2. De méme pour sinh z, nous avons :
n

TR e

n>0 n>0 ' n>=0

Comme (1 — (=1)") =0 si n est pair et (1 — (—1)") = 2 si n est impair, nous avons :

22n+1

e —e 7= Z 22—
|
= (2n +1)!
z _ efz ZZnJrl
Et donc, nous avons bien sinh z =
(2n +1)!
n=0
8.9.6 Quelques formules classiques
Nous avons les formules suivantes, vraies pour tout z € C
B I 5. cos(—z) = cosz
1. cosz = coshiz = —
ei? _ p—iz 6. cosh(—z) = coshz
2. sinz = —isinhiz = -
9 . 19 2 7. sin(—z) = —sinz
3. cosh®z —sinh"z =1
4. cos?z +sin?z =1 8. sinh (—z) = —sinhz

Démonstration

Nous ne démontrerons pas les points 5,6,7 et 8 : ils sont tres faciles et utilisent les définitions exponentielles
des fonctions trigonométriques ou hyperboliques.

eiz + e—iz
1. Démontrons que cos z = coshiz = — 5
() _ (1"
coshiz = Z @n)! Z 2 )122” = Z (2n)! 2™
% n)! = n)! = n)!
= cosz

] 6iz _l_efiz

Et donc cos z = coshiz = 5
- 671'2
2. Démontrons maintenant, que sin z = —isinhiz = o
)
Nous itérons la méthode :
- _\2n+1 on+1
R A (iz) ¢ L2l H2n+l
sinhiz = 72 o 72 T 2 1
= (2n + 1)! ( n+ = (2n —|—
= 1isinz
iz _ efiz
Nous avons donc sinh iz = 7sin z <= sinz = —isinh ¢z et donc sinz = %
7

3. Nous avons :

=1

z —z\ 2 z —z\ 2 2z —2z 2z —2z
+e e’ —e eF4+eF+2 eF4e -2

‘h2 =i h2 - (e ) B ( > - N
cosn z smmn- z B) 5 1 1

En fait, nous retrouvons les méme calculs que ceux vus en L; dans le chapitre sur les fonctions
transcendantes

4. Et, pour terminer :

. L \2 L2 . L2
cos? z 4+ sin’ z = (coshiz)” + (—isinhiz)® = cosh? iz — sinh?iz = 1
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Remarque 26 :

Nous avons rassemblé dans la proposition les formules semblables & celles que 'on retrouve dans
R, ce qui ne sera pas toujours le cas.
. ezx _"_ e—’L.’,C . ezx _ e—ZCC
1. Dans R, nous avons aussi, pour tout z € R, cosx = — et sinx = o
7
2. Nous retrouvons les résultats établis sur R : les fonctions cos et cosh sont paires et les fonctions
sin et sinh sont impaires.
3. De maniere évidente, et par simples calculs, nous trouvons :

z

e” = coshz +sinhz et € * = cosh 2z — sinh z

4. De méme, et par simples calculs, nous trouvons : e** = cosz +isinz et €% = cosz —isinz

8.9.7 Formules d’addition

Nous avons les classiques formules d'addition, pour tout a € C et tout b € C :

1. cosh (a + b) = coshacoshb + sinh asinh b 3. sinh (@ + b) = coshasinh b + sinh a cosh b
2. cos(a+b) = cosacosb —sinasinb 4. sin (a + b) = sinacosb + cosasinb
Démonstration

Ce n’est pas exactement difficile comme démonstration et nous ne ferons que les 2 premieres.

1. Nous avons :

a+b —a—b 1
cosh (a + b) = % =3 (e%e” + e "e?)
1

= ((cosh a + sinh a) (cosh b 4 sinh b) + (cosh a — sinh a) (cosh b — sinh b))

5 (2 cosha cosh b+ 2sinh asinh b) = cosh a cosh b + sinh asinh b

2. Pour démontrer que cos (a +b) = cosacosb — sinasinb, nous allons utiliser le fait que cosz =
coshiz et sinz = —isinhiz
cos(a+b) = coshi(a+b) = cosh (ia + ib) = coshia cosh ib + sinh ia sinh ib

= cosacosb+ (isina) (isinb) = cosacosb — sinasinb

8.9.8 Proposition

Pour tout z € C, la fonction cos z n'est pas bornée

Démonstration

Soit z € C.
Ecrivons z = x + iy avec z € R et y € R. Alors :

cosz = cos (x4 iy) = cosxcosiy — sinxsiniy = cosx coshy — sinx (—isinh y)
= cosxcoshy + isinxsinhy

2 . .
Et donc, |cos z|* = cos? z cosh? y + sin” z sinh? .
De cos? z + sin® z = 1, nous tirons sin? z = 1 — cos? z et donc

|cos z|? cos? z cosh® y + (1 — cos? z) sinh® y = cos? z (cosh” y — sinh® y) + sinh® y = cos? z + sinh® y

> sinh?y

. . 2 , . 2 7
La fonction sinh® y n’est pas bornée sur R, et donc la fonction |cos z|” n’est pas bornée sur C
Ce que nous voulions
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Remarque 27 :

1. Bien entendu, si cos z n’est pas bornée, il en est de méme de sin z

2. Ainsi, si les fonctions cos et sin restreintes a ’ensemble des nombres réels R sont bornées,
il n’est pas du tout de méme dans C

8.9.9 Le logarithme complexe

1. La question que nous posons dans ce paragraphe, est celle-ci :

Etant donné un nombre complexe z € C, existe-t-il un nombre complere Z € C tel que

€Z:Z

2. Tout d’abord, si z = 0, il n’existe pas de Z € C tel que e = 0, puisque nous avons vu en
que, pour tout z € C, nous avons e? #0

3. Si Z=ux+1iy avec z € R et y € R, alors, d’aprées les propriétés de I'exponentielle,

eZ = T = % x ¥

Si |z| = p (avec p > 0) et 6 est un argument de z € C, nous avons alors z = pe’ et donc de
e? =z <= e® x e = pe'? nous déduisons :

{pze”:{:)x:lnp:lnm
y=02n|<=y=0+2km avec k € Z

4. Nous pouvons donc alors, écrire Z = lnp + i (0 + 2kw) avec k € Z.

Il y a donc une infinité de nombres Zj,, indicés par k € Z tels que z = e%*

5. Définition du logarithme complexe

Nous définissons le logarithme complexe d'un nombre complexe z € C par :

Logy, () =In|z| +i(arg z + 2km) avec k € Z

Remarque 28 :

Il y a donc une infinité de logarithme d’un nombre complexe, ces logarithmes étant indicés par k € Z

8.9.10 Proposition

Soient z€C, 2/ €C, k€Zetk' €Z. Alors:

Logy, (z) + Logy, (2') = Loggyp (227)

Démonstration

Nous avons donc :

* Logy, (2) = In|z| + i (arg z + 2km)

* Logy (2') =ln|Z/| 4 i (arg 2’ + 2k'7)
Et, en additionnant :

Logy, (z) + Logy, (2/) = In|z|+In|z/|+i(argz +argz’ +2(k+ k') 7)
In(|z| |z']) + i (arg z + arg 2’ + 2 (k + k') 7)
= Logj 4 (27')
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Remarque 29 :

On suppose que z = x avec € R. Que devient le logarithme a ce moment la?

1. Siz >0, alors 2 = 2e**™ avec k € Z et donc Log, (z) = Inx + 2ikr et donc Logyz coincide avec
le logarithme népérien In z

2. Six <0, alors z = |z e ™2*™) avec k € Z et donc Logy, (x) = In|z| +i (7 + 2k7)

Nous avons, en particulier Log,, (—1) = ¢ (7 + 2km)

Exemple 13 :

Quelques exemples
1. Donner Log, (i)
Nous avons i = e(Z2727) ot donc Logy, (i) =i (g + 2k7r)
2. Donner Log, (1 +1)

(G +2k7)

De la méme maniere, 1 + i = \/Eei et donc

. (T 1 T
Logk(1+z)f1n\f2+z<z+2k7r) ~§1n2+l(1+2k7r)

Exercice 20 :

1. Résoudre, dans C, les équations suivantes :
(a) e* = -2 (b) |cos z| = |sin z|

2. Montrer que, pour tout « € R et tout y € R, |sin (x + iy)| = |sinz + sin (iy)|

3. Etablir les inégalités suivantes, vraies pour tout z € C

(a) le* — 1| <el*l =1 < |z|el*l (b) |eosz| < cosh|z] (c) |sin z| = [sinh z|
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