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Chapitre 8 Les séries entières 8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

8.9.1 La fonction exponentielle complexe

1. Nous avons démontré que la série entière
∑
n>0

zn

n!
est absolument convergente sur C en entier.

Pour tout z ∈ C, nous notons Exp (z) =
∑
n>0

zn

n!

2. Proposition

Pour tout z ∈ C et tout z′ ∈ C, nous avons Exp (z + z′) = Exp (z)× Exp (z′)

Démonstration

→ Nous savons que la série
∑
n>0

zn

n!
est absolument convergente sur C et donc, pour tout z ∈ C

et tout z′ ∈ C, nous avons :Ñ∑
n>0

zn

n!

éÑ∑
n>0

z′n

n!

é
= Exp (z)× Exp (z′) =

∑
n>0

wn

où wn est défini par le produit de Cauchy
→ Calcul de wn

Nous avons :

wn =
n∑
p=0

apbn−p =
n∑
p=0

zp

p!

z′n−p

(n− p)!
=

1

n!

n∑
p=0

n!× zp

p!

z′n−p

(n− p)!

=
1

n!

n∑
p=0

Ç
n

p

å
zpz′n−p =

1

n!
(z + z′)

n

Ainsi, nous obtenons Exp (z)× Exp (z′) =
∑
n>0

(z + z′)
n

n!
= Exp (z + z′)

Ce que nous voulions

3. Proposition

La restriction de la fonction Exp à R correspond à la fonction exponentielle réelle, autrement dit :

(∀x ∈ R) (Exp (x) = ex)

Démonstration

→ En considérant le point précédent, la restriction de la fonction Exp à R vérifie, puisque R ⊂ C,
pour tout x ∈ R et tout y ∈ C :

Exp (x+ y) = Exp (x)× Exp (y)

→ La restriction de Exp à R est aussi dérivable et nous avons :

Exp′ (x) =
∑
n>0

nxn−1

n!
=
∑
n>1

nxn−1

n!
=
∑
n>1

xn−1

(n− 1)!
=
∑
n>0

xn

n!
= Exp (x)

→ D’après l’exposé de L1 (fonctions transcendantes), et sachant que Exp (1) =
∑
n>0

1

n!
= e, nous

avons, pour tout x ∈ R, Exp (x) = ex
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Chapitre 8 Les séries entières 8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

Définition

Nous notons, pour tout z ∈ C, Exp (z) =
∑
n>0

zn

n!
= ez

Nous définissons ainsi la fonction exponentielle complexe

8.9.2 Proposition

1. Nous avons e0 = 1

2. Pour tout z ∈ C, (ez)
−1

=
1

ez
= e−z

3. Pour tout z ∈ C, nous avons ez 6= 0

Démonstration

1. De toute évidence, 0 ∈ R et de la restriction de Exp à R, nous avons donc e0 = 1

2. Facilement, nous avons, pour tout z ∈ C, 1 = e0 = ez−z = ez × e−z et, donc, nous avons bien

(ez)
−1

=
1

ez
= e−z, et ce pour tout z ∈ C

3. Pour tout z ∈ C, ez est inversible et donc, nous avons, pour tout z ∈ C, ez 6= 0

Remarque 24 :

L’exponentielle complexe Exp est un homomorphisme du groupe additif (C,+) dans le groupe multipli-
catif (C∗,×)

8.9.3 Théorème

1. Pour tout z ∈ C, nous avons ez = ez

2. Pour tout z ∈ C, nous avons |ez| = eRe(z)

3. Pour tout t ∈ R, nous avons
∣∣eit∣∣ = 1

Démonstration

1. → Soit ϕ : C −→ C définie par : ß
ϕ : C −→ C

z 7−→ ϕ (z) = z

ϕ est une fonction continue sur C puisque, pour tout z ∈ C et tout z0 ∈ C, nous avons :

|ϕ (z)− ϕ (z0)| = |z − z0| = |z − z0| = |z − z0|

Ainsi, pour toute suite convergente (un)n∈N de nombres complexes, nous avons :

lim
n→+∞

ϕ (un) = ϕ

Å
lim

n→+∞
un

ã
⇐⇒ lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
un

→ Si nous considérons un =
n∑
k=0

zk

k!
, nous avons lim

n→+∞
un = ez, et un =

n∑
k=0

zk

k!
=

n∑
k=0

zk

k!
avec

lim
n→+∞

un = ez

Donc, d’après ci-dessus lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

un ⇐⇒ ez = ez

2. Dès lors : |ez|2 = ez × ez = ez × ez = ez+z = e2 Re(z)

Et donc |ez| = eRe(z)

3. Si t ∈ R, alors it est imaginaire pur et Re (it) = 0 et donc
∣∣eit∣∣ = 1
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Chapitre 8 Les séries entières 8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

Remarque 25 :

Si, pour z ∈ C, nous utilisons la forme algébrique z = x + iy avec x ∈ R et y ∈ R, alors, en utilisant la
propriété de l’exponentielle ez = ex+iy = ex × eiy
Nous avons alors |ez| = ex et y ≡ arg (ez) [2π]

8.9.4 Fonctions trigonométriques complexes

1. Pour t ∈ R, nous avons eit = cos t+ i sin t et comme cos t = Re
(
eit
)
, nous avons alors :

cos t = Re
(
eit
)

= cos t = Re

Ñ∑
n>0

(it)
n

n!

é
=
∑
n>0

Re

Å
(it)

n

n!

ã
=
∑
n>0

(−1)
n
t2n

(2n)!

2. De la même manière, nous avons sin t = Im
(
eit
)

=
∑
n>0

(−1)
n
t2n+1

(2n+ 1)!

3. Définition

Pour tout z ∈ C, nous définissons :

→ cos z =
∑
n>0

(−1)
n
z2n

(2n)!
→ sin z =

∑
n>0

(−1)
n
z2n+1

(2n+ 1)!

8.9.5 Fonctions hyperboliques complexes

Pour tout z ∈ C,

→ Le cosinus hyperbolique d’un nombre complexe est défini par cosh z =
ez + e−z

2
. Et nous avons :

cosh z =
∑
n>0

z2n

(2n)!

→ Le sinus hyperbolique d’un nombre complexe est défini par sinh z =
ez − e−z

2
. Et nous avons :

sinh z =
∑
n>0

z2n+1

(2n+ 1)!

Démonstration

Ce n’est pas une démonstration très difficile. Il suffit de rééecrire ez comme série entière, c’est à dire

ez =
∑
n>0

zn

n!

1. Regardons cosh z ; nous avons tout d’abord :

ez + e−z =
∑
n>0

zn

n!
+
∑
n>0

(−1)
n
zn

n!
=
∑
n>0

(1 + (−1)
n
)
zn

n!

Comme (1 + (−1)
n
) = 0 si n est impair et (1 + (−1)

n
) = 2 si n est pair, nous avons :

ez + e−z =
∑
n>0

2
z2n

(2n)!

Et donc, nous avons bien cosh z =
ez + e−z

2

∑
n>0

z2n

(2n)!
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Chapitre 8 Les séries entières 8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

2. De même pour sinh z, nous avons :

ez − e−z =
∑
n>0

zn

n!
−
∑
n>0

(−1)
n
zn

n!
=
∑
n>0

(1− (−1)
n
)
zn

n!

Comme (1− (−1)
n
) = 0 si n est pair et (1− (−1)

n
) = 2 si n est impair, nous avons :

ez − e−z =
∑
n>0

2
z2n+1

(2n+ 1)!

Et donc, nous avons bien sinh z =
ez − e−z

2

∑
n>0

z2n+1

(2n+ 1)!

8.9.6 Quelques formules classiques

Nous avons les formules suivantes, vraies pour tout z ∈ C

1. cos z = cosh iz =
eiz + e−iz

2

2. sin z = −i sinh iz =
eiz − e−iz

2i
3. cosh2 z − sinh2 z = 1

4. cos2 z + sin2 z = 1

5. cos (−z) = cos z

6. cosh (−z) = cosh z

7. sin (−z) = − sin z

8. sinh (−z) = − sinh z

Démonstration

Nous ne démontrerons pas les points 5,6,7 et 8 : ils sont très faciles et utilisent les définitions exponentielles
des fonctions trigonométriques ou hyperboliques.

1. Démontrons que cos z = cosh iz =
eiz + e−iz

2

cosh iz =
∑
n>0

(iz)
2n

(2n)!
=
∑
n>0

i2n

(2n)!
z2n =

∑
n>0

(−1)
n

(2n)!
z2n

= cos z

Et donc cos z = cosh iz =
eiz + e−iz

2

2. Démontrons maintenant, que sin z = −i sinh iz =
eiz − e−iz

2i
Nous itérons la méthode :

sinh iz =
∑
n>0

(iz)
2n+1

(2n+ 1)!
=
∑
n>0

i2n+1

(2n+ 1)!
z2n+1 = i

∑
n>0

(−1)
n

(2n+ 1)!
z2n+1

= i sin z

Nous avons donc sinh iz = i sin z ⇐⇒ sin z = −i sinh iz et donc sin z =
eiz − e−iz

2i
3. Nous avons :

cosh2 z − sinh2 z =

Å
ez + e−z

2

ã2

−
Å
ez − e−z

2

ã2

=
e2z + e−2z + 2

4
− e2z + e−2z − 2

4
= 1

En fait, nous retrouvons les même calculs que ceux vus en L1 dans le chapitre sur les fonctions
transcendantes

4. Et, pour terminer :

cos2 z + sin2 z = (cosh iz)
2

+ (−i sinh iz)
2

= cosh2 iz − sinh2 iz = 1
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Chapitre 8 Les séries entières 8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

Remarque 26 :

Nous avons rassemblé dans la proposition 8.9.6 les formules semblables à celles que l’on retrouve dans
R, ce qui ne sera pas toujours le cas.

1. Dans R, nous avons aussi, pour tout x ∈ R, cosx =
eix + e−ix

2
et sinx =

eix − e−ix

2i
2. Nous retrouvons les résultats établis sur R : les fonctions cos et cosh sont paires et les fonctions

sin et sinh sont impaires.

3. De manière évidente, et par simples calculs, nous trouvons :

ez = cosh z + sinh z et e−z = cosh z − sinh z

4. De même, et par simples calculs, nous trouvons : eiz = cos z + i sin z et e−iz = cos z − i sin z

8.9.7 Formules d’addition

Nous avons les classiques formules d’addition, pour tout a ∈ C et tout b ∈ C :

1. cosh (a+ b) = cosh a cosh b+ sinh a sinh b

2. cos (a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

3. sinh (a+ b) = cosh a sinh b+ sinh a cosh b

4. sin (a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

Démonstration

Ce n’est pas exactement difficile comme démonstration et nous ne ferons que les 2 premières.

1. Nous avons :

cosh (a+ b) =
ea+b + e−a−b

2
=

1

2

(
eaeb + e−ae−b

)
=

1

2
((cosh a+ sinh a) (cosh b+ sinh b) + (cosh a− sinh a) (cosh b− sinh b))

=
1

2
(2 cosh a cosh b+ 2 sinh a sinh b) = cosh a cosh b+ sinh a sinh b

2. Pour démontrer que cos (a+ b) = cos a cos b − sin a sin b, nous allons utiliser le fait que cos z =
cosh iz et sin z = −i sinh iz

cos (a+ b) = cosh i (a+ b) = cosh (ia+ ib) = cosh ia cosh ib+ sinh ia sinh ib
= cos a cos b+ (i sin a) (i sin b) = cos a cos b− sin a sin b

8.9.8 Proposition

Pour tout z ∈ C, la fonction cos z n’est pas bornée

Démonstration

Soit z ∈ C.
Ecrivons z = x+ iy avec x ∈ R et y ∈ R. Alors :

cos z = cos (x+ iy) = cosx cos iy − sinx sin iy = cosx cosh y − sinx (−i sinh y)
= cosx cosh y + i sinx sinh y

Et donc, |cos z|2 = cos2 x cosh2 y + sin2 x sinh2 y.
De cos2 x+ sin2 x = 1, nous tirons sin2 x = 1− cos2 x et donc

|cos z|2 = cos2 x cosh2 y +
(
1− cos2 x

)
sinh2 y = cos2 x

(
cosh2 y − sinh2 y

)
+ sinh2 y = cos2 x+ sinh2 y

> sinh2 y

La fonction sinh2 y n’est pas bornée sur R, et donc la fonction |cos z|2 n’est pas bornée sur C
Ce que nous voulions
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Chapitre 8 Les séries entières 8.9 Exponentielle et trigonométrie complexe

Remarque 27 :

1. Bien entendu, si cos z n’est pas bornée, il en est de même de sin z

2. Ainsi, si les fonctions cos et sin restreintes à l’ensemble des nombres réels R sont bornées,
il n’est pas du tout de même dans C

8.9.9 Le logarithme complexe

1. La question que nous posons dans ce paragraphe, est celle-ci :

Etant donné un nombre complexe z ∈ C, existe-t-il un nombre complexe Z ∈ C tel que
eZ = z

2. Tout d’abord, si z = 0, il n’existe pas de Z ∈ C tel que eZ = 0, puisque nous avons vu en 8.9.2
que, pour tout z ∈ C, nous avons eZ 6= 0

3. Si Z = x+ iy avec x ∈ R et y ∈ R, alors, d’après les propriétés de l’exponentielle,

eZ = ex+iy = ex × eiy

Si |z| = ρ (avec ρ > 0) et θ est un argument de z ∈ C, nous avons alors z = ρeiθ et donc de
eZ = z ⇐⇒ ex × eiy = ρeiθ, nous déduisons :ß

ρ = ex ⇐⇒ x = ln ρ = ln |z|
y ≡ θ [2π]⇐⇒ y = θ + 2kπ avec k ∈ Z

4. Nous pouvons donc alors, écrire Z = ln ρ+ i (θ + 2kπ) avec k ∈ Z.

Il y a donc une infinité de nombres Zk, indicés par k ∈ Z tels que z = eZk

5. Définition du logarithme complexe

Nous définissons le logarithme complexe d’un nombre complexe z ∈ C par :

Logk (z) = ln |z|+ i (arg z + 2kπ) avec k ∈ Z

Remarque 28 :

Il y a donc une infinité de logarithme d’un nombre complexe, ces logarithmes étant indicés par k ∈ Z

8.9.10 Proposition

Soient z ∈ C, z′ ∈ C, k ∈ Z et k′ ∈ Z. Alors :

Logk (z) + Logk′ (z
′) = Logk+k′ (zz

′)

Démonstration

Nous avons donc :
? Logk (z) = ln |z|+ i (arg z + 2kπ)
? Logk′ (z

′) = ln |z′|+ i (arg z′ + 2k′π)
Et, en additionnant :

Logk (z) + Logk′ (z
′) = ln |z|+ ln |z′|+ i (arg z + arg z′ + 2 (k + k′)π)

= ln (|z| |z′|) + i (arg z + arg z′ + 2 (k + k′)π)
= Logk+k′ (zz

′)

https://mathinfovannes.fr Le cours de L2 Jean-Luc EVENO c© page 356



m
at

hi
nf

ov
an

ne
s.

fr
c©
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Remarque 29 :

On suppose que z = x avec x ∈ R. Que devient le logarithme à ce moment là ?

1. Si x > 0, alors x = xe2ikπ avec k ∈ Z et donc Logk (x) = lnx+ 2ikπ et donc Log0x cöıncide avec
le logarithme népérien lnx

2. Si x < 0, alors x = |x| ei(π+2kπ) avec k ∈ Z et donc Logk (x) = ln |x|+ i (π + 2kπ)

Nous avons, en particulier Logk (−1) = i (π + 2kπ)

Exemple 13 :

Quelques exemples

1. Donner Logk (i)

Nous avons i = ei(
π
2 +2kπ) et donc Logk (i) = i

(π
2

+ 2kπ
)

2. Donner Logk (1 + i)

De la même manière, 1 + i =
√

2ei(
π
4 +2kπ) et donc

Logk (1 + i) = ln
√

2 + i
(π

4
+ 2kπ

)
=

1

2
ln 2 + i

(π
4

+ 2kπ
)

Exercice 20 :

1. Résoudre, dans C, les équations suivantes :

(a) ez = −2 (b) |cos z| = |sin z|

2. Montrer que, pour tout x ∈ R et tout y ∈ R, |sin (x+ iy)| = |sinx+ sin (iy)|
3. Etablir les inégalités suivantes, vraies pour tout z ∈ C

(a) |ez − 1| 6 e|z| − 1 6 |z| e|z| (b) |cos z| 6 cosh |z| (c) |sin z| = |sinh z|

https://mathinfovannes.fr Le cours de L2 Jean-Luc EVENO c© page 357


	III Les séries
	Les séries entières
	Exponentielle et trigonométrie complexe



