Chapitre 9

Séries trigonométriques, séries de
Fourier

LA PRESENTATION DES SERIES DE FOURIER EST UN CASSE-TETE!! ARRIVER DES SERIES NUMERIQUES,
DES SERIES DE FONCTIONS ET DES SERIES ENTIERES POUR SE RETROUVER DEVANT UN ETRE
MATHEMATIQUE AUSSI PUISSANT MAIS QUI DEMANDE BEAUCOUP DE DOIGTE EST UNE REELLE AVEN-
TURE.

AINSI, AVANT DE TRAITER DES SERIES DE FOURIER, NOUS PRESENTEONS LES SERIES TRIGO-
NOMETRIQUES.

POUR TRAITER COMPLETEMENT LES SERIES DE FOURIER,NOUS NE DISPOSONS PAS ENCORE DES
CLASSES DE FONCTIONS INTEGRABLES AU SENS DE LEBESGUE. POUR CETTE PREMIERE APPROCHE, JE
ME SUIS DONC PLACE DANS LE CADRE DE L'INTEGRALE DE RIEMANN, AVEC LES OUTILS DU L.
L’ETUDE COMMENCE PAR LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE, PUIS LA CONVERGENCE

PONCTUELLE AVEC DES RESULTATS SUR LA CONVERGENCE UNIFORME.

9.1 Séries Trigonométriques

9.1.1 Définition

inT

On appelle série trigonométrique, une série de la forme E aneé
neZ

Remarque 1 :

1. II est possible de donner une autre définition de série trigonométrique :

On appelle série trigonométrique une série de fonctions E Uy, (x) dont le
neN
terme général wu,, (x) est de la forme

uo (z) = ag et pour n € N*u,, () = a, cos (nx) + by, sin (nx)

Dans ce cas, cette série est a valeurs réelles alors que la série définie dans la définition la
fonction est a valeurs dans C

nT

2. On peut avoir une série trigonométrique de la forme E ane™® ; c’est, en fait, un cas particulier
neN
de série entiere avec z = e'*, et donc, si le rayon de convergence de la série entiere g anz" est

neN
p>1,il n’y a pas de probleme de convergence.

Exemple 14 :

Exemples de séries trigonométriques.
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, . cosnx . -
1. La série E 5— est trigonomeétrique.
n
n>1

inx
, . ne
2. La série E 5
n®+1
nez

est une série trigonométrique

9.1.2 Définition

1. Une fonction f : R — C, 27w-périodique, est développable en série trigonométrique si elle est limite
simple d'une série trigonométrique

2. Une série trigonométrique E ane'™® est convergente sur une partie D C R s'il existe une fonction

ne”z
f D — C qui Vvérifie I'assertion suivante :

P
(Vo € D) (Ve > 0) ANpc €N) [ p= Noo = | D ape™™ — f (2)| <

n=-—p

Et on écrit f (x) = Z ane'™®

neE”Z

Remarque 2 :

1. La définition est la définition de la convergence simple.

2. Une série trigonométrique est une série de fonctions particuliéres définies sur tout R. Par conséquent,
tous les théorémes et propositions vus dans le chapitre des séries de fonctions restent vrais

3. On aurait pu donner la définition de convergence simple, de convergence normale

9.1.3 Proposition

Si la série E |cn| converge, alors la série E cne'™® converge normalement sur R.
nez nez

Démonstration

1. Le fait que la série Z |en| converge signifie que Z len| et Z |c_y| convergent.

nez neN neN
2. Donc, Vx € R, Vn € Z ]cne”””} < |enl, et les séries g cpe'™" et E c_pe ™" convergent norma-
neN neN

lement

3. Donc la série E cne'™ converge normalement sur R.
nez

Remarque 3 :

1. De la convergence normale sur R, on déduit la convergence uniforme sur R

T clest a dire

2. De la convergence uniforme sur R, on tire que si S est la somme de chem
neZ
S(z) = Z cpe™®, S est continue sur R puisque les fonctions e™® son continues sur R pour tout
n€e”Z
n € Z; de plus, S est une fonction périodique et de période 2w

3. Dans ce cas, si la somme est continue, cela n’implique en rien sa dérivabilité
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Si nous prenons pour exemple la fonction de Weierstrass définie sur R par :

W (z) = Z cos3"x

2n
neN
- 1, L cos 3"x
La série E o étant convergente, la série E on est normalement convergente et

neN neN
n

donc continue sur R. Cependant, la série dérivée E ~on sin 3"x est divergente.
neN

cos 3x n cos 9x n cos27x
2 4 8

FIGURE 9.1 — Le début de la fonction de Weierstrass. W (z) = cosz +

cos 81z n cos 243x n cos 729x
16 32 64

Il faut entrer dans les conditions du théoreme 7.2.3 pour que la somme de la série trigonométrique
soit dérivable, entre autres que la série dérivée converge uniformément.

inx

e

4. Exemple : les séries E convergent pour tout « entier strictement supérieur a 1

na
ner*

9.1.4 Proposition

Soient (an),cy €t (bn), ey 2 suites numériques réelles qui tendent vers 0 en décroissant, c’est a dire que :

— lim a,= lim b,=0
n——+00 n——+00

— Pourtout n € N, a,41 < a, et b1 < by,
Alors, la série trigonométrique Z (an cosnxz + by, sinnx) converge pour tout € R — 277
neN

Démonstration

On utilise la regle d’Abel pour les séries vue en 6.5.2.

1. Soient m € Netn € Navec m <n
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On appelle Uy, ,, (z) = Z coskx et Vi () = Z sin kx, alors, pour = # 2k7 :

k=m k=m
Unon () Vi n (z Zcoskzx—i—zsmkx
k=m
— Z etkr — zmx Z i(k—m)z _ eimm Z eikz
k=m k=0
) 1—e i(n—m+1)x
— elmm -
1—ew
_ imx sin (n712n+1) x
N sin (%)
n+1l
Donc|Up.p () + iV n ()] < €7 Sm( 2 Jol o 1 —
in (%) |sin (3)]
Alors, comme Uy, (2)| < |Umn () + Vi n (2)], €t que [V (2)] < | Unon () + iVinn (2)], nous
avons : X
|Unn,n (%)] <
o (7
|v%Ln

2. Regardons la suite (ay),,cy-

Nous avons lim a, = 0 et regardons E |ani1 — anl
n—-4oo
n>=0

n
E lak+1 — ax| = Sumy_gar+1 — ar = any1 — ao

n
Comme lim a,4+1 = 0, nous avons lim E |ak+1 — ar| = —ag qui converge, et d’apres 6.5.2,
n—-+oo n—-+oo
k=0
nous avons la série E an COSNT qui converge
neN
De la méme maniére, nous démontrons que la série E b, sin nx qui converge
neN
D’apres le lemme d’Abel 6.5.2 pour les séries, pour x # 2k, les séries E ap COSNT et E bn, sin nx sont
neN neN

convergentes, et donc, la série E (an cosnz + b, sinnx) est convergente.
neN

Remarque 4 :

1. 11 est immédiat que si (cy), oz est une suite numérique complexe telle que : a, = ¢, +c_, et
bn, = i(cn —c—y) solent réels et tendent vers 0 en décroissant, alors la série trigonométrique

E cpe'™® converge pour tout x # 2k, et, dans ce cas, nous avons la convergence des deux séries

neL
§ cneznz et § C_pe inx
neN neN
2. Si la série E cne™® converge, quelle est la nature de f (z E e ?

nez neZ
La réponse pose peu de probleme en cas de convergence normale :
= Elle est périodique et de période 27
= Elle est continue;
= Si elle est dérivable, alors sa dérivée est f” ( Z incpe'
nez
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9.1.5 Série trigonométrique associée a une série entiere

1. Soit f(z) = Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0.
neN
On sait que, pour tout r € R, tel que 0 < r < R, la série trigonométrique Zanr”ei”‘” est
neN

normalement convergente (on a remplacé le z dans la série entiére par re** ), et nous avons, bien

évidemment,
§ G/nT”elnm — f (Tem)
neN
2. Exemple
1 - , . .
Pour z € C et |z| < 1, nous avons : E 2" = T et donc, E r"e'™® est une série trigo-
—z
neN neN

nT

nométrique du type €™ avec ¢, =" sin > 0et ¢, =0sin<O0.
q yp

nez
- 1
n_inr __
Nous avons, pour 0 < r < +1, Z rite't = 1o
neN
De plus, ‘ '
1 - 1—re ™ N 1—re "
1 —reir (1 —rei®) (1 —re~i®) 72 —2rcosz+ 1
1—rcoszx

De telle sorte que, pour 0 < r < +1, r"cosny = ——— et r"sinnx =

daue, b = Z r2 —2rcosx + 1 Z

neN neN
rsinx

r2 —2rcosx + 1
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