Chapitre 9 Séries trigonométriques, séries de Fouried.2 Les polynémes trigonométriques

9.2 Les polynomes trigonométriques

9.2.1 Définition

Soit N € N
On appelle polyndme trigonométrique de degré N, une expression Py de la forme

N
Py (x) = Z cre’®

k=—N

Ou les ¢, sont des nombres complexes (¢, € C)

Remarque 5 :
1. Nous avons Py (z) = cpe’® = ¢y. Les constantes peuvent donc aussi étre considérées comme des
polynomes trigonométriques

N
2. Un polynéme trigonométrique peut aussi s’écrire : Py (z) = ¢g + Z (cke“”” + c,ke_“”“')

k=1
N N
3. On peut avoir ¢ = c_g, et alors Py (z) = ¢g + Z Cr: (e””J + e"’”’) =co+2 Z cr cos kx
k=1 k=1
4. De méme, il est tout autant possible d’avoir ¢ = —c_ et alors
N N
Py (x) =co + Z Cr (el’” — e’””) =co+2i Z ¢k sin kx
k=1 k=1
5. En utilisant les fonctions trigonométriques, nous pouvons écrire :
N N
Py (z)= co+ Z ¢k (cos kx + isinkx) + Z ¢ (coskx — isin kx)
k=1 k=1
N N
= ¢+ Z (ck + c—g) coskx + Zz (ck — c—g) sinkzx
k=1 k=1
. . s 1 ag ag — iby,
Et, si nous posons, ag = 2¢q, ar = ¢k + Cc—k, b =i (¢ — c_p), c’est a dire ¢g = EX CL = — g
ag + iby
-k = — 5, 1IOUS ayons :
a N N
_ % b si
Py (z) = 5 + Zakcoskz + Zzbksmkz
k=1 k=1
6. Si les termes (ax)j e« €t (bx)pen- sont réels, alors c_p = ¢ et ar, = 2Re(cx) et by = —21Im (cy).
A ce moment &, nous avons :
N
Py (z) =c¢y+ Z (cke”m + @e"km)
k=1

7. Les polynomes trigonométriques, considérés comme des fonctions de R dans C, sont des fonctions
indéfiniment dérivables et périodiques de période 27. Nous pourrons les étudier sur un intervalle
de longueur 27w
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9.2.2 Théoréme

1. T[] est I'ensemble des polynémes trigonométriques. Alors T [z] est un C-espace vectoriel

2. Ty [z] est I'ensemble des polyndmes trigonométriques de degré inférieur ou égal a N
Alors, T [x] est un sous-espace vectoriel de T [x] de dimension 2N + 1
La base canonique est donnée par B = {ej avec k € Z et — N < k < N} ol e est une fonction de
R dans C telle que pour tout = € R, ey, (z) = et*

Démonstration

1. Tous les éléments de T [z] sont des fonctions de R dans C indéfiniment dérivables et périodiques
de période 27.
Appelons C* (R, C), ensemble des fonctions de R dans C indéfiniment dérivables. C* (R, C) e
un C-espace vectoriel . Nous allons montrer que T [z] est un sous-espace vectoriel de C* (R, C)
o Il est évident que T [z] C C*® (R, C) et que T [z] # 0
En effet, la fonction nulle O telle que, pour tout x € R O (z) = 0 est un élément de
T[]
o Soient P € T[z],Q € T[z], A€ Cet u € C. Alors :

st

N N1
(P4 1Q) (1) = AP (1) 4+ Q) = A 3 ™ 40 S dye™
k=—N k=—N1

N
E die™® avec dj, = 0
=—N

N

pour —N < k< —N; —1let Ny <k <N Ainsi, (AP + pQ) (z) = A Z (Aex + pdy) ke
k=—N

N
En supposant N > Ny, nous avons (AP + uQ) (z) = A Z cre® 4
k=—N k

Nous avons bien AP + u@ € T[]
T [z] est bien un sous-espace vectoriel de C* (R, C)

2. Ty [2] est clairement un sous-espace vectoriel de T [x] de famille génératrice {e;, avec k € Z et — N <k < N}.
En fait, nous avons T [x] = Vect ({er avec k € Z et — N < k < N}); d’apres le cours sur les K-
espaces vectoriels , Ty [x] est un sous-espace vectoriel de T [z]

Il faut, maintenant, montrer que c’est une famille libre.

N
Soient donc (/\k)ngngv 2N + 1 nombres complexes tels que Z Arer = O. 11 faut démontrer
k=—N
que, pour tout k € Z tels que —N < k< N, A\, =0.
N N N
L’écriture Z Arer = O signifie que, pour tout z € R, Z Arer () = 0 <= Z AeeF® =0
k=—N k=—N k=—N
Soit p € Z avec —N < p < N alors :
2 N ) ) 2 N ) N 2m )
/ Z )\kezkx e~ T qp — / Z )\kel(k*,ﬂ)z de = Z )\k/ el(kfp):r dr =0
0 k=—N 0 .=_nN [ 0

Or,sik#p

27 i(k—p)z |27 2i(k—p)m
/ eilk=p)T g, — _e( ” :e_( 7 “1_
0 i(k—p)], i(k—p)

2 2
Et si k = p, alors / ¢F=P)e qgp = dx = 27.
0 0

N 27
De telle sorte que Z )\k/ e'F=P)T g = X, x 27 = 0 et donc A\, =0
k=—N 70
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Nous venons de montrer que, pour tout p € Z avec —N < p < N alors A, = 0. La famille
génératrice {e; avec k € Z et — N < k < N} est aussi une famille libre; c’est donc une base de
T [z], et nous concluons tout de suite que dim Ty [z] = 2N + 1

Remarque 6 :

Nous avons Ty [2] C Ty41 [2], et plus généralement, si N < P, Ty [z] C Tp [z].
On démontre aussi, et facilement, que T'[z] = |J Tn [2]
N>0

9.2.3 Définition

N

On dit que ce polyndéme converge si lim Py (X) = lim crpeT existe.
N—+oco N—%Hmk N

Remarque 7 :

Attention!
La définition[9.2.3]de la convergence est propre aux polynomes trigonométriques. Ce n’est pas la définition
la plus communément admise :

N1
1. On dit qu'une série E cre’™ converge si Nlim E cre™ existe
—+0o0
nez Aé_%%nk:Nz

2. De maniere générale, si (un)n€Z7 on dit que la série E u, est convergente, si et seulement si les
nez
séries g Uy et E u_, sont convergentes, et on pose alors :
neN neN

Zun:Zun—l—Zu,n

nez neN neN
3. En fait, nous avons l'implication :
N . N N
. ik s . ke i
%;h:nirz k;\& crpe'”? existe — NLHEOO 2 e’ existe
4. Dans la définition [9.2.3| ci-dessus, il y a symétrie.
9.2.4 Définition et théoreme
1. Dans T [z], nous définissons |'application ¢ par :
p:T]xTlz] — C ,
(re) — ellol=5- [ r@iwa

Alors :
(a) o est un produit scalaire sur T [x]
(b) Nous noterons désormais ¢ [(f,g)] = (f/g) et la norme issue du produit scalaire || f|l, = \/(f/[)

2. @ restreinte a Ty [z] est aussi un produit scalaire, et, pour ce produit scalaire, la famille B =
{er avec k € Z et — N < k < N} est une base orthonormée de Ty [z]
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Démonstration

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire, ne pose pas de difficultés. Il suffira d’utiliser les propriétés
de l'intégrale.
(a) Propriété de linéarité
— Soient f € T[z], fi € T[z] et g € T [z], alors :

Pl +hal= 5o [ @)+ h@)aTd
1 2m o 2T -

= oo | f@y@det o i fi(z)g(z)dz

= ol(F gl +el(fi9)

— On démontrerait, de la méme maniere, que, pour tout f € T[z], g € T[x] et g1 € T[]

nous avons ¢ [(f, 9+ g1)] = ¢ [(f, )l + ¢ (£, 91)]
— Idem pour démontrer que, pour tout A € C, ¢[(Af,g9)] = Xe[(f.9)] et ©[(f,Ag)] =

o l(f.9)]
(b) Utilisation du conjugué
Nous avons, et de maniere tres classique :

1 27

PTal= o [ 1@y =

:271— 0

/O @@ da F@ (@) dz = o [(g. f)]

:%O

(¢) Bien entendu, que pour tout f € T [z], non nulle, f étant continue,

1 1 2

SN == [ @ TF@d

:271— 0

_ 1 2
=/, |f (x)]” dz >0
(d) D’autre part,

— Si f =0, il est évident que ¢ [(f, f)]=0

1 27
— Réciproquement, supposons ¢ [(f, f)] = 0; alors, 2—/ |f(x)|2 dx = 0. f étant une
T Jo

fonction continue, |f |2 est aussi continue; elle est en plus positive. Donc, des théoreme
d’intégration, |f \2 est nulle et aussi f
Nous avons donc ¢ [(f, f)] =0« f =0
@ est donc bien un produit scalaire.
2. La base B={e; avec k € Z et — N < k < N} est orthonormée
Tres simple!!
D’apres des calculs déja réalisés, si k # p :

1 27 1 27
/ey = 5 [ a@emd=o [ a@e@d
m 0, ) u 40
1 T . T
= — kTP qp = — / ¢ F=P)T qg = 0
2'IT 0 Y 0

1 27
Et si k = p, alors (ek/ek>:—/ dz=1
2r Jg
La base B={e avec k € Z et — N < k < N} est bien orthonormée

Remarque 8 :
1. Le fait que les vecteurs B = {ej avec k € Z et — N < k < N} forme une famille orthonormée
montre que cette famille B est indépendante.

2. Le fait que la base B = {ej avec k € Z et — N < k < N} soit orthonormée a des conséquences
intéressantes
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9.2.5 Coeflicients de Fourier

N
Soit f € Ty [z], alors f (z) = Z cre™® . Alors

k=—N
1. Pour tout n tel que —N < n < N, ¢, = (f/en)
1 [ _
Autrement dit : ¢, = (f/en) = 7 (z) "™ du
T

2. ¢, est le coefficient de Fourier d'ordre n de f

Démonstration

La démonstration est évidente et laissée au lecteur

Remarque 9 :

1. Souvent, pour bien préciser que le coefficient de Fourier d’ordre n dépend de f, on le note ¢, (f)
N
2. Pour f € Ty [x], nous pouvons écrire f = Z (f/ex) ek
k=—N

9.2.6 Théoréeme

N N
Soit f € T [2], avec f (x) = Y cxe™ alors || f]5 = Y el
k=—N k=—N

Démonstration

Comme la base B = {ej, avec k € Z et — N < k < N} est orthonormée, nous pouvons utiliser le théoréme
de Pythagorre.
Il est aussi possible de calculer directement et cela ne doit poser aucune difficulté
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