Chapitre 9 Séries trigonométriques, séries de Fourier 9.4 Le théoréme de Féjer

9.4 Le théoreme de Féjer

9.4.1 Lemme préparatoire : le noyau de Dirichlet

N
On appelle noyau de Dirichlet I'expression Dy (z) = Z etk

k=—N

Nous avons :
1 s
1. 7/ D (£) dt = 1
2 J_ .

2. Le noyau de Dirichlet est périodique de période 27 et pair

3. Dy (1) = sin (n+ ) _ sin (2n +1) 3

Sin 2 S 2

Démonstration

1 s s .
1. 11 est facile de démontrer que 2—/ Dy (t) dt = 1, puisque, si k # 0, / e*tdt =0etsik=0,
T J—x -7

s . s
/ et dt = / dt = 2, et donc :
—T

—T

N

N

1 T 1 ™ . 1 L

— Dy (t)dt = — ikt ) qt = (—/ ““dt)
5| Pxa= 5 <Z> > (5 ) e

k=—N k=—N

1 [T A 1"

— dt § (~ ikt qt —/ ’”dt>:1
27T/_7T Jrk:l 27r/_7re Jr27r _We

N
2. Que Dy (z) = Z e goit périodique de période 27 et pair est évident
k=—N

sin(n+i)z sin(2n+1)2
3. Nous allons démontrer que D,, (z) = (n+3)w_sin )5

in & in &
sin 3 sin 3
On peut écrire différemment le noyau de Dirichlet :

D, (z) =1+ Z (eikm _|_efikm) — 14 Z (em:)k + Z (efiz>k
k=1 k=1 k=1
(a) Nous allons tout d’abord calculer Z (eix)k, pour x # 2km avec k € Z
k=1

En utilisant la somme des termes d’une suite géométrique, toujours pour x # 2k, nous avons :
n T _ ei(nJrl)z

Z (em)k _¢ :

— eia:
k=1

.z
En multipliant numérateur et dénominateur par e ‘2, nous obtenons :

. . _.Z . . L 1(n+l)x
el _ pi(ntl)z e 9 (e” _ ez(n+1)m) 2 — ¢ 2
1—e™

T - T T
e "2 (1 —ew) e '2 —e'2

n
. . . —iz\k A~
(b) La simplification de E (e7**)" est la méme, et nous obtenons :
k=1
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n

n
. . i\ K ian K
(c) Nous faisons maintenant la somme Z (e")" + Z (e7**)". Donc,
k=1 k=1
n n iz z(n—&-%)x iz —i(n-{-%)x
i\ K —iz\k e2—-e e 2—e
Z (e) +Z (e7) = —z .z T PRy
k=1 k=1 e 2 —e?2 e2 —e 2
, 1 (o1
T4 z(n—&-*)x z —z(n-{-*)x
e'2 —e 2 e'2 —e 2
= T T T T
e '2 —e'2 e "2 —¢'2
. 1 . 1
(ei% B eii%) T <ezx(n+§) _ ezz(n+2>>
= T T
e '2 —e'2
.. - 1
_ 2isin g — 2isin (n §)w
—2isin £
sin (n —+ 5 z
sin §
: 1 : 1 : T
. sin(n+35)x sin(n+s5)r sin@2n+1)%
Dot, Dy (z) =1-1+ (- f) = (- EZ) = (- a:)2
sin § sin 3 sin 5
Remarque 15 :
. " 2 27 sin (n + %) T
De l'identité — Dy (t) dt = 1, nous pouvons conclure que ——————dx =27
2m J, 0 sin §

9.4.2 Lemme préparatoire : le noyau de Féjer

Nous définissons donc K, le noyau de Féjér, en posant pour tout n € N et tout = € [—7; 7] :

1 N—-1
Ky (z) = > Dy ()
k=0

Nous avons :

1. Ky est paire et périodique de période 27

1 s
2. Nous avons —/ Ky ((t)ydt=1
2 J_ .

, 2
1 (sin(NZ
3. Pour tout z € R\ Z, KN({E):N<2)> et donc, Ky (x) >0

Démonstration

1. Que Ky soit paire et périodique de période 27 vient de la définition méme de Ky, puisque Ky
est combinaison linéaire de noyaux de Dirichlet Dy, pairs et périodique et de période 27
1 s
2. Démontrons que — Ky(t)dt=1
2r J_,

Pour le démontrer, il suffit de retraduire ’expression proposée :

i/ﬂK wa= [ iNfD ) dt—lNz_:l(l/ﬂD(t)dt)
27r_7rN Y . Nk:ok _Nk:O 27T_ﬂ,k

1N71
- =Y 1=1
P2
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2
1 (sin(NZ
3. Démontrons que pour tout x € R\ Z, Ky () = ((2>>

N sin 5
Pour le démontrer, nous allons utiliser le classique et fastidieux calcul avec les nombres complexes
imaginaires.

Pour faire plus simple, nous allons calculer NKy ().

N-1 . : N-1
sin(2k+1) % 1
Nous avons NKy (z Z Dy, (x Z (sing )3 = o sin ((2k +1) 2)
k=0 k=0
" ez(2k+1)% _ 6—1(2k+1)§
Et nous avons sin ((2k +1) 5) = 5;
i

Et donc

NKy (z)sin g = Z

_ . z ) z
N-1 ez(2k:+1)2 _ 671(2k+1)2
21

k=0
| Nl N ”
- = <€¢(2k+1)§ _ 6—i(2k+1)§)
21
k=0
1 — i(2k+1)E NZ —i(2k+1)Z
= 2— e 2 2
)
k=0 k=0
. z T T .k
Nous avons : ' (?¥+1)32 — k”"‘ 2 = =e2 xefT =¢2 x (e“”)
Et donc :
N—-1 . N-—-1 . iN
. z iz -k iz (1 —e"V®
2 :el(2k+1)2 —e2 (ezz) —e2 (7
1—ew
k=0 k=0
De la méme maniere :
N—-1 . N-—-1 . _iN
i z —iw ik —iz (1 — e V"
e 1(2k+1)2 — e 2 (6 zz) —e 2 ( .
1—e®
k=0 k=0

Et donc
1T _ piNz —ix _ ,—iNz
2%iNKy (z)sin = €2 (LL) e (%)
€T (Ime ) (1- V) 2 (1 e (1 emiNe)
(1— ) (1— e o)

(e% — 6_2”> (1 _ eiNﬂC) _ (e—sz _ e%) (1 _ e—iN:p)

2(1 — cosx)
3 (ezzx —e =" ) [(1 _ eiN:v) + (1 _ efiNz)]
B 2(1 —cosx)

2isin § [2 — 2 cos Nx]
2(1 —cosx)

2isin § [2 — 2 cos Nz] s NKy (2) (1 —1cosNx)
N = -

Et donc 2iN Ky () sin § = 2 (1 —cosx)

formule trigonométrique 1 — cos 2u = 2sin” u, nous avons alors :

En utilisant la
(1 — cosx)
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Remarque 16 :

S 5

. 1T L (sin(NV5))*
Comme tout a I'heure, des identités o Ky(@)dt=1et Ky (z)= ———=2 | | nous pouvons
TJ 2

N z
T M x 2
/ SIVEY 4y = 2mw
- sin §

déduire que :

9.4.3 Théoreme de Féjer

Soit f € C(T), c'est a dire f continue, périodique et de prériode 27

N
On considere la somme partielle de rang N de sa série de Fourier Sy (f) (z) = Z cr (f) et
k=—N
Alors, si nous posons o, (f) = — Z Sk (f), la suite de fonctions (o, (f)),cn converge uniformément vers

f, c'est a dire :  lim ( sup o, (f) (z) — f(.L)) =0<= EI«P low (f) = fllo. =

n—+0 \ ze[0;2n]

Démonstration

Cette démonstration va se faire en plusieurs étapes, et pour la faciliter, en utilisant la périodicité de f,
nous alons travailler sur [—m; +7]

1. Ecrivons différemment Sy (f) (z)
= Tout d’abord :

Ck ( sz, — 27T / f —zkt dt) / f (t) eik:(w—t) dt

= Donc, et par linéarité de l'intégrale :

N

N T
SN (f) (J?) = Z Ck (f) 6““6 = Z i/ f (t) eik(z—t) dt
P 2 J_

k=—N

1 N
: —w”f()(Z et t>> dt

_ /_f ) Dy (2 — ) dt

Ou Dy ( Z e*® est le noyau de Dirichlet

2. Nous allons, mamtenant, étudier o, (f) en utilisant le noyau de Féjer

1 ™
— Nous avons oy T)=— x —1t) Ky (t) dt ou Ky est le noyau de Féjer
2
™ —Tr

Comme tout & I’heure, nous allons ré-écrire ’expression demandée :

1 N—1 1 N-1 1 T
on (f) (z) = ~ Sk(f)(x)_NZ§ f () Dy (x—t)dt
k=0 k=0 -7
™ 1 N-1 1 ™
= f(t)( D (m—t)) dt = — f) Ky (x—1t) dt
/7T N~ g m /,r N
1 ™
Nous venons de montrer que oy (f) (z) = by / f@O) Ky (x—1t)dt
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En faisant le changement de variables u = x —t <=t = x —u et donc dt = — du, nous avons :

xTr—T

jf(t)KN(:c—t)dt: —/ f(z—u) Ky (u) du

—+7

z+m
= /_ fx—u) Ky (u) du

f(x—u) Ky (u) du puisque f et K sont périodiques

—T

DoncaN(f)(x):%/j F) En (z—1) dtz%/jf(x—t)KN(t) at

3. Nous allons montrer la convergence uniforme de la suite (on (f)) yen

Soit donc € > 0
= [ étant continue sur l'intervalle [—m; 7], y est uniformément continue.
Il existe donc n > 0 tel que, pour tout x € [—m;7] et tout y € [—m; 7], si |z —y| < 7 alors

3
@)~ f )l <5

= Pour tout x € R, nous avons :

f@-on @l = 1@ (5 [ sv®ar) - [ re-nmree
= 2W/ (F (@) - f<x—t>>KN<>d|
< o [ W@ =g olKy @ d
< o | U@ Sl Ey () dit
T J{tl<n
. £ ()~ f (o= 1) K (1) dt
T St <}
> Regardons, maintenant ol lf (z) — fz—¢t)| Ky (t) dt

{Itl<n}
Dans Pensemble {|t| < n}, pour tout € R, nous avons {|z — (x — )| = |t| < n} et donc

3
@)= fa—0l<s

Ainsi :
1 € 1
Py [f (@)= f(z—t)| Ky (t)dt < 3 X5 Ky (t) dt
T J{Itl<n} T J{Jt|<n}
1 [t €
< Sx— (t) dt = =
S 27 on N 2
+m
i — Ky@)dt=1
puisque o | N (1)
> Maintenant, posons nos regards sur — / |f(z) — f(z—t)| Ky (t) dt
{n<t|<n}
* Posons M = sup |f(x |D nous avons |f () — f (x — t)| < 2M, et donc :
x€[—m;+m7)
1 M
o [f (@) = f(z = )] Kn () dt < — Ky (t) dt
T J{n<t| <} T J{n<|tl<n}

2
1 (sin(NL
* Nous avons démontré que Ky (1) = — <(t2)> .

1. On écrit souvent, aussi, M = || f||
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DO | =+
(VIS
VA
N |+
b 3

™ -7 —
Comme 7 < |¢| <7r,alors727<‘ ‘< g,c’estédire7 <t< Tnou

c’est & dire, a chaque fois :

)]
< §

=)
[\v]
(SIS

Et donc Ky (t) =

2=
Y
&
2] =
5 —~
|+ 2
N
S—
N——
(V)
/
=
2]
==
[ V]
s

+ Nous avons donc :

1 M 1
= f@-fa-Dkx@as Tx—0 | d
27 Jin<ti<my ™ Nsin® 3 Jingit<ny
M 2M
< —— | dt=

Nrsin® 2 J_, Nsin® 2

2M

‘i t cette inégalité ne dépend
— ——5 ., €U cette megalite ne depen as
2" Nsin?}] : penep

= En syntheése, nous avons |f (z) —on (f) (z)| <

dez eR 511 511
Comme lim — =0, il existe N, € N tel que si N > N, alors 0 < —5 S

N—+oco N sin g N sin g
Et donc, pour ce méme N, € N, si N > Ng, alors |f (z) —on (f) (z)] < ¢

N ™

La convergence de la suite (on (f)) yey Vers f est donc uniforme

Remarque 17 :

1.

Pour tout N € N, Sy (f) est un polynéme trigonométrique (Sy (f) € T [z]), et donc comme
T [z] est un C-espace vectoriel , oy, (f) est aussi un polynéme trigonométrique de T [z], comme
combinaison linéaire de polynomes trigonométriques.

On dit donc que toute fonction f € C(T) (fonction continue 2m-périodique) est limite uniforme
d’une suite de polyndmes trigonométriques.

Ce qui veut dire que, pour tout & > 0 et pour toute fonction f € C(T), il existe un polynéme
trigonométique P € T [z] tel que ||f — P|, <¢

Le théoreme de Féjer est parfois appelé version < trigonométrique > du théoréme d’ap-
proximation de Weierstrass

11 faut remarquer I'importance de la continuité de f dans le compact [—; +7] puisque nous avons
utilisé le théoreme de Heine.

Qu’en est-il des fonctions continues par morceaux, c’est a dire f € Cp; (7)) 7 En fait, la réponse
est simple : les polynomes trigonométriques étant continus (et méme indéfiniment continuement
dérivables) on ne peut bien siir avoir convergence uniforme vers f que la ot f est continue et
donc, il existe des fonctions f € Cp (T) qui ne peuvent étre limites uniformes de polynomes
trigonométriques.

Tout se passe donc au sens des moindres carrés

9.4.4 Théoréme

Soit g € Cps (T'). Alors, il existe une suite (fy,), oy de fonctions de C (T') (C'est a dire telles que, pour tout
neN f, € C(T)) telles que lirf | fn—glly, =0
n—-—+0oo

Démonstration

— Soit g € Cpr (T).

Il existe alors aj,as,...,any N points de discontinuité de g sur I'intervalle [0; 27]
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définie pour chaque n € N*, par :

k—% ai + D fn (@) = g(2), et fn

— On construit alors, pour n € N* la suite (fy), cn-

N
fn 1 [0;27] — C et telle que, pour tout x € [0; 27] \ ( U
k=2

. 1 1 S . 1 1
est affine sur chaque intervalle |ap — —;ax + — |, c’est a dire que si z € |ap — —;ax + — |, alors
n n n n

== 1) 30 2) o= D) o~ 1)

fn est continue sur [0; 27], par construction

1 2m
— Nous avons || f, — g||§ = %/ |fn () — g (t)|? dt, et par construction des f,, nous avons :
0

I ol = o (Z [0 s dt)
1 1} :

— Regardons ce qui se passe au point de discontinuité ay, ou plutot, sur 'intervalle {ak — —aE — —
n n

i -a0i= Jo(a-1)+ 2 (o(a+ 1) =g(a-1)) (- (a-1)) -o00]
¢ b= D-sfgblosnd el -

Appelons M = sup |g(x)]|, alors :
xz€[0;27)

1
g (ak - *) — g(t)‘ < 2M, tout comme
n

*

1 1
oo 1) (o 2)| <o
n n

. . . 1 1
* Nous avons aussi, en considérant la longueur de I'intervalle {ak - —ar+ —|,
n n

()
t—\ar—— )| <
n

Ce qui fait que :

(s )=o)

Et donc, en synthese :

n
2

|fn (8) — g (1) < AM <= |f,, (t) — g (1)]* < 16M?

D’ou :
artoy 5 ar+x 9
/ [fo (8) = g (1)l dt</ 16M2dt = 16M2 x =
ak** ak*TIL n
1 2 16M2N
Et d w— gl < = 16M2 x = | = 278
onc, ||f 9||2 om (}; X n) mr
16M2N
Comme lim ——— =0, nous avons aussi lim || f, — g||§ =0.
n—-+0o00 nm n—-+o0o

Ce que nous voulions : nous avons trouvé une suite ( fy,)

0

nen de fonctions de C (T') telles que ngrfoo | fr —glls =

Remarque 18 :

11 est donc possible de dire que, pour toute fonction g € Cps (T') et pour tout € > 0, il existe une fonction
M?N
continue f € C(T) telle que ||f — g||, < € : il suffira de choisir une fonction f,, telle que < g2
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9.4.5 Corollaire

Pour toute fonction g € Cas (T) et pour tout £ > 0 il existe un polynéme trigonométrique P € T [z] tel que
[P —gll,<e

Démonstration

Soit g € Cpr (T) et € >0

Il existe f € C(T) tel que ||f — g||5 < %
Il existe un polynoéme trigonométique P € T [z] tel que || f — P||, < =

2
D’aprés 9.3.3, nous avons ||f — P|l, < ||f — Pl < g

Donc :
I1P=gll, <IP—flly+If =gl <If =Pl +IIf —glly <

N ™

Ce que nous voulions

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 434



	III Les séries
	Séries trigonométriques, séries de Fourier
	Le théorème de Féjer



