Chapitre 9 Séries trigonométriques, séries de Fourier 9.5 Moyenne quadratique

9.5 Approximation en moyenne quadratique

9.5.1 Inégalité de Bessel

Soit f € Cpr (T), c'est a dire une fonction périodique de période 27 et continue par morceaux
N

N
On considere Sy (f) (z) = Y Ci(f)e™ = > (f/ex)e*™

k=—N k=—N

1. Parmi tous les polynémes trigonométriques Qn € T [x], Sy (f) est celui qui réalise I'écart minimal
avec f au sens de la norme des moindres carrés, c'est a dire,

1f = Sn (Dl < 1f = Qnll

2. On a, en fait,

2 N
= Sv =50 [ 1rOF &= 3 Jacln)r

k=—N
1 27T

o £ (t)|? dt Cette dernigre inégalité est I'inégalité de Bessel
s

N
3. Etdonc > e (f)l5 <
k=—N

Démonstration

Cette démonstration utilise 'outil géométrique

L. Soit Qn € Ty [z]. Alors, f —Qn = f—=Snv(f)+ 58 (f) - Qn
Comme Sy (f) — Qn € Tn [z] et que, d’apres 9.3.7, Sy (f) est la projection orthogonale de
f sur Ty [z], Sv (f) — f est orthogonal & tout élément de Ty [z], nous avons, en particulier

(Sn (f) = f/Sn (f) —@n) = 0.
On peut donc appliquer le théoréme de Pythagorre :

If = @nliz =1If = Sx (f) I3+ ISy (f) — Qw13

Donc,
If = QI3 = I1f = Sv (N3 <= If = Sw (H) 2 < |If = Qwll2
Et ceci est vrai pour tout Qn € Ty []

2. En prenant, comme cas particuler pour @y le polynéme nul, nous retrouvons ce que nous avons
établi en 9.3.7 :

I£13 = 11f = Sn ()13 + 1w (f) 113 (9-1)

Ce qui montre que ||Sy (f) |3 < ||f]13, c’est & dire [|Sny (f) |l2 < ||f]l2, ce qui est le lot de toutes
les projections orthogonales

1 2T
Or, |IfII3 = 27T/o |f (2)[? dz d'une part, et d’autre part, |Sx (f) |3 = (Sx () /S (f))-

N N
D’apres 9.3.7, nous avons |Sy (f) [3= > 1Ck ()P = D [(f/en)]?
k=—N k=—N

D’apres ’équation |9.1] nous déduisons d’une part :

2 L[ 2 al 2
15 =Sw (DB =52 [ 1F@ORd= Y Je ()
0 k=—N

Et, d’autre part,

N 27
> e ()P < ;W/O If () dt
k=—N
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Remarque 19 :

N
En posant Sy = Z |k (f)|2, alors, d’apres [9.5.1} la suite (Sn)ycy est une suite a termes positifs,
k=—N

1 2w
croissante et majorée par o / |7 (t)]? dt. Elle est donc convergente.
T Jo

9.5.2 Proposition

Soit f € Cpr (T'), c'est a dire une fonction périodique de période 27 et continue par morceaux
Alors |a série de Fourier de f converge vers f en moyenne quadratique, c'est-a-dire NliIle lf =S~ (=0
—+o00

Démonstration

Soient f € Cps (T') et € > 0.

D’apres le corollaire 9.4.5, il existe un polynéme trigonométrique P € T [z] tel que ||[P — f||, < e.
Soit p = degP, alors, pour tout N > p, T, [z] C Tn [z] et donc P € Ty [z].

D’apres[9.5.1] nous avons, pour tout P € T [z], ||f — Sv (f)lly < || f —Plly, <e

Ainsi, pour tout € > 0, il existe p € N tel que si N > p, alors ||f — Sy (f)|l, <€

Ce que nous voulions, ¢’est a dire NLHEOO lf=Sn(fll,=0

9.5.3 Corollaire : Egalité de Parseval

+o0o
Soit f € Cpr (T'). Alors, la série numérique Z e (f)|® est convergente, et, nous avons :
k=—o0
400 ) +o0 ) 1 2T 5 )
>l = S Wt = o [ 1F@F @ =1
k=—oc0 k=—oc0 0
Démonstration
N
1. Nous avons déja posé en remarque que si Sy = Z e (f)|2, alors, d’apres [9.5.1) la suite
k=—N

1 2m
(SN) Nen étant une suite a termes positifs, croissante et majorée par 2—/ |f (t)? dt est donc
T Jo

convergente.

1 27 N
2. D’autre part, d’aprés [9.5.1) nous avons || f — S (f)||3 = g/ FOF dt— > ex ()
0 k=—N

Comme, d’apres [9.5.2 nous avons lim ||f — Sy (f)||3 = 0, c’est & dire
n—-+oo

. I 2 al 2| _

k=—N
N 2
R N , 1 ) S
utrement dit lim Z lek (O = — |f ()" dt, ou, ce qui est équivalent
n—-+oo W 2 0
+oo “+oo 1

27
Sl (D= Y Uffe)f = [ 1f @ dt=]fI
27 Jo

k=—o00 k=—o0

Ce que nous voulions
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9.5.4 Corollaire

Soit f € Cpr (T). Alors les coefficients de Fourier de f tendent vers 0. Plus précisément :

lim ¢,(f)=0et lim ¢, (f)=0

n—-+oo n——oo

Démonstration
+oo +oo
Nous venons de démontrer que Z lex ()7 = |If]1%, cest & dire que les séries numériques Z lew ()]
k=—o0 k=0

+oo
et Z lc_i (f)|? sont convergentes.
k=0

La conclusion vient de la théorie des séries numériques.

Exercice 5 :

Démontrer que si 2 fonctions u et v continues ont les mémes coefficients de Fourier sont égales.

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 437



	III Les séries
	Séries trigonométriques, séries de Fourier
	Moyenne quadratique



