Chapitre 9 Séries trigonométriques, séries de Fourier 9.8 Correction des exercices

9.8 Correction des exercices

9.8.1 Exercices du cours
Exercice 1 :

Soit f € C1 (T). Démontrer que les coefficients de Fourier de f' vérifient, pour tout n € Z, ¢, (f') = inc, (f)

1 2 )
Nous avons, par définition, ¢, (f') = o I (t)e "™ dt.
T Jo

Nous allons faire une intégration par parties :

(= u=so

v=e"" ¢ = —ine

, 1 2m , Cint 1 Cint27 ) 2m
en (f) = — frye ™ dt=—[f@t)e™], +in

T o 0 2m

f(t)e dt)

0

Comme la fonction f (t) est périodique et de période 27, nous avons

[£ () e™™]5" = f(2m) e — £ (0) = f (2m) = £ (0) =0
1 27 . 1 2 ‘
Et donc, ¢, (f) = o X in ; ft)e ™t dt = m% ) f @) e ™ dt = inc, (f)
Ce que nous voulions
Exercice 2 :
Soit f € Cp (T), une fonction périodique de période T, intégrable sur tout intervalle borné. Montrer que

x+T
I'intégrale / f (t) dt, ne dépend pas de x

C’est un exercice classique de Lq!!
Par la relation de Chasles :

/;+Tf(t) dtz/:f(t) dt+/0Tf(t) dt—|—/;+Tf(t) dt

x+T
Nous faisons, dans I'intégrale / f(t) dt, le changement de variables u =t — T. Alors, d¢t = du et

T
/HTf(t)dt/Oxf(quT)du

T

De la périodicité de f, nous avons f (u+T) = f (u) et donc :

/HTf(t) dt:/oxf(u+T) du:/oxf(u) du

T
Et donc : /zHTf(t) & — /z:f(t) dt_,_/OZf(t) dt+/{+Tf(t) dt
- /zf(t)dt—i—/o f(t)dt+/0 f(u) du
_ /Tf(t)dt
z+T i

T
Ce qui montre bien que / f@) dt= / f(t) dt qui est une intégrale qui ne dépend pas de z.
0

x
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Exercice 3 :

Soit [ périodique et de période 2 dont les coefficients de Fourier sont notés c,, (f). Quels sont les coefficients
de Fourier de la fonction translatée g (t) = f (t —tg) 7

> Tout d’abord on vérifie, sans difficulté que g est aussi périodique et de période 27 :
gt+2m)=f(t—to+2m)=f(t—to) =g (t)

> Maintenant, calculons les ¢, (g), les coefficients de Fourier de g :

1 27 bt 1 2 -
cnlo) =g [ aOe M=o [ pa- et
0 0

On fait le changement de variable classique u =t — ty, alors du = dt et, alors :

2m 27—t
cn (9) = i fl—t )e‘ikt dt = i ’ f (u) e—ik(utto)
! 2m Jo 0 27 J_

¢
e*ik}to 2w —to . e*ik?to 2m .
= / f(u)e e dy = (u) e~ du
2y, 2 Jo

e—ikto Cn (f)

Exercice 5 :

Démontrer que si 2 fonctions u et v continues ont les mémes coefficients de Fourier sont égales.

1 2m ) 1 2m ]
/ u(t)e "™ dt et ¢, (v) / v (t)e " dt,
0 0

1. Trés généralement, nous avons ¢, (u) = o
T

2T
d’ol nous tirons :

1 2 ) 1 2m ] 1 2 )
en (u)—c, (v) = Py /0 u(t)e "t dt—% ; v(t)e " dt = o ), (u—v)(t)e ™ dt = ¢, (u—v)

Nous avons donc ¢, (u —v) = ¢, (u) — ¢y, (v)
2. D’autre part, comme ¢, (u) = ¢, (v), nous avons ¢, (v —v) = 0 et en utilisant I'identité de
Parseval, nous avons :

400 ) 1 2m 9
> lentu—v) =5 [ lw-v)OF &
n=-—oo 0
1 2m 9
Clest a dire 2—/ |(u—v) (t)]" dt = 0 et donc, comme u et v sont continues, nous avons
T Jo

|(u—v) (t)]* =0, Cest & dire (u—v) =0 <= u=0v

9.8.2 Applications directes du cours
Exercice 6 :

1. Soit f une fonction continue périodique et de période 2rt. On suppose f de classe C*. Montrer que
. 1 )
c estuno| —-
(en () (&

Question pas tres difficile en soi
— Nous avons déja montré en exercice que pour tout n € Z, ¢, (f') = inc, (f)
— Par une récurrence simple, on montre que, pour tout n € Z, ¢, (f(k)) = (m)k en (f), et donc
|en (FP)| = 0" len (£)]
— En appliquant 9.5.4 a ¢, (f(k)), nous avons :
. x)) _ . k o len (f)]
ngr—iI-loocn(f )—O<:> lim n%le, (f)|= lim T

n——+00 n——+oo —
nk

=0

Et nous avons bien (¢, (f)) € o (i)

nk
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2. Etude d’une réciproque

. . 1 . ..
Soit (¢p),,cz une suite de nombres complexes tels que ¢, € o <|k) pour tout entier positif k € N.
N
—+oo
On considere la série : S (x) = Z cpe™”

n—=—oo

Montrer que la série S converge normalement sur R, que sa somme est de classe C*°

1 c
= Que ¢, € o — | veut dire que lim | 1n| =0<«<= lim |cnnk| =0
|’I’L| n—+oo W n——+oo
Donc, pour tout k € N et tout My, > 0, il existe Nj, € N tel que si |n| = Ny, alors |c,n*| < My
Ceci est vrai, en particulier pour ¥ = 0 et k¥ = 2. Done, pour |n| > max{Ny, Na}, nous
avons |c,| < My et |c,|n? < My, et en additionnant, nous avons, si |n| > max {Ny, No},

My + M-
‘Cn| (1+n2) <M0+M2 e |Cn| < M

L My + M.
N . +
Nous avons, en particulier, pour tout |n| > max { Ny, No} et tout = € R, ’cnemﬂ < %

n

My + M, . .
Le nombre réel Tz est le terme général d’une série numérique convergente et donc la
n

série S converge normalement, donc uniformément sur R. S est donc continue sur R
+oo

= Les dérivées successives de S sont du type S*) (z) = Z (in)" cpe™®.

n=-—oo
Comme tout a I'heure, il existe une constante M > 0 et un entier NV € N tel que sin > N,

’(m)lc cnl| <

de classe C*®

M
P Donc, pour tout k € N, la série S*) converge normalement, et S est donc
n

Exercice 7 :

Soit f: R — C 2w-périodique, dérivable, telle qu'il existe A\ € R vérifiant, pour tout t € R

Pt =+

1. Démontrer que, pour tout n € 7, nous avons (m — ei”)‘) e (f)=0

Voila une question qui ne pose aucune difficulté.
— Tout d’abord, nous avons ¢, (f') = inc, (f)

— Ensuite :
1 27

2m
, 1 4
n AN / t —int dt = — t A —int dt
en(f) =g [ e 3 | F e
En faisant le changement de variable des plus classiques u = ¢ + A, nous avons :

27 2m—A

ft+N) e ™dt = / f(w) e™™m=N dqy
0 ._A 2m—X .
— ezn)\/ f (U) e—zn(u—/\) du
-A
— eln)\/ f (u) e~ dy,
0
, 1 [ , ,
De telle sorte donc que ¢, (f/) = €™ x o f(u)e™ ™ du = e™ e, (f)
T Jo

— Nous avons donc ¢, (f) = inc, (f) = €™ ¢, (f), et donc :

ey, (f) = e, (f) = inc, (f) — e, (f) =0 (m — ei"’\) en (f)=0
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2. En déduire pour quelles valeurs de )\, on peut effectivement trouver une telle fonction f non identi-
quement nulle.

Si f est une solution de I’équation différentielle f/ (t) = f (t + \), alors f est dérivable et la relation
f'(t) = f(t+ )\) entraine que f est de classe C!. D’apres le théoréme de Dirichlet, f est donc

“+oo
somme de sa série de Fourier et donc f (z) = Z cn (f) e
—00

S’il existe une solution & 1’équation différentielle f’ (t) = f(t+ A) non identiquement nulle, il
existe ng € Z tel que ¢y, (f) # 0.

L’identité (ino - emoA) Cno (f) = 0 implique donc que ing — €0 = 0 <= ing = ™m0},

En passant aux modules, nous avons ng = +1 et donc

A T

— Sing =1 alors ¢ =i et donc A\ =

4 T
— Sing = —1 alors e = —j et donc A\ = 5
La valeur de A, pour laquelle on peut effectivement trouver une telle fonction f non identiquement

T : )
nulle est A = 5 et, & ce moment, f (z) = ae™"* + be'”.

Réciproquement, nous vérifions sans difficulté que si f (z) = ae™* +bei®, alors f' (t) = f (t + g)

Exercice 8 :

1. Soit f une fonction numérique de période 2 telle que : f (x) = x? si |x| < 7 Calculer les coefficients
de Fourier de f

(a) Calculer la série de Fourier de f

Tout d’abord, commencons par faire le graphe de f(Figure

FIGURE 9.12 — Graphe de f (z) = 22 sur [—7; 7]

1 (7 ,
e Dans le cas présent, nous avons, pour tout k € Z, Cy, (f) = 2—/ 2okt gt
T™J_x
1 [" 1 [t31" 2
— Ensuite, on remarque que C| = — 2dt = — {7} =
que que Co (f) 277/_# ol i

1 T .
— Calculons maintenant, pour k € Z et k # 0, ¢k (f) —/ t2e "t dt
™

™
Le calcul de / t2e "t d¢ va se faire en 2 intégrations par parties successives.
-7
¢ Pour la premiere :

_e—’th
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D’ot :

™ ) 2okt | 9 [T )
t2 —ikt dt = 7/ t —ikt dt
/_W ‘ { ik }ﬂJrik; L

—72 (=1)" + ( ) 2 [T ikt
- 2 ekt gy
it 7 /7r y
9 [T
= = te~ "t qt
7

—T

s
¢ Calculons, maintenant, / te~ ™! dt par parties
-7

Et donc :

T —te=]T 1 T
t —ikt dt = 7/ —ikt dt
/W ¢ { ik Lfik L
k

GG {w

ik ik | —ik
—or (71)’c 1 eikm _ p—ikw
= X ——
ik ik —ik
(1)t
N ik
i \ 2 —2r(-1)%  ax(-1)*
¢ D’ou, en remontant, /_7r t?e~kt dt = o X ﬂi(k: ) = W(k2 )
Et donc,
1 (4 (=1)" 2 x (=1)"

e (Calculons, maintenant, la série de Fourier de f
On remarque que ¢ (f) = c—x (f) et donc

% " - 2 XRax (—1)k
Sy (x) = ?—sz:l%(f)(e + ) ?—i—;Tx%:oslm

on? 24 =X 41 coska
- 3 2

3 = k

2 +oo k
4(-1 s k.
La série de Fourier est donc Sy (z) = % + %
k=1

(b) En déduire :

+oo 1
L)
p=1 p
Nous pouvons remarquer que f est de classe C! sur [—; 7] et que nous pouvons appliquer
le théoreme de Dirichlet
En o = 7, nous avons f (7) = 7% et Sy (1) = f (7) = 7% et donc :

2 +oo k
4(—1 k
l +Z ( ) COS KT :7_[_2

2
3 = k
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Mais, ce n’est pas fini!!
Nous avons cos kr = (—1)" et donc (—=1)" cos kr = (=1)* x (=1)F = 1. D’ou :

2 +o00 k 2 +00
™ 4(—1)" cos km 9 ™ 4 9
34’ E —_—— =T <:r>§+ E — =T

2 2
k=1 k k=1 k
<~
+oo 2 2 +oo 2
1 —27 1 s
4y —=-—— 4= = =—
2 3 + 3 Z k2 6
k=1 k=1
=1 2
Nous retrouvons le résultat classique : Z ol
p=1
00 P
N (-1)
Byl
p=1

Nous appliquons le théoreme de Dirichlet
En z = 0, nous avons f (0) =02 =0 et S (0) = f(0) = 0 et donc :

2 400 k 2 +o00 k

™ 4(—1)"cosk x0 ™ (-~

5 +Z—fo<:>~3 +4kz =0
=1

2 2
Pt k k
2
D = —
ol, Z k2 12
00 1
iii.  E—
2
,;) (2p+1)
Y-a-t-il une véritable difficulté & cette question ? Il suffit de remarquer que :
—+oo +oo —+oo
1 1 1
— + Z -
2 2 2
p; p pz:; (2p) =0 (2p+1)
——
Somme des termes de rang pair Somme des termes de rang impair
+00 1 400 1
Et donc c’est a dire que nous avons — =
; 5= Z Z g Z G 1f
+oo
3 1
s
3 w2 g2
Et donc, — S -
Z 2p + 1 4 6 8
00 1
vy
p=1 p
+o00o 1 27
L’égalité de Parseval nous donne Z lew (F)]2 = —/ IF ()| dt
27
k=—oc0
+oo
Dans notre cas, nous avons Z lew () = Jeo (F)] + QZ lew ()|, puisque ¢ (f) =
k=—o0

ek (f)

7t X4 1 T
C’est?adire9+2’;k4:2ﬂ/ﬂt dt. Or

/Tr thdt = {ir I GO N
o L5 B B

—T
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1 27

Et donc, 7/ IF @) dt = —.
2 Jy

En synthese,

*”21&25‘:’821@4:45 Zk4:%

+oo 1
V. e ——
p; (2p +1)*

Nous allons recommencer ce que nous avons fait dans une précédente question.

+o0 1 400 1 +o0 1
E — = E [ + E /s ~
4 4
p=1 pt p=1 (2p) p=0 (2p+1)
———

Somme des termes de rang pair Somme des termes de rang impair

=ZZ

2p—|—1
foo 4 4
1 15 = T
Bt d 7§: E: Zw _15 2
one < (opt 1)t 1690 96

2. Soit g la fonction périodique et de période 27 , définie pour x € [0; 27| par g (x) = x>

Comme, tout a I’heure, faisons le graphe de g :

FIGURE 9.13 — Graphe de g (z) = 22 sur [0; 27]

Alors que nous pourrions penser le contraire, il est parfaitement clair que nous avons f # g.

De plus, g n’est pas une fonction paire, puisque, par exemple, g (2) =4 et g(-2) = (-2 + 27r)2 ;
nous avons done g (2) # g (—2)

(a) Déterminer la série de Fourier de g
1 2 )
e Nous avons, pour tout k € Z, C (f) = 2—/ t2e "kt qt
T Jo

[ 1 [ 47
— Ensuite, on remarque que Cy (f) = > / t?2dt = o { 3 } = %
T Jo ™ o

1 27 )
— Calculons maintenant, pour k € Z et k # 0, ¢, (f) = o / t2e~ ikt qt
7r

27
Le calcul de / t2e "t dt va se faire en 2 intégrations par parties successives.
0
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¢ Pour la premiere :

u=t> u' =2t
' ikt

v = —ikt v =

ik
D’ou : )
2 2 ,—ikt <™ 2
/ T t26—ikt dt = —t7e™" ' + z / Trte—ik:t dt
2 2

— —4m 2 " ikt dt

TART A

Et donc :

27
ik
2 2 ik _4772 2 —27 47 4w
o D’on, en remontant, ; tPe " dt = e +E o SR
Et donc, pour k # 0
1 ( 1 z7r>) 2 2w
L (/P TR LN T O I Ll
% (9) 2(”k2+k 2R

Remarquons que c_k (g) = ¢k (g9)
e (Calculons, maintenant, la série de Fourier de g
Si Sy (x) est la série de Fourier de g, nous avons :

42 X . -
Sg(2) ===+ (e (9)e™ +cr(g)e™™)
k=1
Regardons de plus pres ¢ (g) € + c_p (9) e~ pour k > 1

> Nous allons utiliser une premiere méthode en utilisant une méthode de calcul brutal;

nous allons développer :

cr (9) € 4 c_p (g) e = (% + 2%) (coskx + isinkz) + (

. 2
= ﬁcosk;;:—i—zk smk;;:—l— 2
ﬁcoskx—iﬁsinkx— 3

72 coskxr — % sin kx

> La seconde méthode consiste & utiliser le fait que c_g (g)
moment 1a :

e (9) €™ + ek (9)

2 2
Et en faisant le calcul de ( 2 ZT
, 4 4
2Re (ci (9) €*7) = 73 Cos kx — % sin kx

2

k2

2
coskxr — % sinkx + .

2

k

) (cos kx — isin kx)

2 2
ﬂcos kx — —ﬂ-sinkx

k

¢k (g). Nous avons, a ce

efilm = (g) eikx _,_W = 92Re (Ck (g) eika:)

+ —) (coskx +isinkz), on trouve facilement que
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Ainsi, la série de Fourier de g est donnée par

47T2 +oo

4
Sg(x) = — + — coskx — T sinka
3 =k

400 1 +o0o 1
(b) Calculer Z ot puis Z e
p=1 p=1

—+o0
— Calculons Z
p=1

f est de classe C! par morceaux, et donc, d’apres le théoreme de Dirichlet, pour tout € R

1
)

5y () = () = L TI0T)

2
. 0t 0~ 1
Donc, S, (0) =g (0) = 9 )—;—g( ) _ 3 (0 + 4n?) = 272,
Ainsi,
4r? IR a2 X4
S’g(O):27r2—T+Zﬁcosk0 7smk0:?+ =
k=1 k=1
too 2 2 +oo 2 2
4 4 27 1 2 s
Dot — =t = — =W
o) gE == 212 6
k=1 k=
“+o0
— Calculons maintenant Z -
p=1
4772 2 too 1 2w
L’identité de Parseval nous donne : ( 3 ) +Z |ck (g)|2—|—|07k (g)|2 — %/ lg (ac)|2 de,
k=1 0
c’est a dire, en utilisant c_x (¢) = ¢k (g), nous avons :
1 [ 160t X
o [ l9@) de=——+23 Jer(9)
27 9
0 k=1
2 2”4 4n?
* Nous avons |¢; (9)> = = + z% =1 + l{%
* De méme, nous avons :
12 ) 1 [ 1 (227" 1 327  16x%
o ), l9@Ide 27r/0$$ or 51, —2r 5 5
Donc :
167t 160t X < 4 4772>
= 2 il
5 9 + ; k4 + k2
<
+oo 4 too
1 167% 167 X1
82 L4 5 9 — 8 Z 2
k=1 k=1
=
too 4 4 2
1 16 16
8) = — — = 8% x
k* 5 9 6
k=1
<~
=1 d
00
Pt k 90

OUF!!
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Exercice 9 :

Soit f une fonction numérique de période 27 telle que :

m—x six e [0
f(z) = { 7+zsize|[-m0|

1. Calculer la série de Fourier de f

Nous n’allons pas déroger a la regle qui consiste & en faire le graphe (Figure M) :

FIGURE 9.14 — Graphe de f

1 (" :
= Pour tout k € Z, nous avons ¢, (f) = 2—/ f(z)e ™ de.
T™J_n

Remarquons que f est une fonction paire de Cj,; (T') ; nous allons utiliser cette parité.

us 0 T
> Tout d’abord, / f (@) e kT qp = / f (=) e~k +/ f(x) o—ike qp
- o 0

0
> Regardons l'intégrale / f(z) e~ dz et faisons y le changement de variables u = —z;
du -
alors Pl —1 <= do = —du et donc :
x

0 0 T
T e—ikx T = —u eiku —du) = " eiku U
fa)e e = [ et can = [ feta

—T

> Ainsi : o
/ f(z)e ™ de = / f(x)e * o de + / f(z) e *@dx
ar — 0
= / f (u) e™™ du + / f(z)e ™ dx
0. 0
_ f (:C) <6iku + efikz) dx
0 T
= 2/ f (z)coskx dx
071'
= 2| (r—2x)coskxdx
0
. 1 4 1 ("
Ansi, ¢ (f) = — % 2/ (m —x)coskxdx = f/ (m — x) coskx dx
2w 0 ™ Jo
T 2
:>PourkzO,nousavonsco(f):;_/O (w—x)dx:%x%:g

= Pour k£ # 0, nous allons calculer / (m — &) cos kx dz par parties.
0

u=mr—z u =-1
1
v/ =coskr v = —sinkx

k

Nous avons :
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D’ou : . .
/ (m —x)coskxdx = {E mkzx} —i—f/ sin kx da
0 k 0 k 0
1 {f Ccos kx} T
i
= 12 [— cos k],
1 k
- k2 (1 = (=1) )
k
1 (" 1—(=1)
Donc, Ck(f)zﬂ/o (r — z)coskaxdx = ( 2 )
Remarquons que nous avons ¢ (f) = c—x (f) et donc la série de Fourier de f est donnée par :
T X X
_ ikx —ikx\ __
Sf(x)—g—l—];ck(f)(e +e )—E—I—ZQC;.C(f)cosk;x
Remarquons tout de suite que :
2k 2k+1
c (f)—i(l_(_l) >—Oet ue ¢ (f)—(l_(_l) +)— 2
2  (2k)? e cakn T2k+1? 72k +1)
+
T 4
Et donc Sy (z 5 - Z 2 cos (2k+ 1) x
00 1
2. Retrouver —_—
nz::o (2k +1)°
On peut donc, sans probléme appliquer le théoreme de Dirichlet.
1
Nous avons : S :er ,Cestadlreﬂ*er —_—
= 1 T w  w?
D’ol nous obtenons Z — ==X - = —
“(2k+1)> 24 8
Exercice 10 :
Montrer que, pour x: € [0; 7], on a, 4 la fois :
2 +00 400 .
™ cos 27236 8 sin(2n + 1) x
x(r—x)=— T—x)=— _—
( 0 g rir) ”; (2n+1)°

Pour le démontrer, inspirez vous des graphes de la figure[9.17 :

FIGURE 9.15 — Graphes possibles
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C’est une question trés surprenante : une méme fonction qui s’exprime de 2 fagons différentes sur le
méme intervalle [0; 7[.
Pour résoudre cette question, nous allons étudier 2 fonctions f et g, périodiques et de période 27 qui ont
la méme expression sur l'intervalle [0; 7]
1. Soit f une fonction impaire, périodique et de période 27 définie sur [0; 7| par f(z) =
x(m—x)

FIGURE 9.16 — Graphe de f
. 1 " —ikx
= Comme toujours, nous avons pour tout k € Z, nous avons ¢ (f) = o f(x)e dz
™ —T

g 0 ™
Tout d’abord, [ f(x)e *dz= [ f(z)e ™ du+ / £ (@) e dp
- ;

—T

0
Regardons 'intégrale / f (x) e"*® dz et faisons y le changement de variables u = —x ; alors
du N
— =—-1<= do = —du et donc:
dz

[rwetan= [Crcnes o= [Trmet

Donc,

/ f(z)e e de = —/ f (u) e du + / f(x)e ™ da
- 0 0
f(ll?) (efikm o eikm) dz
= —2i/ f (z)sinkx dx
071'
= —2i/ x (m — x)sinkx da
0
1 s . s
Alnsi ¢ (f) = — X% 721'/ x(m—x)sinkxdr = —Z/ x (7 — x)sinkz dzx
2w 0 ™ Jo
= D’ores et déja, nous avons ¢q (f) =0

= Soit k € Z et k # 0. Nous allons calculer x (m — ) sin kax dx par une double intégration

0
par parties.

* Nous avons, pour la premiere intégration par parties :

lu:x(ﬂ—x) u =7 —2x 1

v = sinkx v = —cos kx
D’ou :
4 ) x(x—m) S
x(m—x)sinkrdr = |——coskx| + — (m — 2x) cos kx dx
0 1 k o kJo
= f/ (m — 2z) cos kx dx
k Jo
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s
* Nous intégrons, maintenant / (m — 2x) cos kx dz par parties. Ainsi :
0

u=m—2zx u =-2
1
v/ =coskr v= Esinkw

D’Ou s s 2 ™
/(W—Qx)coskxdm: {W_ xsinkx} —|—-/ sin kz dx
0 5 /7 o ko
= k/o sin kxz dx
2 [—coskx]™ 2 &
T
2((-0"" +1)
= =
* En remontant, nous obtenons ¢ (f) = _72; (1 4 (,1)k+1)
™
= Comparons ¢ (f) et c_i (f)
_ % Ry - —2 pEHY 2 DEHL)
()= —— (14 (D7) = —5 (14 (D) = 5 (14 (D)) = —a ()

= Alors, la série de Fourier de f est donnée par :

+oo
x) = ch (f) (e““” - _““” Z ek (f) (2isinkz) =
k=1

Remarquons que si k est pair, alors 1 + (—1)]€+1 =0 et si k est impair, 1 + (—1)k+1 =2.

Nous en concluons donc :
OO .

8 Z n (2k + 1

T (2k+ 1

D’apres le théoreme de Dirichlet, nous avons, pour tout x € [—m; 7| et en particulier lorsque
x € [0;7]

sin ( 2k—|—1
z)=z(r—x)
/@) kz 2k+1

2. Soit g une fonction paire, périodique et de période 27 définie sur [0;7[ par g (z) =
x(m—x)

FIGURE 9.17 — Graphe de ¢
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1 (7 .
= Comme tout a ’heure, nous avons pour tout k € Z, nous avons ¢ (g) = o / g(z)e ™ dz
T™J_n
™ ] 0 ] T )
De méme, / g(z)e *dy = / g (z)e ™ dg 4 / g(z)e *® dg
-7 0 -7 0
Regardons 'intégrale / g(x) e~ % dz et faisons y le changement de variables u = —x ; alors
—T
d
—u:71<:> dz = —du et donc :
dx
/ g(z)e ™ dy = / g (—u)e* (—du) = / g (u) e du
- ™ 0
Donc,

/ g(z)e *Fdy = / g (u) e du + / g(z) e dg
-7 0 0
= / g (z) (e + e*7) da
0

= 2/ g (x) cos kx dx
0

2/ x (m — x) coskx dx
0

™

[ A L
2 3l mw\2 3/ 6

= Soit k € Z et k # 0. Nous allons calculer / x (m — x) cos kxz dz par une double intégration
0

1 i 1 [
Ainsick(g):%x2/ m(w—m)coskxdx:—/ x (m — x)cos kx da
0 0

= Calculons ¢q (g)

par parties.
* Nous avons, pour la premiere intégration par parties :

u=zx(r—z) v =7m—2x
v’ = coskx v = %sinkx
D’ou :
x(x —m)

™ ™ 1 sy
/ x(m—x)coskxdr = { sin kx} - = / (m — 2x) sin kx dx
0 ) o kJo

= - /(W—2x)sinlmdx
kJo

™
* Nous intégrons, maintenant / (m — 2x) sin kx dz par parties. Ainsi :
0
u=m—2r u =-2
—1
v =sinkzr v= ?cosk:c

Xr—T
k

D’ou

/ (m — 22)sinkxdr = { cos kx} - = / coskx dx
0 k o kJo

A (=)'7m+7 2 {sinkzac}7r
U k) kLR
E<1+(_1)k)
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-1
* En remontant, nous obtenons ¢, (g) = = (1 + (—1)k>
= Comparons ¢ (g) et c_i (9)
-1 _ -1
c—k(9) = W (1 +(-1) k) =2 (1 + (71)16) = (9)

= Alors, la série de Fourier de g est donnée par :
cos kx

2 too T
Sy (z) = 7; —|—Z ek (9) (e“” + eiikx) = %+Z ¢k (g) (2coskx) = €—2Z
k=1

Remarquons que si k est pair, alors 1 + (—1)]c =2 et si k est impair, 1 + (—1)]c = 0. Nous en
concluons donc :

2 too 2  t
T 2 T cos 2k
Sf(x):——QZﬁCOSQk:—— 3
6 = (2k) 6 = k
D’apres le théoreme de Dirichlet, nous avons, pour tout z € [—m;7[,et en particulier lorsque
x € [0;7]
2 o
s cos 2k
r)=z(m—1)= — —
@) =em-=" .
k=1
Ce que nous voulions
Exercice 11 :
1

1. Soit a > 0. Développer en série entiére la fonction f (x) = e
r+e

C’est une question classique de série entiere. Nous avons :

e ] (o

x+e* e*(e x+1) 1+e %
1 n n __
Pour |e7%z| < 1 <= |z| < €%, nous avons ———— = —e %) = —1)" e "™
jeal i et () =

Et donc, pour |z| < %, nous avons f (r) = e @ Z (=) e 2™ | = Z (—=1)" e~ (nHDagn
n>=0 n=0
2. Démontrer que, pour tout x € R et tout a > 0, nous avons :

1 1 ( e e @ )
cosx +cosha sinha \ei® +e2 @ 0

Question qui ne pose aucune difficulté : il faut savoir calculer!!
eix + efim’ e + e @ ) el — =@
Tout d’abord, rappelons que cosx = ———, cosha = ——— et sinha = ——

2 2 2
Et donc :

1 ( e® e @ ) _ 2 (e“e” +1—e % — 1)
sinha \e® + et et fema)  ea—e=a \ (gt 4 ea) (ei® 4 )

_ 2 (4 —e™9)ei®
- ea — g—a 627L:E + e—aeiT + el ea +1
2eic B 2
e2ir | e;aeix + eizea 1 I eiT 4 e—a 4 o0 4 g—iT

2cosx + 2cosha - cosx + cosha

Aucune difficulté, donc
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1

3. En déduire le développement en série de Fourier de la fonction g définie par g () = —————
cosx + cosha

aveca >0
1 1 e? e ¢
Nous allons utiliser 1’égalité = — ( - — — >
cosx +cosha sinha \e® +¢e% €% 470
e? 1
— Tout d’abord, — pe = —— 1 Comme |e @ “”| = e~ % < 1, puisque, comme a > 0,
e e e %e

~® < 1, nous pouvons écrire, pour x € R,
— § : n —na nzz
ell‘ ea
+ n=0

—a —a,—ix

. e e e . _ )
— De méme, — = — . et comme |e %e ””| = e % < 1 nous avons aussi :
e’LJC + e—a 1 + e—ae—zx

— E 7l —na —TL'LI
1+e ae T

n>=0
Et donc :
e—ae—ix ) B iy
I " - — = e Qg% Z (_1)716 nae niT
e “e
n=0
- Z (-1)" e~ (n+Da,—(n+1)ix
n=0
_ Z (_1)71*1 e~ NiT
n=1

— D’ol1, maintenant :

1 1 R
— i Z (_1)n e MapTNIT _ Z (_1) 1 o0 o NiT

cosx + cosha sinh a
n=0 n=1
1 1 .
— 1 n e na 7n7,z _ -1 n —na _,—nixc
sinh a ; Z Z (1) c e
n>1 n>1
_ 1 71 e~ NiT n—1 _—na_—niz
- sinha 1+Z( ¢ — ()T e e )
n>1
1 . )
— 1 n 7na —nix —nix
sinh a + Z 6 te )
n>=1
1
> e 1+ Z (—=1)" e "*2cosnz

n>1

1 1 2(—1)" e "
3 (=1

En conclusion, = — - cosSnT
cosx +cosha  sinha sinh a
n/
n e—na
La série E cos nx converge normalement sur R. En effet,
blnh a
n>1
n _—na —na
2(-1)"e 2e
—————cosnr| < —
sinh a sinh a
26—71(1

Or, est le terme général d’une série numérique convergente. D’ou1 la convergence normale

sih a ,
de la série calculée.
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Exercice 12 :

Soitp ¢ 7.
Soit f une fonction numérique de période 2t définie par f (x) = cospx si |z| < 7

Comme d’habitude, le graphe pour nous situer visuellement

AL AN
VAR

FIGURE 9.18 — Graphe de cos px avec, ici, p = V7

1. Développer f en série de Fourier

= Tout d’abord, nous avons ¢, (f), le coeflicient de Fourier d’ordre n égal a :
=5 [ r@emar= o [ tconpreina
Cn ) x)e T = » cospzr)e x

etPT 4 o—ipT

Ensuite, cospr = — 5 et donc
1 i —inT 1 " eipz + e—ipw —in
cn(f):%/ f(z)e dzr = o <f>e dz
1T

- eixp—n) 4 o—ie(ptn) 4,
dm J_ .

s
= Nous allons calculer, de maniére indépendante, / e@p=n) 4 g—i(ptn) gy

—T

x Calcul de / e~ tn) qg

™ —iz(p+n ™
/ pminlom) g _ | €5
r —i(p+n)|

e—im(ptn) _ gin(p+n)

—i(p—+n)
i (efifr(pan) _ 6i7r(p+n))

(p+n)
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U
* Calculons maintenant / (=) g

T zwp n)
/ e (P=n) qg =

elﬂ'p n) 7277(1) n)

i(p—mn)
i (e L eimlpm)

(p—n)

= Maintenant, faisons la synthese

efiﬂ—(p"’n) — eiﬂ(p‘i’n)) 1 (efiﬂ'(pfn) — eiﬂ'(pfn))

/7T eieP=n) 4 emiwptn) qp — i +

(p+n) ‘ (p—n) ‘ ‘
_ {(p _ TL) (677,71'(174*7’7/) _ ezw(P+n)) + (p + n) (eflﬂ(pfn) N em—(pn))}
N (02 — n2)

Nous allons, maintenant, regarder le seul numérateur :

(p _ n) (e—iﬂ(p+n) _ eiﬂ'(p—l—n)) 4 (p 4 ’I’L) (e—iﬂ'(p—n) _ eiﬂ'(p—n))

peiiﬂ'(p“rn) — peiﬂ'(p‘i’n) — neiiﬂ'(p+n) -+ neiﬂ(p+n) -+ peiiﬂ'(pfn) — peiﬂ'(pfn) —+ neiiﬂ'(pfn) — neiﬂ'(pfn)
pe—iﬂ'p (e—iﬂ'n 4 eiwn) _ peiﬂp (eiﬂ"!l) + e—i‘n’n))__ ne—iﬂp (e—iﬂ'n _ z7rn) + nem’p (eiﬂn _ e—iﬂn)

2p (—=1)" (7™ — e'™P)

2p (=1)" (=2isinpr) = —4ip (—1)" sinpr
De telle sorte que

/“ o) | gmion) g — (—4ip (2—1) QSinPW) _ 429(—21) 812an
- p?—n p2—n

1 4p(=1)"sinpr 1 p(=1)"sinpr

D’on = — X — = — X
ot, en (£) 4T p2 —n?2 T p2 —n?
sin pr .
= Nous pouvons remarquer que cg (f) = et que, sin #£ 0 c_, (f) = cn (f), de telle sorte que
p
la série de Fourier de f est :
sinp7r =
Sf (1,) Z + Z cn (f) (eznz + efzna:)

sin p

= + Z en (f) (2cosnx)

n=1

smp71'_|_+i.o 1 ><p(—l)"sinpﬁ @ )
= — X ————-—(2cosnz
p —m p? — n?2
. . +oo n
sinpr  2psinprm —1
= P + PP E ( ) COS NI
p T p2 —n?
n=1
. . +oo n
sinpr  2psinpr (-1)
Donc, S¢ (z) = + cosnx
f p T nz::l p?2 — n?2
Comme la fonction f est de classe C! par morceaux, d’apres le théoréme de Dirichlet, nous pouvons
écrire :

cospr =

sinpr  2psinprw = (-1)"
+ Z cosne

2 2
us s -n
p oy
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1
2. En déduire que cot pr = — —+— 2p Z .
n=1 p -n

En faisant x = 7, nous avons :

sinpr  2psinprw = (-1)"
o + - Z 2?2 cosnm
=1
. . +oo n

sinpr  2psinprw (-1) n

- -1

| Zpsign §5 Uy
sinpr  2psinprm ™= 1

np  dpsnge §X

cos pm =

n=1

D’ou, en divisant par sin pm, nous obtenons :

+oo
COos pT 1 2p 1 1 2p 1
sin pr + T Z 2 —n? coLpm P + Z p?

1 2
On retrouve aussi ce résultat sous la forme 7 cot pr = — + Z 271)
0

Exercice 13 :
Soit f une fonction continue 2m-périodique telle que, pour chaque N € N, on ait sup Sy (f)(x) =

z€[0;27)
SN ()l < 1. Montrer que sup ]f(l') = [[fllee 1
ze[0;27

Cet exercice est une véritable et basique application du cours.
Le théoreme de Féjer 9.4.3 précise que la moyenne arithmétique o, (f) = — Z Sk (f) converge uni-

formément vers f, c’est a dire ngrfw llon (f) = fllo =

Or, en utilisant I'inégalité triangulaire, nous avons : [||on ()|l — [[flle] < llon (f) — fll et donc,
comme ngr}rloo llon (f) = fll = 0, nous avons aussi nll)rfoo Nlon ()l = I fllo] = 0, c’est a dire

lim o ()l = 1/l

n—-+oo

Or, pour tout = € [0;27], |0, (f Z [Sk (f | et comme, pour chaque = € [0;27], nous
avons |Sg (f) (z)] < sup |Sk (f) (z)| = ||Sk( Mo < 1, nous avons aussi, pour tout z € [0;27],
z€[0;27]

o (f Z 1Sk (f

Donc, en partlcuher sup o, (f) ()] <1, cest a dire ||y, (f)] o, < 1.
z€[0;27]
Alinsi, comme nEIJIrloo lon (f)lloo = I fllos nous avons aussi || f|| ., <1

9.8.3 Exercices moins proches du cours
Exercice 14 :

On désigne par U le cercle unité, c'est a dire U = {z € C tels que |z| = 1}. On rappelle que (U, x) est un
sous-groupe commutatif de (C, x) et qu'un endomorphisme de groupe ¢ : U — U est tel que pour tout
zeUettout z1 €U, p(z21) = ¢ (2) X v (21).

Rechercher tous les endomorphismes continus de U
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Soit ¢ : U — U un endomorphisme de groupe continu. L’objet de cette question est donc de trouver de
quelle forme est ¢

On considere g : R — C définie pour tout t € R, par g (t) = ¢ (e”). g est clairement continue comme
composée de fonctions continues, périodique et de période 27.

Considérons, maintenant, pour k € Z, le coefficient de Fourier d’ordre k de g,

2 2
c ( —i t _iktdt_i it —iktdt
kg)—%o g(t)e =5 ), p(e)e

1 2m—a )
De la périodicié de g, nous pouvons écrire, pour tout a € R ¢ (g) = o / g (t) e *tdt
™

—a
En faisant la changement de variables u = t + a, nous avons :

2 ika 27
ek (g) = 212;@ i 25 (4 — @) e~ (=) gy = 6277 /O o (ei(ufa)) o=k g
= 627T / o (emeﬂ‘a> o—iku Qg
eika 027T . . .
= o /0 o (e™) e (e™) e~ dy, puisque ¢ est un morphisme
= citag (¢—ia) % /0277 @ (™) e~ duy = efkag (e~iv) % /0277 g (w) e~ dy
= eikag (e=iua) ¢ (g)

Nous avons donc ¢ (9) = e*p (e7) ¢4 (g).
27
Comme |g (u) e *"| = |g (u)| = |¢ (e™)| = 1 puisque ¢ (¢™*) € U, alors %/ g(u)e ™®du # 0 et
0
donc, de ¢ (9) = €™ (e7*) ¢k (g), nous obtenons e***¢ (e7'*) =1
Comme ¢ (e7) = ¢ (eia)_l, nous obtenons

pika _ 0 (eia) —0 (eia) _ (eia)k

Ainsi, les seuls endomorphismes continus de U sont de la forme ¢ (2) = 2* pour z € U

Exercice 15 :

Soit f : R — C 2m-périodique.
On suppose qu'il existe o > 0 et C' > 0 tels que, pour tout xt € R et touty € R |f (z) — f (y)| < C' |z — y|”

27

1. Pour a € R exprimer f (t+a)e ™" dt en fonction de ¢, (f)
Jo

Faisons le changement de variables u =t + a et donc du = dt. Alors :

27 ‘ a+2m ) ) a+2m ] )
ft+a)e ™ dt = / f (u) em U= gy = eine / fw)e ™ du = e 27ey, (f)
0 a a
2m i . e—ina 2 )
Nous avons donc f(t+a)e ™ dt =™ 2me, (f) <= cn (f) = 5 ft+a)e ™t dt
0 T Jo
M

2. En déduire I'existence d'un réel M > 0 tel que, pour tout n € Z* |c,, (f)| <

ne’

Nous allons écrire

2 —ina 27
2¢, (f) = ;/ f(t)e ™ dt + € F(t+a)e it dt
T Jo, T Jo
= 217r/0 (f (t) + e—inaf (t—l— a)) et ¢
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2
D’out |2¢, (f)] < ;ﬂ/o 1£() + e f (¢ 4+ a)| di
En choisissant @ € R tel que e = —1, c’est & dire na =7 < a = %, nous avons :
e [ rw g (e D ars b (2)°
4 J, n 4m n
En posant M = Wa_l, nous avons bien |¢, (f)| < M

na

Exercice 16 :
27

Soit f : R — C une fonction 27-périodique de classe C' et telle que f () dt=0.

0
Nous avons le lien entre les coefficients de Fourier ¢, (f) et ¢, (') : en (f) = inc, (f)

1
1. Démontrer que, pour tout t € R |f (t)| < Z — |en (f)]

nez* Tl|

f étant de classe C!, d’apres le théoreme de Dirichlet, f est somme de sa série de Fourier.
1 27

Nous avons ¢g (f) = — f@) dt=0.
27T 0

Ainsi, pour tout t € R, nous avons :

FO=Yc(fem=3" %{')em

nez* nez*

En passant aux modules et en utilisant 'inégalité triangulaire :

en () int len (f)]
1)) < et =
rors X || - 3 ol
nez* nez*
Ce que nous voulions
2m
2. En déduire I'inégalité || f||>, < % / (F ()7 dt

0

= En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

2 2
Zk%ﬂw:§jb%wﬂ<<Z$J<ZkﬂWﬁ

neL* nez* nez* nez*
N 2 1 12
= C’est & dire que nous avons |f (t)|” < (Z o Z len (FD)]7 -
nez* nez*
+oo 2 +o0 +o0 +o00 2 2
1 s 1 1 1 1 T s

Nousavonszﬁz'getdonc Z ﬁ:ZE—FZW:QZﬁ:ng:?

n=1 nez* n=1 n=1 n=1

Autrement dit : \f(t)|2 < %2 <Z len, (f/)|2>

nez*

1 2m
= D’apres la relation de Parseval, nous avons Z len (f’)|2 = 7/ lf (t)|2 dt
0

o 2w
= Donc, pour tout ¢ € R, nous avons :
2 27 27
2 i 1 2 2 s 2
PO < T x o [CIrwlae for < [k a
3 27T 0 6 0
Cette inégalité étant vraie pour tout ¢ € R, nous avons donc :
9 T 27 5 ) T 27 9
sw [FOF<T [ 0F e k< T [ 15 0F @
z€[0;27] 6 0 6 0
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3. Inégalité de Wirtinger

2m

2m
Démontrer que / |/ (t)|2 dt < / \f (t)|2 dt.

0 0
On utilise 1’égalité de Parseval, dans tous les sens!!
1 2 2 2 2 IR S P
FOF dt=>"len (HF <D 0P len (HIP =D len ()] e Lf @) dt

2T 0
nez* nez* nez*

Nous avons donc

1 27 1 2m 2T

If () dt < () de <:>/O

< —
2m Jg

27
2at < ") d
@) de A O

2m Jo
9.8.4 Série de Fourier d’une fonction de période T
Exercice 17 :

T
1. Soit g : R — R une fonction définie par g (x) = f (2—1> Montrer que :
™

(a) La fonction g est périodique et de période 2w

C’est une question pas trop difficile.
Soit € R; alors :

g(m+2ﬂ'):f<%(a:+27r)):f(%%-T)zf(%):g(z)

g est donc bien périodique et de période 2.
L’étude de g peut donc se faire sur I'intervalle [0; 27]

(b) La fonction g est continue par morceaux

Soient a1, - ,a, les points de discontinuité de f sur Uintervalle [0;T]. Il est évident que les
a T anT
points 21—, cee 2"— seront les points de discontinuité de g sur [0; 27]
™ ™

Donc g € Cpr (T)

2. On appelle Cy, (g) le coefficient de Fourier de g d’ordre n. Démontrer que nous avons :

2ru

T
ammcﬁw>;1;fwnianu

Ce n’est réellement pas une question difficile :

1 o —inu 1 o Tu —inu
@@:%Ag@e m:%Of@Je du

T dt T 2
Nous faisons donc le changement de variables ¢ = ~Y% et done - = = = du= L dt
21 du 27 T

D’ou nous obtenons :

1 [* (Tu\ _i. 1 27 (T in2mt 1 (T _ 2imnt )
Cn (9) /Of( )e du_%XT/O f(tye Tdt_T/O ft)e™ T dt=CL(f)

T o o

3. On suppose que, cette fois-ci, f est de classe C'. Démontrer que, pour tout x € [0;T)], nous avons le
développement :

“+o0
fla)=> Ci(f)em™

n=—oo
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— Clairement, si f est de classe C* alors g € C! (T)
— Ensuite, en utilisant le théoreme de Dirichlet, nous avons, pour tout « € R,

+00 ] 00 ]
> Culge™ = Y Cr(fen

n—=—oo n—=—oo

2mx = uxa
En particulier g (T) = Z Cp(f)emT

n=—oo

Comme g (%Tld =f (% X (?)) = f(z) et donc :

+0o0 )
> Cafem ™

n=-—o00
+oo 5 1 T
4. Démontrez que nous avons aussi Z |Ch ()] = 7 / |f ()] du
n—=—oo J0

Nous avons I’égalité de Parseval pour g :

+o00 9 1 27 9 o0 L 9
> P =5 [ la@Fa= Y |ci)
n=—oo T Jo n=—oo
2m T dt 2
En faisant le changement de variables t = —xz <= = = —t, nous avons — = o — dt =
T 2r dz T
? dl‘
Donc : ) r
1 T 2 1 (27T ) /
— )" dt = — — Rl
— [ eorda=o [ lo(Fe

+o00
1
Et nous pouvons donc conclure que 5 |C’,1L (f)|2 =7 / |f (w)|* du
0

n=—oo

Exercice 18 :

Calculer le développement en série de Fourier des fonctions suivantes et écrire I'égalité de Parseval pour
chacune de ces fonctions

1. f est périodique et de période 2, et f (t) = |t| si \t| <1
— Commengons par faire un graphe (figure

27{7’“‘ N . . .
— D’apres lexercice précédent, nous avons C, / F(u) e” ™ F* du, cest & dire, ici :
1 Jrl ) 1 0 ) 1 +1 ‘
Cn (f) == |u| e "M dy = = —ue "M du 4+ = ue”" U du
2/ A 2 Jo
0 ) 1 A

En faisant le changement de variables © = —t, nous avons / —ue " du = / ue'™™ du,
et donc :

1t 1 [Tt . 1 [Tt _ _ +1
Cn(f)= 5/ uemT du+§ / ue MM du = 5/ u (e e ) du = / ucos (nru) du
0 0 0 0

+1
— Calculons, maintenant C,, (f) = / wcos (nmu) du
0
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FIGURE 9.19 — Graphe de f (t) = |t| ou f périodique et de période 2

+1 +1 1

* Pour n = 0, nous avons Cy (f) = wcos (0ru) du = udu = 3

0
* Pour n > 0, nous pouvons remarquer que C,, (f) = C_,, (f). Nous allons calculer C,, (f)

par parties.
u=1u u =1
v’ =cos(nru) v= sin (nw)

nm

(" [ sin(nru)]? 1 sin (n7u)
Cn(f)/o wcos (nru) du = {um}o/o Tdu

L sin (nru —cos (nru) ]!
_ /0 sin (nmw) 1 {()L

nmw nmw nmw
1 n
= i3 (=" -1)
-2
On remarque que Ca, (f) =0 et que Copy (f) = ———5—
(2n+1)" w2
Nous avons donc
f (l‘) _ 1 _ %ei@rﬂrl)ﬂz _ Z #267i(2n+1)7rz
2 Y (2n+1)" 2 = (2n + 1) 72
2 1 W # (6i(2n+1)7r:6 + e*i(2n+1)ﬂ'z)
2 = (2n+1) 72
1 2
S —————(2cos(2n+ 1) 7x
2 T;)(Qn+1)27r2( ( )ma)
1 4 cos (2n+ 1) 7z
2 772 n>0 (27’L + 1)2

Egalité de Parseval :

1 [t 1 [t 1 16 2(2n+1
,/ |t‘2dt:f/ t2dt=f——4 %’n’—:)
2/ 2/ 4 230 (2n +1)

. t .
2. f est périodique et de période a > 0, et f(t)=—si0<t<a
a

1 t 2imnt 2imnt

a 1 a _
= Nous avons, comme pour le reste, ¢, (f) = f/ —e  a dt= —2/ te” o dt
al, a a? J,
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I 1 [e]" 1
:Pournzo,co(f)zﬁ/ tdt:—Q{ } =3
0 0

2imnt

= Sin # 0, nous calculons ¢, (f) = / te” a dt par parties.
as Jo

u=-t u =1
, _ 2umnt —a _ 2imnt
v =e a v = e a

~ 2imn
Et donc :
1 [%  2imnt —at _ 2imnt1? a ¢ 2imnt
cn(f):—z/te adtz{,e a}—k, /e a dt
a® Jy 2z7r721 o 2immn Jg
. a
= {;a 6_2””} hy & {fa 6_212711
2t 2tn L2imn 0
—a? a? { _ 2imna 1}
N 2i7r§1 22l e T
—a
- 2imn
—a?
Et donc ¢, (f) = %imm
= Et donc,
1 —a? 2imnt a’ —2imnt
t)= -+ —e a + . a
1) 2 = 2imn 7; 2imn
1 - a’ < —2imnt ~ 2z7rnt)
= = e —e
2 + 2imn ‘ ‘
n=1
1 a? 1
= 5+o= = (2isin 2Z2t)
masn
_ 1 N a72 sin 27;"'5
2 s et n

9.8.5 Probléme
Exercice 19 :

Soit C*° (T') I'ensemble des applications de R dans C, de classe C* et 2m-périodique.
1

2m
Pour tout f € C> (T), et tout p € Z, on posera ¢, (f) = o f(t) e Ptdt.
™

On désignera par || f|| ., la borne supérieure de |f (t)| quand t décrit R, c'est a dire :

[fllo = sup[f ()] = sup |f(2)]
teR te[0;27]
Enfin, pour tout k € N, on désignera par E}., I'ensemble des éléments f € C* (T') ayant la propriété suivante :
Il existe M > 0 et A > 0 (pouvant I'un et I'autre dépendre de f) tels que (avec la convention

usuelle f(O = f) on ait, pour tout n € N

Hf(") < M (n))F An

(o}

On se propose, dans ce probleme, d'étudier quelques propriétés de E},, et notamment de caractériser par leurs
coefficients de Fourier les éléments de E},

Partie 1 : Généralités sur E}. et étude particuliere de Ej

1. (a) Montrer que, pour tout f € C*= (T) et tout n € N, f(") est bornée.

Pas grande difficulté : pour tout n € N f(") est continue et périodique, donc bornée
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(b) Soit f € C= (T'); calculer pour tout n € N et tout p € Z, ¢, (f(”)), coefficient de Fourier d'indice
p de f fonction de ¢, (f), de n et de p.

Nous avons déja démontré que ¢, (f(”)) = (ip)" ¢, (f)

™l

(c) Etablir, pour p # 0, I'inégalité |c, o
p

Nous avons

e (1) < 55 [ 7 0| ar < 5 /2“Hf<n>umdt=uf<n>um

Donc, nous avons |(ip)" ¢, (f)] Hf(" ||» Cest & dire [p|” |e, (f Hf ”)H autrement dit
[EASd
lep (NI < ===
: Ip|"
2. Montrer que, pour tout f € C*(T) et toutn € N: lim |p|"|e, (f)| =0
|p| =00
Soit n € N.
[FAda
Nous avons démontré que |¢, (f)| < W_HOO c’est a dire que nous avons :
[Fil
pl" lep (Al < 722
R ]
[EASa]
Comme lim “———2 =0, nous avons aussi lim [p|"|c, (f)| =0
Ip|—=+o0 Ip Ipl—+o0

3. Soit (¢p), ey une suite de nombres complexes telle que, pour tout k € N, | |lim |p|k cp=0
p|—4o0

+oo —+o0

(a) Montrer que les séries de fonctions Z cp et et Z c_pe~ ' ol t € R, sont normalement conver-
p=0 p=1
gentes dans R.
Sans difficulté, bien str.
“+o0
— Regardons » _ e’
p=0
Comme, pour tout k € N, lim p*|c,| =0, en particulier lim p?|c,| = 0. Il existe donc
p——+oo p—+o0
M
M > 0 tel que p? |c,| < M, cest a dire |cp| < S
M =
Comme la série Z — est convergente, la série Z cpe’pt est normalement convergente.
p>1 p=0
+oo
— Maintenant, I’étude de Z c_pe” ' est identique puisque nous avons ‘ ‘lim Ipl" |ep (F)] =
p|—+oc0
p=1

M . ipt
0 et donc |¢,| < — et la série g cpe'?" est normalement convergente.
p

—+o00 —+ o0
— En synthese, la série E cpe’™ + g c_pe*”’t est normalement convergente.
p=0 p=1

(b) Si I'on pose :f (t Zc et 4 Z c_pe~ "', montrer que f € C*> (T)

— De la convergence normale de f , on déduit la convergence uniforme de f.
Pour tout p € N, chaque fonction c,e™ et c_,e~ " est continue, donc f est continue.
De plus, chaque fonction c,e! et c_,e " est périodique et de période 27, f est donc aussi
périodique et de période 27.
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— Chaque fonction cpe’’ et c_,e™ ! est indéfiniment dérivable et la dérivée k-itme de c,e’?*
—ipt : - \k ipt ik —ipt
et c_pe sont respectivement (ip)” cp e’ et (—ip)” c_pe P

De plus,
> Pour tout p € N, ‘ ‘lim |p|’ch2 =0 et donc, il existe A € R*T tel que |[pFT2¢,| <A,
pl—o+
A
et donc ’pkcp‘ < -
p
La série numérique Z — étant convergente, la série Z (ip)’C cpeipt est donc normale-
p=1 p=0

ment convergente
. A - .k —
> La réponse est la méme pour la série g (—ip)" c_pe "

p=20
“+oo +oo
— Alnsi, la série Z (ip)]C cpe'™ + Z (—ip)k c_pe” """ est normalement convergente et donc f
p=0 p=1
—+oo
est de classe C*, et, pour tout k € N f(¥) (1) = Z (ip)" cpe + Z (—ip)* c_pe Pt

p=0
(c) Montrer que ¢, = ¢, (f)

De la convergence normale, nous pouvons permuter les signes sommes et intégrales, et nous

avons donc :
1 —ipt
o= o f( yertar
1 +o00 ) +oo ) )
= 5 Z cne™ + Z c_pe ) et ¢
TJo n=0 n=1
1 T +oo T +oo
— 2 Z cn eznt —ipt dt + — / Z Cine—znt —ipt dt
Y
27r
_ 2 / 1nt —zpt dt + Z / Cine—znt —ipt dt
7T
2m ( )
—_ i A —it(p—n) dt 77,t (n+p dt
S L[ s L[
Ainsi :

2
> Sip>0etn>1,alors / c_pe” TP 4y —
0

1 [ ; lsin=
ip> > — —it(p—n) { p
> Sip>0etn>0,alors o /0 Cpe dt = 0 sinon

1 2m

Ainsi, si p > 0, alors ¢, (f) = —/ cpdt = ¢p
21 0

Et

2 . L
>Sip<—letn>1, alors/ c_pe D) dt:{ lsin=-p
0

0 sinon

1 27 )
> Sip< —1etn >0, alors 2—/ cpe TP qp =
™ Jo

1 27
Ainsi, si p < —1, alors ¢, (f) = —/ cpdt = ¢p
2m Jo
Donc, nous avons bien, pour tout p € Z ¢, = ¢, (f)
4. Etablir que, si f et g sont deux éléments de Ey, et i une constante complexe, alors uf ,f +g fg et
J! sont éléments de E,
Soient f € Ey et g € Ej.
Alors, pour tout n € N, nous avons : ||f(”)H < My n') A} et Hg(" H <M, (n!)kAg
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= Soit yu € C. Alors (uf)™ = uf® et done | (uf)™| = us®I|, = Il |7
Deés lors, nous avons :

)| <l vy (1) a7

Donc pf € Ey
= Montrons que f + g € Ej.
Nous avons (f + g)(”) = £ 4+ ¢ et done, en utilisant les propriétés des normes :

s+ <.

Posons N = sup (My, M,) et B = sup (Ay, Ag). Alors, My < N et My < N et pour tout
n € N, nous avons A}‘ < B"et Ag < B™ et donc

+{|o™]| < My ) A + M, 1) A

H(f + g)("’Hm <N (n)* B" + N (n))* B" = 2N (n!)" B"

Ainsi, f+g € Ey
= Montrons que f X g € E},
D’apres la formule de Leibniz, nous avons :

(f x 9™ =3 CL(N) x(9)" "
0

o
I

ce qui signifie, pour tout x € R :
(f x9)™ (@) = Y- Ca(H (@) x (9" ()

Et, en passant aux valeurs absolues, puis a l'inégalité triangulaire, nous avons, pour tout
zeR:

(7 x 9™ (@)] < Zcq\ (2)| x |9~ ()]

Et donc, en passant au sup, nous avons :

s <0 )] < Y Chmp |1 o] x s o)
C’est a dire : .
[CE FEDIE E N i

* Comme f € Ey, nous avons || f(@]|_ < Mj (g)* A%

* De méme, comme g € Ej, nous avons ||g(”*q>||OO < My ((n—q)! )k Aya
Posons toujours N = sup (M, M) et B = sup (Ay, Ay). Alors My < N et My < N et nous
avons A} < Blet Ap77 < B" 7 et donc

( 7 ()" A%L) x (M ((n— q))* Az—9)
N (q") kBq) X ( ((n—q)))* B”*q) = N2(q! (n—q))) B

IF Do < Mg

NN

n

Nous avons donc H(f X g)(n)H < Z CIN? (¢! (n — q))* B"
0o =0

n!

Nous avons C4 = ———.
gl (n—q)! '
n!
Comme C?¢ > 1, nous avons ——— > 1 <= n! > ¢! (n — q)!
q'(n—q)!
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Et donc :
|rx9™|| < ZCW (¢! (n — q))* B”
< chz\f2 (n)* B" = N2 (n)F f: ¥ Bran = N2 (n))* (2B)"
q=0 q=0

Ce qui termine de montrer que f X g € Ej

Cette question démontre que Ej est un C-espace vectoriel , en fait un sous-espace
vectoriel de C* (T'). Mieux, avec le fait que si f € E}, et g € Fx, nous ayions f x g € Ey,
FEj est une algebre.

5. Soit f € Ey.

(a)

Déduire de la question 1 que ¢, (f) est nul sauf pour un nombre fini de valeurs de p

Dire que ¢, (f) est nul sauf pour un nombre fini de valeurs de p, c’est dire qu'il existe N € N
tel que pour tout p € Z, si |p| > N, alors ¢, (f) =0
Supposons le contraire

C’est & dire que nous supposons que pour tout N € N, il existe p € Z tel que |[p| > N et

e (f) #0
Comme f € Ey, il existe My > 0 et Ay > 0 tels que, pour tout n € N, Hf(”)HOo < My (Agp)".

[EAR Ay
D’apres la question 1, nous avons |c, (f)] < Tno" < My ( m )
p p
Soit N > Ay, et pg € Z tel que |po| > N et ¢y, (f) # 0.

A n
Nous avons alors |cp, (f)] < My <|f|) .
Po

Ay A"
Comme A < N < |pgl|, nous avons 0 < —- < 1 et donc lim (J) =0
1 0‘ n—+o00 \ |po|

Ar

n
) = 0, il existe un entier
|pol

C’est la qu’intervient la contradiction puisque si lim (
n——+00

A n
P € N tel que si n > P, alors My (mf) < epy ()]

Donc, contradiction.

Il existe N € N tel que pour tout p € Z, si |p| > N, alors ¢, (f) =0, c’est & dire ¢, (f) est nul
sauf pour un nombre fini de valeurs de p

On vient de montrer que si f € Ey, alors f est un polynéme trigonométrique. La question
suivante consiste a démontrer que si f est un polynoéme trigonométrique, alors f € Ey

Soit q un entier strictement positif; on définit [ par f(t Z cp  pour tout t € R, les
p=—q

cp €étant des constantes complexes et I'un au moins des deux nombres cq et c_, étant non nul.

Montrer qu'il existe M > 0 tel que, pour tout n € N, || f™]|__ < Mq"

q
f est un polynéme trigonométrique de degré g et, pour tout n € N, £ (¢) = Z (ip)" cpe'
p=—q

a
et done |f(™ ()] < Z Pl lep-

p=—q

q
Pour tout p € Z tel que —q < p < ¢, nous avons |p|” < ¢" et donc |f(”) (t)| < ( Z |cp|> q"
p=—q
q q
En particulier sup |f(”) (t)| < ( Z |cp> q"™, c’est a dire ||f(")||OO < MghouM = < Z |cp|>
teR
p=—q p=—q

Donc, f € Ey
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Les seuls éléments de Ej sont donc les polynomes trigonométriques

Montrer que, si M et A sont deux constantes positives satisfaisant, pour toutn € N, 3 I'inégalité :Hf(n) ||Oo <

M'A™, alors A > q

étant un polynome trigonométrique, alors c = ¢, et d’apres la question a, nous avons
D i

e apr (AY
e (Dl < H= < ()

p Ip|

Nous avons démontré que si |p| > A, alors ¢, = 0.
Or, si A < g, nous aurons alors ¢, = 0 ou c_4 = 0, ce qui est impossible.
Donc A > q et I'inégalité Hf(") || < Mq™ est donc la meilleure.

6. Soit q un entier strictement positif; on définit g, par : g1 (/) = cos? @ Etablir la meilleure inégalité
possible du type suivant : Pour tout n € N nous avons Hg1 )H < M,y (n!)k AP
o0

et 4 e\ 1 1
Comme d’habitude, nous écrivons cos? § = (2> Ao (eie + e*w)q

Pour commencer, nous avons (e”’ g Ck k0 g=ila—k)0 E Ck #0(2k=q)

En remarquant que si 0 < k < ¢, alors —¢q < 2k: —q < ¢, que CI~ k = Ck, nous pouvons alors
écrire : g1 (0) = cos? 6 = Z cre™® avec cp = c_p.

D’autre part, si g est pair alors cox41, les termes d’ordre impair sont nuls, et, de méme si q est
impair alors cgp, les termes d’ordre pair sont nuls,

Nous montrons ainsi que g¢; (6) = cos?6 est un polynéme trigonométrique de degré ¢ tel que

Cqg=C_q= %
De Pexpression g; (6) = % g Cf;ew(%_‘”7 nous tirons, sans difficulté aucune (avec un raisonne-

k=0
ment par récurrence, par exemple) que

1 q

T 9
k:O

1 (2k —q)) Cseie(%*q)

Et, en passant a la valeur absolue (ou aux modules), nous avons :

q
(n) i _ A\ ok
9 O)] < 5 D@k —q)" C
k=0
De la remarque ci-dessus : si 0 < k < ¢, alors —q < 2k — ¢ < ¢, nous avons |(2k — ¢)|" < ¢, et
donc :
(n) 1< k_ 4" - k
n
9" O] < 5> lek—gr < LYl =g
k=0 k=0
q
Puisque de fagon bien connue, nous avons Z Cf; =21
k=0
Ainsi, nous avons H g%”) H < ¢", et c’est la meilleure majoration possible pour tout n € N. Pour

0

=gillc =1=4¢

n = 0, cette majoration est atteinte; en effet : H910) H
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Partie 2 (interméde ludique et reposant) : étude de fonctions et de majorations

1. Soient a > 1 et n € N*. Etudier les variations de la fonction f, ainsi définie :

{ fo:RY — R
x — fo(zx)=2"a""

Donner explicitement le maximum de cette fonction.

C’est une question qui ne doit poser aucune difficulté; ¢’est tout Lg tout cuit!!.

Comme a > 1 et > 0, nous povons simplement écrire : f,, (z) = z"a~* = z"e %109,

Calculons-en la dérivée :

fT/L (LL') _ nxn—le—wlna _ lnae—xlnaxn _ xn—le—wlna (’I’L o xlna)

Clairement, le signe de f/, (z) est celui de (n — z1na). Ainsi :

n
*Si0<z< o’ alors f! (z) > 0 et f, est croissante sur l'intervalle [0; 1—}
na na
n n
* Etsiz > ha’ alors f! () < 0 et f, est décroissante sur Uintervalle [1—, +00
na na

Le maximum de f,, est donc atteint, sur R en 9 = — et ce maximum est
na

() = () e = e = (0 (54)

n\" 1\"
Ainsi donc, pour tout > 0 et tout a > 1, nous avons z"a" % < (7> X <—1 ) .
e na

- . _ n\"
En particulier, si a = e, nous avons "¢~ % < (—)
e

b S 1 n\"
définie par : u,, = — X (—)
n!

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (uy,)
e

neN*

U
Pour connaitre cette monotonie, nous allons faire le rapport "1 ot en faire la comparaison
al. !
1 1\ n 1 D" en 1 1\"
Untl _ X(TH_ ) x(g) n! = x(n+1)xmxe—:fx(n+ )
Up (n+1)! e n n+1 entl n" e n

e . . N n+1\" 1\"
Nous allons étudier un tout petit peu, la suite (X,), .y ol X, = ( ) = <1 + *)
n n
= Déja, nous savons que lim X, =e
n—-+o0o

= D’autre part, la suite (X,,),cy- est une suite croissante telle que pour tout n € N*, X, <e

Comment montrer que la suite (X,,), y. est une suite croissante ?

11 suffit, pour cela, d’utiliser la fonction auxiliaire ¢ : R** — R définie par ¢ (z) =

(1 N l)w _ e:nln(l—l—%)
xr

G rdl 7 / 1 zln(l—&-l)
Sa dérivée est donnée par ¢’ (z) = |In(z+1) —Inz — e */ dont le

signe ne dépend que que (ln (z+1)—Ilnzx — 7>
x

Lorsque nous aurons remarqué que :

= </w+1dt<1<:> = <hn(z+1)—Inz <
— — n(xr —nr
x+1\z t\l’ X X

B

1
1) > 0 et donc que ¢’ (z) >

nous aurons alors démontré que (ln (x+1)—Ilnz — n
x

0.(Voir la figure

La fonction ¢ est donc croissante et donc la suite (X,), - est une suite croissante
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1\° n(1+3
FIGURE 9.20 — La représentation graphique de ¢ (z) = (1 + 7> =¢ n( +“’)
x

définie par :

Upy1 1 (n—l— 1)" 1
neN*

1 .
Donc, comme —— = — X =-x X, < - xe=1, lasuite (u,)
U, e n e e
1

n\" . .
Up = — X (7) est donc décroissante
n! e

(b) En déduire I'inégalité n! > e (@)
e
= Premieére méthode Bulldozer

Pour tout n € N*, la suite (u,),cy. étant décroissante, nous avons :

1 /ny\» 1 n41\" ny" 1 n41\""
—x(—) = X <:>(—) = X
n! e (n+1)! e e n+1 €

Ainsi :

1 1 (2)2

pourn =1 - > —x|-

e 2 e
<2>2 : <3)3

pour n = 2 -] =2 —x|-
e 5 3 e .

1 4

pour n =3 <§) > - X (7>

e 4 e

WV

<n—2 no2 1 (n—l)"_l
X
e n—1 e
(n - 1)”1 1 /n\n
> - x ()
e n e
En multipliant termes & termes, puis en simplifiant, nous obtenons :

1 1 n\m" n\n"
~ > x(f) <:>n!>e<f)
e

Z 0
e nl e

\

= Seconde méthode, tellement plus subtile :

La suite (uy), cy- étant décroissante, nous avons, pour tout n € N*, u; > u,, c’est a dire

1 1 ny\" . L. n\"
- > — X (7) , ou, ce qui est équivalent, n! > e (7)
e n! e e
3. On pose, pour tout x> 0, ¢ (z) = inlf\l (nlz™™)
ne

(a) Donner une expression explicite de ® () lorsque x € ]s,s + 1], ou s € N.

|
. . . ’ n: p .
Pour nous simplifier I’étude, nous appelons, pour z € R fixé : v, = —. Nous allons étudier
x

les variations de la suite (vy),, oy
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(n+1)! 2™ n+1

Tout d’abord ol _

Uy, gntl n! T
= Commencons par un peu de bricolages.
. n+1 Up, . .
Six €]0;1], alors — > 1, donc >n+1>1etalors =L > 1; ce qui veut dire que,
x Un,
. . 0!
pour tout n € N, nous avons vy < v, et donc inf (nle™") = inf v, =vg = — =1
neN neN x

Ainsi, si z € ]0;1], alors ® (z) =1
= Jouons plus sérieux et soit s € N et x € |s; s + 1]

v n+1 1 1 1 . n+1l n+1 n+1
De L — et de < — < —, nous tirons < <
Up, T s+1 "~ x " s s+1 T S
L. n+1 n+1 . .. v
* Ainsi, si n > s, alors 1 > 1 et donc > 1, c’est a dire ntl >1
Un
. T n+1 )
* Sin < s, cest adiren+1<setdonc gll.e.”‘“gl
5 U,
La suite (vy,),,cy est donc décroissante si n < s et croissante si n > s et donc ian (nlz™™) =
ne
|
s!
inf v, = vy = —
neN " 8 xs
= Ainsi, sur les intervalles |s; s + 1] nous avons ® () = — et définition qui reste valable
x

méme pour s =0
(b) — Etudier la continuité de ®
Les points qui peuvent poser probleme dans la continuité de ® sont les points & valeurs
entieres s € N.
(s—1)!
Ss—l
* Bien entendue, la fonction ® est continue a gauche de s

Nous avons donc ® (s) =

* Etudions la continuité a droite de s. |
s!

A droite de s, sur U'intervalle |s; s 4+ 1] nous avons ® () = —. Donc :
x

! - 1)
lim @ (z) = lim 2o (GhnBl =®(s)
% hher T e

® est donc bien continue a droite de s

Nous pouvons donc conclure que ® est continue sur R™
— Représenter graphiquement la restriction de ® & l'intervalle |0, 4]

* 11 suffit de définir les différents intervalles :
Siz e]0;1] alors ®(x) =
Sizell;2] alors ®(x) =
Size]2;3] alors ®(x) =
Siz €]3;4] alors @ (x) =

8&‘0§E‘Nﬁ [ ==

* D’ou le graphe :

—X
(c) Etablir I'existence d’une constante 3 telle que, pour tout x >0 : ® (x) < fe 2

[N

Pour résoudre cette question, nous allons simplement étudier la fonction ¥ (z) = @ (z) x e
et démontrer qu’elle est bornée sur RT

x
— Sur Pintervalle ]0; 1], nous avons ¥ (z) = e2. ¥ y est donc croissante et, pour tout = € ]0;1],
nous avons donc V¥ (z) < e2 = /e

— Soit s € N*.
Alors, sur chaque intervalle |s; s 4+ 1], nous avons
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FIGURE 9.21 — Le graphe de la restriction de ® a l'intervalle ]0, 4]

—X

. , . . S .
Nous avons démontré en question 1 que si 0 < z < ha’ alors z° x a=% est croissante
na

n s
sur l'intervalle [0; 1—}, et que si x > ha’ alors ° x a~% est décroissante sur l'intervalle
n na na
[—; 400 {
Ina s s
Dans notre cas, a = /e, donc — = ——= =
’ ve, Ina Iny/e
2° x (y/€)” " est croissante sur l'intervalle Js; s + 1].

s!
De I'expression de ¥ (r) = ———————, nous déduisons que la fonction ¥ est continue et

" % (1e)
décroissante sur chaque intervalle |s; s 4+ 1] avec s € N*
C’est a dire que la fonction ¥ est continue et décroissante sur [1; +oo|
Comme nous avons démontré que ¥ est croissante sur Uintervalle ]0; 1], nous avons donc,
pour tout x € R*, ¥ (z) < ¥ (1), c’est a dire

= 2s et comme 2s > s + 1, la fonction

l=| ®»

vl
N

=)
=

X

Q)

no

=l
=

X

o

SE
N

o

[

=)
O
N

o

rolm

)

(v}

U(z) <¥(l) <= D(z) xe

1
Nous avons donc = e2 = y/e.

FIGURE 9.22 — Le graphe de la restriction de ® a lintervalle ]0,4] avec la majoration par la fonction

l—zx
e 2
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Partie 3 : Etude du cas particulier des < fonctions rationnelles trigonométriques >
“+o0
1. Soit a € C, tel que |a| > 1. On pose, pour toutt € R : h, (t) = Z a Pe'Pt
p=1

(a) Donner une expression explicite de h, (t)

Ce n’est pas une question qui pose d’énormes difficultés.

it |P p
. e’ 1
Pour tout ¢ € R, nous avons |a*pe”’t| =|—| =|-
a a
+oo
Comme ’ < 1, la série hq (t) = E a"Pe" est normalement convergente, et nous avons :
p=1
1 a et
h'a (t) = it 1 = it i
1 ¢ a— et a — et

(b) 1i. Etablir que h, € C*= (T)

— hg est évidemment continue sur R et ce, pour 2 raisons :

ezt

> D’une part par I'expression simplifiée de hq (1) = ——
. a—e
> D’autre part par la convergence normale de Za‘peipt. En effet, chaque fonction
p=1
a~Pe'! est continue sur R et de cette convergence normale, on déduit que la somme
est continue sur R

— D’autre part, et sans difficulté, nous voyons que h, est 2m-périodique.
“+o0

— La série entiere H (z) = Z a~PzP a un rayon de convergence p tel que p > 1.

p=1
Sur ce domaine de convergence, H y est indéfiniment dérivable.

+o0o
La fonction h, (t) = Z a~Pe™ = H (&) est donc indéfiniment différentiable et
p=1

—+oo
(Y (t) =Y a7 (ip)" ™"
p=1

Et donc h, € C*° (T)

ii. Donner, pour tout n € N, le développement en série de Fourier de h((ln)

Si nous appelons ¢y, (h((ln)> le coefficient de Fourier d’ordre & de h,(ln), nous avons :

1 2 ‘ 1 i ‘ A
Cl (h((ln)) _ h&") (t) ekt qp — 7/ Zafp (Zp)n Pt =ikt g4
0 p=1

2w Jq 2w
1 +oo 27 )

= —>» a? (zp)n/ e k=PIt gy
2m = 0

— o (k)"

+oo
Et donc hl" (t)= Z a™P (ip)" e est bien somme de sa série de Fourier
p=1

_p 2 \"
(c) Etablir I'inégalité, valable pour n et p entiers, n > 0 et p >0 : p™ x |a|]” 2 < (1 | |> x n!
na
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— Nous avons démontré que, pour tout = > 0 et tout a > 1, nous avons
n\" 1\"
z"a"" < (—) X (—)
e Ina
n!

. ) ) n\" n\" n!
Puis, nous avons démontré que n! > e — <~ | — < —: et comme — < n!, nous
’ e e e’ e ’

n n
avons <7> <n!
e

— Nous allons appliquer les inégalités rappelée ci-dessus & a € C avec |a| > 1 et p € N*,

1\ P _
Tout d’abord, nous avons p™ x |a|” B =p" X (|a|§) =p" X (\/}a|) " et donc :

<O (o) -0 )

* () < (&)
In |al =5 In |al

2 n
D’ot, nous avons bien pour pour n et p entiers, n > 0 et p > 0, p" X |a| (—1 | |) x n!
n
(d) En déduire que h, € E;
p 2 n .
Nous avons, pour tout n € N, p™ X |a| ™ 2 (1 P |> x n! et hg n) Za P (ip)" e,
n

Donc :

+oo . +o0 400 p p
h((ln) (t)’ < Z ’a_l) (ip)" ezpt} = Z la|™F p = Z la|”2 |a| "2 p"
p=1 p=1
+oo p 9 n
< T2 —— = —— !
= ;M <ln|a|) xn ( |a|) o ZM‘

St S ()
Il faut maintenant remarquer que la|”2 = ( = , et donc :
|al la| —1

p=1 p=1

el
a") (t)’ < (\/ﬁ_ 1) n! (ln2|a>n et donc :

<))

Ce qui nous autorise a conclure que h, € F;
2. Soit b € C, avec |b] # 1.

teR

h{"

1

(a) Donner les coefficients de Fourier de la fonction 1y, définie par iy, (t) = b ot
— el L

(b) En déduire que vy, € Ey

Comme |b| # 1, nous allons étudier 2 cas : |b| > 1 puis |b] < 1
= Supposons donc [b] > 1
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1 1 1 1
* Alors, — = __ =

i) ()

it

1
— < 1, et donc :

Comme |b| > 1, alors

bl
1 eint o in
S
1-(%) = >0
= Y b e+l =hy(t)+1
n>=1
R 1 1 1
Ainsi, si |b] > 1, alors ¢, (t) = 3 [hy (1) + 1] = Zhb (t) + 3

1
* Nous avons démontré que si p € C et f € Ey, alors uf € Ej et donc, nous avons ghb € Ey.

1
D’autre part, la fonction constante 7 est un élément de E; et comme la somme de 2

fonctions de E; est encore un élément de E7, nous avons ¢, € F,

1 1
* De lidentité vy, (t) = ghb (t) + 3 Dous tirons :

1 “+oo ) 1 1 +oo ) +oo )
Wy (1) = : Z pPeiPt =% a Z pP—1lgipt — Zb*(zﬂrl)e%pt
p=1 p=1 p=0

Un calcul simple montre que ¢, (1) = b=+ si p > 0 et que ¢, () = 0si p <0
—+oo
La série Z b~ (PHD Pt ost donc la série de Fourier de 1y, lorsque |b] > 1
p=0
= Supposons maintenant que |b| < 1
e it 1

1 4
— — it
* Alors, Dot heit ¢

_e .

1— b-efzt
Comme |b| < 1, nous avons aussi ‘be’”| < 1, et donc, nous pouvons écrire, pour tout
teR:

1 —i —i NP

p=0 p=1 p=l

. 1
D'on ¢y (t) = bt

vy € By
* Nous avons donc :

Uy (t) — it Z pPe— it — Z _pPe— i)t Z _pp—1—int

p=>0 p=0 p>1

= —e (1 + h% (—t)> et nous retrouvons les conditions pour que

La série de Fourier de ¢, s’écrivant vy, (t) = Z cpe®t + Z ¢,¢~ nous avons, pour p > 0,
p>o p>1
Cp (Yp) =0etsip<—1, p (y) = _pp-1

Partie 4 : Caractérisation des éléments de F; par leurs coefficients de Fourier

1. Soit k un entier strictement positif, et soit f € FEy.; par définition des éléments de Ey, il existe alors
M >0 et A>O0 tels pour tout n € N :

7| < n* A

o0
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(a)

(AN"
Etablir que, pour tout entier relatif p # 0, nous avons l'inégalité |c, ()] < M (n!)* (—)

||
Nous avons déja démontré, dans la partie 1 que pour p # 0, nous avons 'inégalité
[EAd
lep (F)] € ==
? bl
M (n!)* An AN"
Donc : |¢, ()] < (ﬁ)n — M () (II)
p p

A l'aide de la fonction ® définie pour tout x > 0 par ¢ (z) = ing (nlz™™), montrer ['existence de
ne

deux constantes strictement positives, B et \ telles que, pour tout p € 7 :

lep (f)] < Bexp (—)\ |p\%)

A n
Nous avons démontré que |c, (f)] < M (n)* ( ) .

[p]
A AN" —n\*
Soit X = (@> . Donc X" = <— et donc (a> = (X k ) .
A Ip| |
k

p
Alors, |c, (f)| < M [(nh) X—]".

Cette inégalité étant vraie pour tout n € N est aussivraie pour inf (n!) X" = @ (X) et donc

neN
lep () < M@ (X)]".

Bl
=3

=X
Comme pour tout X > 0, nous avons ¢ (X) < Se 2 , nous avons

1
—k|p| k

—kX 1
2

lep (F)] < MBFe™2 = MpBFe 24k

k=1
En conclusion, et en ayant posé B = MA3* et A = §A k. nous avons bien

lep (f)| < Bexp (—)\ |p\%>

2. Inversement soit C' une application de 7 dans C, ainsi définie :

{C:Z — C
p C(p):Cp

pour laquelle il existe deux constantes B > 0 et A > 0 strictement positives telles que, pour tout
p € Z, nous ayions

1
ol < Bexp (- lpl )

(a) Etablir qu'il existe un élément f € C> (T) tel que, pour tout p € Z ¢, = ¢, (f)

Comme B > 0 et A > 0 et < I’exponentielle 'emportant sur la puissance >

1
lim p” (Bexp (—)\ |p\5)> =0

[p|—=—+o0

C’est a dire lim p"c, =0.
[p]—+o0

Nous réutilisons, ici, la question 3 de la partie 1 :
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—+oo —+oo
Les séries E cpe™ et E c_pe” """ sont normalement convergentes.
p=0 p=1

+oo +oo
D’autre part, la fonction f(t) = Zcpeipt + Zc,pe_ipt est un élément de C*° (T') et nous
p=0 p=1

démontrons, facilement que ¢, (f) = ¢,

Déduire de la partie 2 I'inégalité, valable pour tout couple (n,p) € N* x N* d’entiers strictement
positifs :
A ;) k (2k>""
n _ 0% g ne (==
p"exp ( 5P ()™ {

1
Il faut donc que nous majorions p™ exp (fgpﬁ> et que nous mettions cette expression sous

une forme intéressante et facile & majorer; ce qui n’est pas gagné!
= Tout d’abord :

1 1 1
2\ 1 1 kn A pE 1 kn A —pE 1 kn 2 —pE
o (~gk) = (5) oo (-3)] = (08) " oo (3)] = (ob) (2)
A A
= Comme A\ > 0, nous avons €2 > 1; posons a = e2

=

1 1\ kn A\ P
= Posons, maintenant, z = pk. Alors : <pk> (eQ) = ghng—®

kn kn 1 kn
= Nous avons montré, dans la question 1 de la partie 2 que kg L (—) ( )

e Ina
1 kn 1 kn 9 kn
* Remarquons, dans un premier temps, que <—> = X = (—)
Ina lne? A
ne2
i (kn)kn<2)kn (2kn>k‘7l n kn 2k kn
one s wa e A eA e A
kn nk 1n\F
* Or, toujours d’apres la partie 2 : (E) = KE> } < (n—> < (n')k
e e e
Et donc, nous avons z""a~" < (n!)" x x
= FEt donc, en synthese, et en remplacant = et a par leur valeur :
. AL o [ 2k\"™F
prese (—5pk) <ot ()
En déduire une majoration de || f™||__ et montrer que f € Ej,
+o0 4 too
Classiquement, nous avons f(™ () = Z (ip)" cpe™" et donc | f(™) (1)] < Z Ip|"™ cpl
p=—00 p=—00

1 1
Or, par hypotheses, nous avons |c,| < Bexp <—>\ |p] k) et donc |p|" |e,| < Bp|" exp (—)\ Ip| ’f)

1 A 1Y\)\2 1 1
Or, exp <—>\ Iplk) = (exp (—5 Iplk>) = exp (—A \plk) X exp (—/\ \pl’“)-
1 . 1 1
Et donc [p|" |c,| < B |p|" exp (—A Ip k) = B|p|" exp (—A Ip)| k) X exp (—A Ip ’“)

) ) AL o [ 2k\™F
Nous avons démontré que p"™ exp fipk < (n!) 5% et donc :

N 2k\"* A1
p" lep| < B (n)" (7> Xexp(—§lp\k)
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Et donc :

o< mont ()" 5% en(-

| >
=l

Bl

~——

p=—00

“+o0 A 1 = A 1
La série ex (—f E) est une série convergente ; en posant S = ex (—f E),
asérie Y exp (=3 [pl g p > exp (=3Il

p=——o0 p=—00
nous avons :

‘f(n) (t)‘ < BS (n!)k (2)?)% =M (n!)kA”

E
OﬂM:BSetA:<%) .

A
Donc f € Ey

On vient donc de montrer que f € Ej si et seulement si il existe B > 0 et A > 0 tels

1
que |ey (/)] < Bexp (At
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