Chapitre 13 Indépendance, conditionnement 13.6 Exercices corrigés

13.6 Exercices corrigés

Nos ne corrigerons ici que certains exercices

Exercice 3 :

Un questionnaire a choix multiples propose m réponses pour chaque question. Soit p la probabilité qu'un
étudiant connaisse la réponse a une question donnée. S'il ignore la réponse, il choisit au hasard I'une des
réponses proposées. Quelle est pour le correcteur la probabilité qu’'un étudiant connaisse vraiment la bonne
réponse lorsqu'il I'a donnée ?

Notons :

B = {L’¢étudiant donne la bonne réponse} et C' = {L’étudiant connait la bonne réponse}

— 1
Nous avons, tout de suite P (C') =p, P(B/C) =1et P (B/C) = —
m
En fait, nous cherchons P (C/B).
Nous avons :

_P(CNB) P (B/C) x P (C) __r _ ™
PR =518 “P(B/O)xP(C)+P(B/O)<P(C) piE mpti—p

Exercice 4 :

Un test sanguin a une probabilité de 0.95 de détecter un certain virus lorsque celui ci est effectivement présent.
Il donne néanmoins un faux résultat positif pour 1% des personnes non infectées. Si 0.5% de la population
est porteuse du virus, quelle est la probabilité qu'une personne ait le virus sachant qu’elle a un test positif 7
C’est un exercice trés classique dont nous retrouverons le theme dans d’autres exercices

Notons V' = {La personne testée est porteuse du virus} et P = {Le test est positif}

On cherche donc P (V|P)

D’apres ’énoncé, on sait que :

P (V)=0.005 P(P|V)=0.95 P(P[V)=001

On en déduit :

P (VIP) = P(VNP) _ P(PIV)x P (V) _ 0.95 x 0.005 ~ 0.393
P (P) P(P|V)xP(V)+P(P[V)xP (V) 0.95x0.005+0.01x0.995

Exercice 5 :

Soit {§; F; P} un espace probabolisé, A € F et B € F tels que P (A) #0 et P(B) #0
Montrez que les trois égalités suivantes sont équivalentes :

1. P(B|A) = P (B) 2. P(A|B) = P (A) 3. P(ANB) =P (A)P (B)

1. Démontrons que P (B|A) =P (B) <= P(ANB)=P(A)P (B)
* Supposons P (B|A) =P (B)
Alors P (B|A) = W —P(B)= P(BNA) =P (B)xP(4)
* Réciproquement, supposons P (AN B) =P (A) P (B)
] _P(BNnA) PAP(B)
Alors, P (B|A) = P4 P4 P (B)
Nous avons donc P (B|A) =P (B) <= P(ANB)=P(A)P(B)
2. Nous montrerions de la méme maniere que P (A|B) =P (A) <= P(ANB)=P(A)P(B)

3. Montrons maintenant que P (B|A) =P (B) <= P (A|B) =P (4)
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* Supposons P (B|A) =P (B)
_ _ANB P(A)P(B)
Alors P(ANB)=P(A)P(B) et P(A|B) = PG P
Dong, si P (B|A) = P (B), alors P (A|B) = P (B)
* Démontrer que si P (A|B) = P (A) alors P (B|A) = P (B) est semblable
Nous avons donc P (B|A) = P (B) <= P (A|B) =P (4)

En conclusion, les 3 égalités sont équivalentes

— P (4)

Exercice 8 :

On considére des nombres décimaux a et b appartenant & l'intervalle |0,1[ , tels que 10a et 10b sont des
nombres entiers. Une urne rouge contient 10a boules rouges et 10 (1 — a) boules noires et une urne noire
contient 10b boules rouges et 10 (1 — b) boules noires.
Les boules étant indiscernables les unes des autres, on effectue une suite de tirages au hasard d’une boule
dans I'une des deux urnes selon les régles suivantes :

— Le premier tirage a lieu dans I'une des deux urnes prise au hasard (On admet I'équiprobabilité.)

— Aprés chaque tirage dans une urne, la boule est remise dans la méme urne;

— Pour tout nombre entier naturel n, le n + 1-iéme tirage a lieu dans I'urne de la couleur de la boule

tirée au n-iéme tirage.

Pour tout nombre entier strictement positif n, on désigne par R,, I'événement

< On tire une boule rouge au n-iéme tirage >

Et par N,, I'événement

< On tire une boule noire au n-iéme tirage >

1. Calculer les probabilités P (R,) et P (Ny)

Ry est ’événement : Ry = {On tire une boule rouge au premier tirage }. Dol vient cette boule
rouge ? Cette boule rouge vient de I'urne rouge ou bien de I'urne noire.
On appelle UR = {On tire une boule dans 'urne rouge } et UN = {On tire une boule dans 'urne noire},
nous avons :
Ri=RiN(URUUN)=(RiNUR)U(R;NUN)

C’est a dire, en passant au probabilité :
P(R)=P(RiNUR)+P(RiNUN)=P(RJlUR)P(UR)+P(R,[lUN)P (UN)

Sans le dire, nous avons redémontré la formule des probabilités totales.

1 10 10b
Numériquement, P (UR) = P(UN) = 3 P(R1|UR) = 1—5 =aet P(R|UN) = 0 = b, et
donc
a+b
P(R)=—;

De la méme maniere,
P(N;)=P(N1[UR)P(UR)+ P (N,|UN)P (UR)

10(1—a)
10

10(1—b)

Numériquement, P (N;|[UR) = 0

=1—aet P(N;|UN) = =1-—1b, et donc

_a+b

P(Ry) =1

En fait, et c’est totalement évident, R; = Ny
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2. Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1,nous avons :
(P(Rn)>7( a b )(P(an))
PN,/ \1—a 1-0 P(N,-1)

On appelle UR,,, 'événement : UR,, = {On tire une boule dans 'urne rouge au n-iéme tirage} et
UN,,, 'événement : UN,, = {On tire une boule dans 'urne noire au n-iéme tirage}.
En rappelant les conditions du tirage exposées dans 1’énoncé :
Pour tout nombre entier naturel n, le n-ieme tirage a lieu dans 'urne de la couleur de la
boule tirée au n — 1-ieme tirage.

Ainsi, si nous tirons une boule dans I'urne rouge au n-ieme tirage, ceci signifie qu’au n — liéme
tirage, nous avons obtenu une boule rouge, et donc : P (UR,,) =P (R,_1); de méme, P (UN,,) =
p (Nn—l)

Nous pouvons utiliser la formule des probabilités totales :

P(R,) =P (R,NUR,) +P(R,NUN,) =P (R,|UR,)P (UR,) + P (R,|UN,) P (UN,)

Evaluons P (R,|UR,,) :
On sait qu’on tire une boule dans I'urne rouge. Quelle est la probabilité pour obtenir une boule
rouge dans cette urne ? Cette quantité a déja été calculée :P (R, |UR,,) = a; de méme, P (R,|UN,,) =
b; de telle sorte que :

P(R,) =aP (Rp—1) + bP (N,—1)

N, est ’événement contraire de R, et donc P (N,,) =1—P (R,), dou
P(N,) =1—(aP (Rp-1) +bP (Np_1))
De P(N,-1) + P (R,—1) =1, nous tirons :
P(N,) = 1-(aP(Rp—1)+bP(N,_1))
= P(Nnu-1) + P (Rn-1) — (aP (Ry—1) + bP (Nn-1))
= (1-a)(Bn1) + (1 =b)P(Nny)

En synthese, nous avons :

{ P(R,) = aP(Ru_1)+bP (No_1)
P(No)= (1—a)(Rn-1)+ (1 =0)P(Np-1)

Ce qui se traduit tout a fait bien, matriciellement, par :

(i) )= 2 (i)

Exercice 9 :

Le gérant d’'un magasin d’informatique a recu un lot de boites de CD-ROM. 5% de ces boites sont abimées.
Le gérant estime que :

— 60% des boites abimées contiennent au moins un CD-ROM défectueux.

— 98% des boites non abimées ne contiennent aucun CD-ROM défectueux.
Un client achéte une boite du lot. On désigne par A [|'événement : < La boite est abimée > et par B
I'événement < La boite achetée contient au moins un disque défectueux >.

1. Donner les probabilités de
— P (A) et P (A)
11 est clair, que d’apres I’énoncé, P (A) = 0,05 et donc que P (Z) =0,95
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— P (B|A)
On sait que la boite est abimée ; il y a donc 60% de chances pour qu’elle contienne un CD-ROM
défectueux. Donc P (B|A) = 0,6

— P (B|A)
Cette fois ci, on sait que la boite n’est pas abimée et que 98% de ces boites ne contiennent
aucun CD défectueux. Nous avons donc P (B|A) = 0,02

~ P (B|A)
La probabilité conditionnelle est une probabilité. Donc P (B|A) = 1 — P (B|A), c’est & dire
que P (§|A) =1-0,6=0,4

~ P (B[A)
De la méme maniere, P (B[A) =1—P (BJA) = 0,98

2. Le client constate qu’'un des CD-ROM acheté est défectueux. Quelle est a la probabilité pour qu'il ait
acheté une boite abimée ?

On doit calculer P (A|B) que jusqu’ici, on n’a pas calculé. Or, en utlisant la formule de Bayes, on
a le résultat.

Redémontrons cette forrm%l/el. ) (BIAVP (4)
P(ANB P (B|A)P
Nous avons P (A4|B) = PB) P (B)

Nous connaissons P (B|A) et P (A), mais nous ne connaissons pas P (B). Or,

B=BnN(AUA)=(BnA)U(BNA)

Et donc, -
P(B)= P(BNA)+P(BNA)
= P(B|A)P(A)+P (BJA)P (4)
= 0,03+40,190 = 0,193
C’est la formule des probabilités totales D’ott P (A|B) = P(BAP(4) _ 003 =0,155

P (B) © 0,193

Exercice 10 :

Une compagnie d’assurance répartit ses clients en trois classes de risques :
— R est la classe des < bons risques >
— R2 est la classe des < risques moyens >
— R3 est la classe des < mauvais risques >
Les effectifs de ces trois classes représentent
— 20% de la population totale pour la classe R1
— 50% pour la classe R2
— 30% pour la classe R3
Les statistiques indiquent que les probabilités d'avoir un accident au cours de I'année pour une personne de
I'une de ces trois classes sont respectivement de 0,05, 0,15 et 0,30.

1. Quelle est la probabilité qu'une personne choisie au hasard dans la population ait un accident dans
I'année 7

On appelle A, I’événement A = { Avoir un accident}. D’apres 1’énoncé, nous avons :
P (A|R1) = 0,05 P (A|R2) = 0,15 P (A|R3) = 0,30

Ce qu’on cherche, c’est, en fait : P (A4); or :
A=AN(RIUR2UR3)=(ANRI)U(ANR2)U (AN R3)

DoncP (4) =P (ANR1)+P (AN R2)+P (AN R3). Or,pouri =1,2,3,P (AN Ri) =P (A|Ri)x
P (Ri), de telle sorte que :
P(A)= P(ARl)xP(R1)+P(AR2) x P(R2) +P (A|R3) x P (R3)
— 0,05%0,2+0,15 x 0,50 + 0,30 x 0,30
= 0,175
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Dong, | P (4) =0,175

2. Si M.Martin n'a pas eu d'accident cette année, quelle est la probabilité qu'il soit un bon risque (qu'il
appartienne 3 la classe R1) ?

Il faut, cette fois ci calculer P (R1|Z). Or, d’apres la formule de Bayes,

_ P(RINA) P (ARL) xP(RL) 0,95x0,2
P (R1/4) = P@A) P (4) = 1-0.17

= 0,230

Donc, | P (R1[4) = 0,230

Exercice 14 :

Voici un exercice qui n’est pas trés difficile; Uobjectif de cet exercice est de montrer que la probabilité
conditionnelle P 4 est une probabilité comme une autre, et qu’il n'est pas indécent de s’intéresser a la
probabilité conditionnelle liée a cette probabilité P 4

Ce sera aussi [’occasion de mettre en pratique les définitions de probabilité conditionnelle. C’est donc un
exercice tres proche du cours

Soit {Q2, F,P} un espace probabilisé

1. Soit A € F tel que P (A) > 0, On appelle P 4 la probabilité conditionnelle sachant A.

Soit B € F tel que P4 (B) > 0, démontrer que P4 (X/B) = w =P (X/BnA)
C’est donc tres simple :
= Nous avons P4 (XﬂB):w
= Et PA(B)ngf(z)A)
Donc
PA(X/B):PA(XQB) :P(XmBmA) " P (A) :P(XmBmA) _P(X/BNA)

P4 (B) P (4) P(BNA) P(ANB)
2. Démontrer que pour tout événement A€ F, Be F etC e F

P(ANB/C)=P(A/C) x P (B/ANC)

P(ANnBNCQC)
P (C)

Nous avons, et de maniere classique :

Nous avons P (AN B/C) =

P(ANBNC)=P(BNANC)=PANC)xP(B/(ANC))
Et donc :

P(AnB/C) = 2AND) ;i’cﬂf/ Anc) _ P;A(g)@ <P (B/(ANC)) =P (A/C)P (BJANC)

Ce que nous voulions

Exercice 16 :

Un joueur a le choix entre les deux paris suivants :
1°pari : Jeter 6 dés, et gagner s'il "sort” au moins un as

2°pari : Jeter 12 dés, et gagner s'il "sort” au moins deux as
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Calculez la probabilité de gagner dans chaque cas, les issues possibles étant supposées équiprobables.

1. Nous allons appeler ) 'espace fondamental 1ié au premier pari.
Tres facilement, nous avons Card = 66

On appelle A lévénement A = {On obtient au moins un as}; il est beaucoup plus facile de

considérer I’événement contraire A = {On n’obtient aucun as}.
6

Nous avons Card A = 5%, et donc P (Z) = 56’

6
dott P(A)=1— (g) ~ 0,665

2. Itérons la démarche pour le second pari :
Si nous appelons € I’espace fondamental 1ié au second pari. Nous avons Card Q = 62

On appelle A 'événement A = {On obtient au moins un as}, 'événement contraire A = {On n’obtient aucun as},

_ _ 12 5\ 12
nous avons Card A = 5'2, et donc P (A4) = iz’ d'ott P(A)=1— (6) ~ 0,887
n
Si nous poussons un peu plus loin I’étude, si nous langons n dés, nous avons P (A) =1— (6) ; comme
5 5\"
0< =<1, nous avons lim 1— (7> =1; ainsi, plus il y a de dés, plus nous avons de chance que A
6 n—-+o0 6

se réalise

Exercice 18 :

Le roi vient d'une famille de 2 enfants,; quelle est la probabilité pour que I'autre enfant soit sa soeur ?

Si nous appelons ), 'espace fondamental, nous avons Q = {(G,G); (G, F); (F,G),(F,F)}

Le roi étant, a priori, un garcon, nous restreignons 1’espace fondamental §2, & un autre espace fondamental
0 ={(G.G); (G, F); (F,G)}.

La probabilité pour que l'autre enfant soit sa soeur est donc de 2

C’est le principe des probabilités conditionnelles que de réduire l'espace fondamental; ce que nous avons
fait ici, sans passer par la définition

Exercice 20 :

Une population d’une ville compte 48% d’hommes et 52% de femmes; on sait que 5% des hommes et 3%
des femmes sont atteint d'une maladie M.

C’est un exercice totalement classique!! Ici, 'espace fondamental Q est constitué des habitants de la
ville.
Appelons H I’ensemble des hommes de cette ville et F' = H celui des femmes ; nous avons P (H) = 0, 48
et P(F)=0,52=1—P(H).
Soit M D’ensemble des personnes malades de la maladie M. D’apres I’énoncé, nous avons P (H N M) =
0,05 et P(FNM)=0,03

1. Quelle est la proportion de personnes de la ville atteint de la maladie M ?

Il faut, en fait, calculer P (M)
Nous avons M = M NQ=MN(HUF)=(MnNH)UMNF). Dou:

PM)=P(MNH)UMNF)=P(MnH)+P(MnNF)=0,08

2. On prend une personne au hasard, et on constate qu’elle est atteinte de la maladie M; quelle est la
probabilité pour que ce soit une femme ?

Il faut donc calculer P (F/M).

C’est assez simple :

PMnF) 003 _ 3
P(M) 008 8

P (F/M) = =0,375
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Exercice 21 :

La firme Computex a déposé auprés du ministére de I'Education Nationale deux cahiers de charge séparés pour
la fourniture de mobilier informatique et de micro-ordinateurs. L'entreprise estime 4 60% ses chances d’obtenir
le contrat de fourniture de mobilier informatique. Si ce contrat lui est alloué, la firme évalue ses chances a 2
sur 3 d’obtenir le contrat des micro-ordinateurs. Toutefois, si le contrat de fourniture de mobilie informatique
lui échappe, elle estime quand méme a 30% ses chances de se voir octroyer le contrat des micro-ordinateurs.

On appelle M T T'événement MI = {Obtenir le marché du mobilier informatique} et O, 1’évenement
O = {Obtenir le marché des micro-ordinateurs}

2 _
D’apres lénoncé, nous avons P (MI) = 0,6, P (O/MI) = 3 et P(O/MI) =0,3
1. Quelle est la probabilité pour que Computex obtienne les deux contrats ?

Ici, il faut calculer P (O N M)

Or, P (O/MI) = W

2. Quelle est la probabilité que Computex n'obtienne que le contrat des microordinateurs 7
Il faut, évaluer, ici P (O N W)
4

_ _ A VA 2
Comme tout & 'heure, P (O N MI) =P (O/MI) x P (MI) = 3% 04=x
3. Quelle est la probabilité que Computex obtienne le contrat des micro-ordinateurs (qu'il ait obtenu ou

non le contrat de fourniture de mobilier informatique) ?

Il faut donc calculer P (O)
Clest facile : O = (ONMI)U (ONMI), et donc

2 1
et doncP(OﬂMI):P(O/MI)xP(MI):O,GxE:g:OJ

S 1 4 7
PO =PONMI)+P(ONMI)=-+—=—
©) ( )+ ( ) 5 + 15 15
4. Computex vient d’annoncer qu'il a obtenu le marché des micro-ordinateurs. Quelle est la probabilité
qu'il ait obtenu celui du mobilier informatique ?

Il faut donc calculer P (M1/0). Or :

_P(MINO) 0,2x7 7
P (M1/0) = PO 15 7

Exercice 22 :

Dans une population on sait que la probabilité de naissance d’'un garcon est de 0,52, que par ailleurs que 2%
des filles et 1% des garcons présentent une luxation congénitale de la hanche.

1. On note F' I'événement F = {Naissance d’une fille} et L I'événement L. = { Avoir une luxation de la hanche}.
Les événements F' et L sont-ils indépendants ?

Nous posons, pour commencer G = {Naissance d'un gargon} = F. Ré-écrivons les hypotheses;
nous avons :

x P (F)=0,48 * P(G) = 0,52 x P(L/G) = 0,01 « P(L/F) =0,02

Pour montrer que F' et L sont indépendants, il nous faut montrer que P (FNL) =P (F)P (L).
Or, nous ne connaissons pas P (L), ni P (F'N L). il nous faut donc les calculer.
= Nous avons P(FNL)=P(L/F) x P (F) et donc P (FNL)=0,02 x 0,48 = 0,0096
= Nous avons L=LN(FUG)=(LNF)U(LNG),etdonc P(L)=P(LNF)+P(LNG)
Nous connaissons P (F'N L), il nous faut, maintenant, connaitre P (F N G)
Comme tout & 'heure, nous avons P (FNG) = P (L/G)xP (G) = 0,01x0,52 = 0,0052

D’ou P (L) = 0,0052 + 0,0096 = 0,0148
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Donc, P(FNL)=0,009 et P(F) x P (L) =0,42 x 0,0148 = 0,006216
Les 2 évenements F' et L ne sont clairement pas indépendants ?

2. Calculer la probabilité pour qu’'un nouveau-né présentant une luxation soit une fille.

Nous devons donc calculer P (F//L). Or, ceci ne pose pas grande difficulté :

P(FNL) 0,0096 24
= =22~ 0,6486
P (L) 0,0148 37

P (F/L) =

Exercice 23 :

Un systeme composé de n modules est dit étre un k <\n systéme si et seulement si le systéme fonctionne si au
moins k (k < n) modules sur les n sont en état de fonctionner. On suppose que tous les modules fonctionnent
de maniere indépendante les uns des autres avec la méme probabilité p.

Calculer la probabilité pour qu'un systeme k <In fonctionne

= La probabilité pourqu’il y ait exactement j machine a fonctionner est donnée par
i n—j _ [T j n—j
Chp’1—p)" 7 = (j.)p](l—p)

Ainsi, la probabilité pour que le systeme fonctionne est donc :

n k—1
> (?)pj (1-p" 7 =1-" (?)pj (1—p)"

j=k =0

= Une autre fagon de voir le probléme est de considérer les machines qui ne marchent pas.
Ainsi, la probabilité pourqu’il y ait exactement j machine & ne pas fonctionner est donnée par

Cl(L—p) p"7 = <?) (1—p) p"~

Ainsi, pour que le systéme fonctionne, il faut qu’il y ait au plus £ —1 modules & ne pas fonctionner.
Donc, la probabilité pour que le systeme k <1 n fonctionne est donc donné par :

Exercice 24 :
La probabilité pour qu'une machine tombe en panne au cours d’'un mois est p = 0,06 ; une entreprise possede
10 machines de ce type. Quelle est la probabilité pour qu'au cours du prochain mois :

1. Toutes les machines tombent en panne

2. Au moins 2 machines tombent en panne

C’est une nouvelle fois, une application classique de la loi binémiale
1. La probabilité pour que toutes les machines tombent en panne
Cette probabilité est simple; elle est P = (0.06)10 =6x10"1

2. La probabilité pour que au moins 2 machines tombent en panne

Nous allons nous intéresser a ’événement contraire.

L’événement contraire est donné par : < Il y a au plus 1 machine qui est en panne >, c’est a dire
0 ou 1. Cette propabilité est donc :

10 10
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Exercice 25 :

Critiquer le raisonnement suivant :
En langant une fléchette, j'ai une chance sur deux d'atteindre la cible, donc, en lancant la fléchette deux fois,
J'atteindrai la cible a coup siir.

On suppose le joueur lance 2 fois sa fléchette. Il y a deux fagons de résoudre cette question
= La premiere en considérant I’espace fondamental :

Q={(G,G);(G,P);(P,G);(P,P)}

La premiere composante représentant le résultat du premier lancer et la seconde composante, celui
du second lancer. D’apres I’énoncé, il y a équiprobabilité pour chaque couple. Donc :

Atteindre la cible a coup str = {(G,G); (G, P);(P,G)}

Et P (Atteindre la cible & coup siir) = 3

Le raisonnement est donc faux!!
= Une autre fagon de faire est de considérer que chaque lancer est une épreuve de Bernouilli

1
< Echec >« Succes > de parametre —.

La loi de deux lancers consécutifs est donc une loi bindmiale. L’évenement < Atteindre la cible &
coup sur > est donné par :

{Atteindre la cible exactement 2 fois} U {Atteindre la cible exactement 1 fois}

2\ (1)\*  [2\/[1 1
P (Atteindre la cible a coup siir) = <2> (§> + <1> (§> X (§> = %

= Il efit été possible aussi d’utiliser I’événement contraire

Donc :

Exercice 26 :

On lance 2 dés distincts numérotés de 1 a 6, soient x1 et xo les nombres fournis par ces 2 dés

On peut d’ores et déja s’intéresser a l’espace fondamental lié & cet expérience :
Q= {(z1,22) ot 1<z <6et 1<z <6}

Dans ce schéma, z; est le résultat du premier dé, et x5 celui du second.
Nous différencions donc les dés Evidemment, Card €2 = 36

1. Calculez P ({x1 + 22 =5}) et P ({z1 + 22 =T7})

*x L’événement {1 + 2 = 5} est donné par :

{1’1 + 22 = 5} = {(174) ; (4’ 1) ; (273) ) (3a 2)}

4
Et donc P ({1 + 22 =5}) = 3%

1
A~ 7 re 9 7
* De méme, I’événement {z; + 2o = 7} est donné par :

Et donc P ({z1 + = *7})*E _1
P36 6

2. Sion lance les 2 dés 3 fois de suite, quelle est la probabilité pour que y = x1 + x5 prenne au moins
une fois la valeur 5 et une fois la valeur 7

Définissons 'espace fondamental lié & cette expérience. Ici, nous pouvons choisir :

Q:{(LhLQ,Lg) Of12<L1§12,2<L2<126t1<L3<6}
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Ici, L1 est le résultat du premier lancer des 2 dés, Ly celui du second et L3 celui du troisieme.

1
Il faut remarquer qu’il n’y a pas équiprobabilité, puisque, par exemple P ((7,7,7)) = & et
1
P ((5,5,5)) = 95
Il faut maintenant définir ’événement { Au moins une fois la valeur 5 et une fois la valeur 7} ; nous
allons en faire le recensement :

* Tout d’abord, exactement 2 fois la valeur 5 :
{Exactement 2 fois la valeur 5 et une fois la valeur 7} = {(5,5,7);(5,7,5);(7,5,5)}
Et nous avons, de maniere simple :

132
P ({Exactement une fois la valeur 5 et une fois la valeur 7}) = 3 x (§> X

11
6 162

* Ensuite, exactement 1 fois la valeur 5 :

{Exactement 1 fois la valeur 5 et une fois la valeur 7}

{(5, {autre chose que 5 ou 7},7); ({autre chose que 5 ou 7},7,5);---; (7,5, {autre chose que 5 ou 7})}

1 1 13
Or, P ({autre chose que 5 ou 7}) =1 — <f + 7> =—
9 6 1
13 1 1
Et donc P ((5, {autre chose que 5 ou 7},7)) = 5°5%%
D’ou
P ({Exactement 1 fois la valeur 5 et une fois la valeur 7}) = 6 x P ((5, {autre chose que 5 ou 7},7))
1
18 9
Et donc :
. . . 13 1 7
P ({Au moins une fois la valeur 5 et une fois la valeur 7}) = — 4+ — x = = —

162 18 9 81

Exercice 27 :

1. On lance deux dés cubiques numérotés de 1 a 6, et nous considérons la somme amenée par ce lancer. On
appelle A I'événement A = {La somme amenée est 6}, et B I'événement B = {La somme amenée est 7}.
Donner P (A) et P (B)

Les questions de cet exercice sont celles de celui qui précede! L’espace fondamental est donc
Q={(,j) oul<i<6et1<j<6}

Nous avons donc Card Q2 = 36
* A={(1,5);(5,1);(2,4);(4,2);(3,3)} et donc P (A4) =

gl ol

* B={(1,6);(6,1);(2,5);(5,2);(3,4)} et donc P (4) =
2. Lénaig et Erwann jouent au jeu suivant :

On lance 2 dés cubiques; pour gagner, Lénaig doit obtenir 6 exactement, et pour gagner,
Erwann doit obtenir 7 exactement. Si aucun des deux n'a gagné, on recommence a jouer
C'est Lénaig qui commence & jouer (ce qui veut dire Lénaig joue 3 tous les lancers impairs, et
que Erwann joue a tous les lancers pairs).

Les lancers sont bien entendu supposés tous indépendants les uns des autres.

On appelle Ay, I'événement Ay, = { Lénaig gagne au k-iéme lancer} et By, |'événement : Bj =
{Erwann gagne au k-iéme lancer}

https://mathinfovannes.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO@© page 507



Chapitre 13 Indépendance, conditionnement 13.6 Exercices corrigés

En écrivant les événements Ay, et By, sous forme d'intersection et de complémentation, calculer P (Ay)

et P (Bk)
Soit Ly, 'événement Ly = {Lénaig obtient 6 au k — iéme lancer}. Alors, P (Ly) = %

)
Soit Ej, I'événement Ej, = {Erwann obtient 7 au k — iéme lancer}. Alors, P (Ey) = 36

— Recherche de P (Ay)
Nous avons

A, =L NE.NLsNEsN---Ly_1NER_1NLy
Et donc

P (4p) = (1 =P (L)) (1 =P (E)) (1 = P (L2)) (1 = P (E3))x- - (1 = P (Ly-1)) (1 = P (Ex-1)) P (L)

2k—2 2k—2 2 2k
1 1
C’estédire:P(Ak):<1fi) x3:<3—> xi:ix<%) x(3—)
36 36 36 36 36 31 36

— Recherche de P (By)
La démarche pour cette question est semblable, méme s’il y a quelques différences.
Nous avons

B,=LiNE.NLsNEsN---Li_1NER_1NL;NEs
Et donc

P(Br)=(1—-P(L1)(1-P(E1)) x-x(1=P(Lg-1)) (1 =P (Ex-1)) (1P (Lg)) P (E)

C’est a dire :

5\t 5 31\*! 5 5 36 [31\* 5 31\
- () T e ()
(Br) 36 “36 ~ \36 “36 36 31 \36 31 \36

3. Ecrire les événements < Lénaig gagne > et < Erwann gagne >

L’événement « Lénaig gagne » peut s’écrire : il existe k € N* tel que Ay, soit réalisé qui peut donc
s’écrire | Ag.
kEN*
De méme, I'événement « Erwann gagne > s’écrit |J By
kEN*

4. En déduire P ({Lénaig gagne} ) et P ({Erwann gagne} )

* Nous avons donc P ({Lénaig gagne} ) =P ( U Ak). Or:

keN*
p(ya)= Y ru
kGLIJV* ’ ng:* )
- (B ()
36 31/ 52 \36 )
S S
36 31 36
keN* 9
5 <36)2 (3%)
= —=X|z=] X
36 1 1_(£)2
6
- 85, 36362 56312
= 67X5:@20,5373
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* De méme, P ({Erwann gagne} ) =P ( U B;C). Or:

P( B ) = P (B
’“g’* ' kg’* =
1\ 2k 1\2 k
- Zix(i> RS (3,)
31 \36 31 36
keN* R keN*
5 8 5 312 362

x = X e X
31 7 _ 3 31 36 " 362 312
62

3
5 x 312 x 362 31
= — = (,462686
31 x362x67x5 67 ;

Nous remarquons que P ({Lénaig gagne} ) = 1 — P ({Erwann gagne} ). Etonnant, non?

Exercice 28 :

Un laboratoire a mis au point un alcool-test. Les premiers résultats sont les suivants :
= 2% des personnes contrdlées par la police sont réellement en état d’ébriété
= 95 fois sur 100 I'alcool-test s’est révélé positif, alors qu'une personne était réellement en état d’ébriété.
= 95 fois sur 100 I'alcool-test s'est révélé négatif, alors qu'une personne n’était pas en état d’ébriété

Ré-écrivons les hypothéses du probleme. Appelons :
E = {Etre en état d’ébriété} et P = {Le test est positif}
Nous avons, d’apres 1’énoncé :
P(E)=0,02 P(P/E)=0,95 P (P/E)=0,9

1. Une personne est contrblée par la police; quelle est la probabilité pour que le test soit positif ?

Nous devons donc calculer P (P).
A nouveau ; décomposons P. Nous avons P = PN (EUE) = (PN E)U(PNE), et donc P (P) =
P(PNE)+P(PNE)
% OrP(PNE)=P(P/E)x P (E)=0,95x 0,02 = 0,019
* De méme P (PNE) = P(P/E) x P (E). La probabilité conditionnelle est une véritable
probabilité, et donc P (P/E) =1-P (P/E) =1-0,95=0,05
Ainsi, P (P) =P (P/E) x P(E) + P (P/E) x P (E) = 0,019 + 0,05 = 0,069

2. Calculez la probabilité pour qu'une personne ne soit pas en état d'ébriété sachant que le test est positif.

Nous devons donc calculer P (E/ P). En fait, nous avons :

P(EnP) P(P/E)xP(E) 0,05x0,98
P(P) P (P) - 0,069

P(E/P) = ~0,7101
C’est énooooO0O0o000orme

3. Calculez la probabilité pour qu’une personne soit en état d'ébriété sachant que le test est négatif.

Sans étre la méme question que précédemment, la méthode est la méme. Nous devons donc calculer
P (E/P). En fait, nous avons :

. P(ENP) P(P/E)xP(E) 0,05%0,02 _
PER) = 5@~ p@ 1 oo =000

Ce qui est rassurant !!
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Exercice 29 :
On lance n dés non pipés; A, est I'événement : A,, = {Le total des numéros amenés est pair} ; montrer que
la suite (P (A,)),cn- €st une suite constante.

Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n
= Pour n=1

1
Il n’y a qu'un seul dé, et Ay = {2,4,6} et donc P (A;) = B
1
= Supposons, maintenant, que P (4,,) = B

= Etudions, maintenant, A,
Nous avons, maintenant, n + 1 dés et séparons les n premiers dés, du dernier. Appelons B;,41,
Pévénement B,, 11 = {Le dernier dé ameéne un nombre pair}. Alors :

Api1 = Ani1 0 (Bag1 UBni1) = (Anp1 N Bug1) U (Apg1 N Bpyr)

Et ainsi,
P (A1) =P (Anp1 N Buyi1)+P (Api1 N Brg1) = P (Any1/Bry1) XP (Byug1)+P (Ang1 /Brg1) XP (Bnta)

*x Etudions P (A,41/Bnt1)-
On sait que B, 41 est réalisé, c’est a dire que le n+ 1-ieme dé amene un nombre pair. Pour que
Ap41 soit réalisé, il faut donc que les n premiers dés ameénent une somme paire aussi et donc,

P (Aus1/Busi) = P(4) = 5

* Maintenant, P (Ay41/Bni1)-
On sait que B, 41 est réalisé, c’est a dire que le n+ 1-ieme dé amene une somme impaire. Pour
qu’alors A, 1 soit réalisé, il faut donc que les n premiers dés ameénent une somme imppaire
aussi et donc,

P (Auir/Bart) =P (A,) = 5

N 1 1.1 1 1
DouP (An+1) =P (An+1/Bn+1> xP (Bn+1)+P (An+1/Bn+1) x P (Bn+1) = 5 X 5 + 5 X 5 = 5

1
Donc P (A,41) = 3 et la suite (P (A,)),cn- €st une suite constante.

Exercice 30 :

On s’intéresse a la transmission d'un information binaire, c’est a dire d’une information ne pouvant prendre
que 2 valeurs : 0 ou 1

On admet que le procédé de transmission entre 2 individus A et B (ou encore, entre 2 "stations” A et B) est
tel que, lorsque A émet une valeur de l'information a destination de B, B regoive cette information avec la
probabilité p, et donc I'autre information avec la probabilité ¢ =1 —p; on a, bien entendu, p € 10, 1].
Soitn € N

On considére n + 1 individus successifs : ig,i1,...,1in

L'information émise par iy a destination de i1 est elle-méme transmise par i1 a i, et ainsi de suite jusqu’a
T

Pour k € {1,--- ,n}, on note Ay, I'événement
Ay = {L’individu iy, recoit la méme information que celle émise par iy}
et py est la probabilité P (Ay); on pose py = 1
1. En écrivant A1 = A1 N (Ak U/Tk) exprimer py+1 en fonction de py

Ici, tout est donné!!
De Ajt1 = Aks1 N (Ax U Ax), nous pouvons écrire A1 = (Ap1 N Ag) U (Ags1 N A,) et done
P (Ak+1) = P (Ak+1 n Ak) +P (Ak+1 N A7k) o o
= P (Apt1/Ar) P (Ag) + P (Agi1/A) P (Ay)
= P (Ars1/Ae) i + P (Apg1/Ax) (1 — pi)
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* Etude de P (Ak+1/Ak)
On sait que I’événement Ay, est réalisé, c’est a dire que L’individu i recoit la méme information que celle émise
L’événement Ay signifie que l'individu ix41 recoit I'information émise par individu iy et
que donc ik regoit I'information émise par I'individu ig.
AiIlSi7 P (Ak—f—l/Ak)jp

* Etude de P (Ak+1/Ak)
Une fois 'exposé ci-dessus réalisé, il est aisé de voir que ’événement Ay n’est pas réalisé, c’est a
dire que L’individu i; n’a pas regu la méme information que celle émise par ig; L’événement
Ay signifie que l'individu ;41 regoit 'information émise par l'individu ig et que donc i1
n’a pas recu I'information émise par l'individu 4.
Ainsi, P (AkH/Aik) =1-p

Et donc

P (Api1) = P (Aps1/Ak) prtP (A1 /Ax) (1= pr) = pxpe+(1 —p) (1 —pi) = (2p — 1) pe+(1 — p)

2. En déduire I'expression de p,, en fonction de n et p.

Nous avons, d’apres la question précédente prr1 = (2p — 1) pr + (1 — p).

D’ou ) .
n —p —Pp
n= (2p—1 -
Pa= (Zp-1) (po 1—(2p—1))+1—(2p—1)
n 1—19) 1—p
= (2p—1 _
(2p—1) (po 2—2) T2 -2
1 1
= 2p-D"(1-2)+2
(1p ) ( 2)+2
= —(2p-1)"
5 (2 —1)
1 L1
Nous avons donc pn:§(2p—1) —|—§
3. Calculer lim p,. Que conclure?

n—-+o0o

Comme 0 < p < 1, nous avons —1 < 2p—1 < let donc lim (2p—1)" = 0; d’oit nous déduisons

n—-+o0o

que ngrpoo Pn=35

Ceci sous-entend que, quels que soient les moyens utilisés pour faire parvenir un signal d’un point
a un autre, et si les individus sont nombreux, la probabilité que le dernier individu regoive le

méme signal que celui émit par le premier est toujours de —

Exercice 31 :

Monsieur IKCX, posséde depuis plusieurs années un téléphone portable. Il étudie I'évolution de sa consom-
mation sur plusieurs mois. Pour n € N, on appelle A,, I'événement

A, = {Monsieur IKCX dépasse son forfait au mois N° n}

Nous avons, pourn > 1 :

{An/An1}) =
{An/An-1 1})
{Ai}) =

N} \

(
(
Nous posons ensuite P ({A,}) = a, et'V,, = ( 1o )
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1. Démontrer que V11 = MV,, ou M est la matrice M =

G| Ot
o] cxot| Do

Nous avons donc a1 = li{An+1}). Comme d’habitude, nous avons :
* AnJrl = An+1 N (An U An) = (An+1 N An) U (AnJrl N An)
D’ou nous tirons, comme a chaque fois :

P(Api1) =P (Any1 NA) + P (A1 NA) = P (A1 /A) P (A,) + P (A1 /4,) P (A,)

D’ou nous tirons :

1 2
Apt1 = gan + g (1 - an)

* Api1 =Ap1 N (A, UA,) = (A NAL) U (A NAL)
D’ou nous tirons, comme a chaque fois :

P (A1) = P (Auy1 N A) + P (Auy1 (1 A) = P (Ania/A) P (A,) + P (A /70) P (Ay)

D’ou nous tirons : 4 5
l—apy1 = gan + 5 (1—an)

Nous avons donc :

1a —i—g(l an) Loz
e A P E R IO
gt gl - 55

Nous avons donc bien V41 = MV,, ou M est la matrice M =

O] Ot =
] LUt D

2. Démontrer que, pour tout n € N*, V,, = M~V

C’est une question tres simple qui se démontre par récurrence sur n € N*
= C’est vrai pour n =1
En effet, si nous posons M° = Ids, nous avons, bien siir V; = Id V) <= V; = MOV,
= Supposons que nous ayions V,, = M" "1V}
= Etudions maintenant V41
Nous avons donc :

Vi1 =MV, =M (M 'Vi) = (M x M"™ ") Vi = M"V;
Donc, pour tout n € N*, V,, = M"~1V;
3. On pose P = ( Z ) avec a + b =1, Résoudre I'équation P = M x P

Nous avons

1 2
a a
P=MxP < Q): 7 3 Q)
15 5
a= §a+§b
<
1= a+b
— {2a—b: 0
at+b= 1
_1 tb 2
< a—3e —3
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. . -1 2
4. D’apres la quest/on nous avons la relation : a,41 = —an, + =

Donner lim a,, ; faire le lien avec la questt’onﬁ

n—-+oo
—1\"! 2 2 1 —1\""t 1
Nous avons 0, = () <a1_1f§>+1_5§:6><<5) i
1
Donc lim a, = -
n—-4oo 3

Donc, lorsque n devient tres grand, la probabilité pour que M. IKCX dépasse son forfait est de

3 ; c’est la probabilité stationnaire.

Exercice 32 :

Une piéce de monnaie améne < pile > avec la probabilité p et <« face > avec la probabilité ¢ =1 —p; on

lance indéfiniment cette piéce, et les lancers successifs sont indépendants.

1. A, est I'événement : A,, = {< pile > sort pour la 1ére fois au n-iéme lancer}. Calculer (P (A.))
On appelle X, = {< pile » sort au k-iéme lancer}. Nous avons P (X;) =p
Simplement, nous avons A,, = XNnXon--X,—1NX,.
n—1 _/
De Iindépendance, nous avons P (4,,) = < [1P (Xk)) P(X,)=(1-p)"""p
k=1
Donc, P (4,) = (1—p)" "' p
2. Soit B I'événement : B = {On obtient < pile >} Montrer que cet événement est quasi-certain

B est réalisé s’il existe k € N* tel que Ay, soit réalisé. Donc B = |J Aj et donc :

keN*
P(B) =P ( U Ak> =Y P =3 1-p) T =Y -p) = =
keN* k>1 k>1 k20

Donc, P (B) =1 et B est un événement quasi certain

3. Soit C' I'événement :
C' = {On obtient < pile > pour la premiére fois au bout d'un nombre pair de lancers}

Montrer que C' = |J Az et calculez P (C')
kEN

L’événement C' est réalisé s’il existe k € N* tel que I’événement Aoy est réalisé.

Et donc C = |J Ag. Alors
keN*

P = P( U 4u)

ke
= ZP(A%)
k>1
= Y p-p™"
k>1 .
- P —p)?
- 17pk>1[<1 p>}

p . _(-p)
L=p  1-(1—p)
_ p(=p _pl=-p _1-p

1-(1—-p)? 2p—p> 2-p
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4. Soit D I'événement :
D = {On obtient < pile > pour la premiére fois au bout d’un nombre de lancers multiple de 3}

Calculez P (D)

Le raisonnement a tenir est le méme que le précédent. Donc D = |J Asj. Alors
keN~*

P (D) = P( U Agk)

keN*
= > P(Az)
k>1
= > pa-p*?
k>1 i
p
= 12 0]

P (1—p)°
l-p 1-(1-p)°

p(1—p)* _ (1-p)
1—(1—p34+3p>—3p) p>*—3p+3

2

. (1-p)
DouP (D)= 5——"—
ot P (D) p?—3p+3

5. Les événements C et D sont-ils indépendants ?
Les événements C' et D sont indépendants si et seulement si P (CND) =P (C) x P (D)
C’est quoi 'événement CN D7
C’est I’événement < On obtient < pile > pour la premieére fois au bout d’un nombre pair de lancers
et d'un nombre de lancers multiple de 3 >

Ainsi, CND = {On obtient < pile » pour la premiére fois au bout d’'un nombre de lancers multiple de 6}

Donc, CND = |J Asgk. Alors :
kEN*

P(CND)= P( U AGk)

keN*
= > P(Aq)
k>1
= > p1-p*"
k>1 i
_ P _p)©
= 1_pk>1[(1 »)°]

P (1-p)°
l-p 1-(1-p)°

__(-p’
1—(1-p)°
1— 5
Donc P(C'NnD) = 2( p) 3 1 =
1+(1-p)+A-p) " +1-p) " +(1-p) +(1-p)
1 1 1
P P (D) = _ ,
O P = 13~ 6P
(1-p)° 1
Comme nous avons

1+(1-p)+(1-p?+1-p)’+1-p'+(1-p)° T
P (CND)#P(C)xP (D)

Les événements C' et D ne sont donc pas indépendants
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Comment démontrer P (CND)#P(C)xP(D)?
C’est juste une histoire de calculs...fastidieux.

Posons ¢ =1—p
q q
AlorsP(C)=—P (D)= ——,
(©) 1+¢q (D) 1+q+¢?
La question devient alors : quand avons nous :

2 5
. q

et pour terminer, P (C N D) = .

P ( ) I+¢+P+E+¢*+¢

q ¢ ¢ ¢

X =
I+q 1+g¢+¢ (1+90+q+¢®) 1+q+P+@P+¢+ ¢

Cette derniere égalité étant équivalente a

1 ¢’ :
= uisque 0
I+ +q+dd) ltq+@+@+a+ae o 7
—
PA+q(I4+9+¢®) =149+ +@ P+ + ¢
e
420 +2¢" +¢° =149+ P+ +¢' +°
—
CHe=1+q=(1+q=1+¢
—

(1+q)(¢*~1)=0
Ce qui n’est possible que si ¢ = 1, c’est a dire p = 0, ce qui est impossible

Exercice 33 :

On effectue des tirages dans une urne contenant initialement a boules blanches et b boules noires de la facon
suivante :

On remet a chaque fois la boule tirée a laquelle on ajoute ¢ boules de méme couleur

1. Calculer la probabilité pour obtenir la premiére boule blanche au n-iéme tirage

Comme proposé, nous posons N; = {On amene une boule noire au j-éme tirage} et si A, est
I’événement < On obtient la premiere boule blanche au n-ieme tirage > .

11 est clair que nous avons A, = NN NN ---NN,,_1 NN,

Comme le tirage au moment k est fixé par résultats antérieurs, il est apparait bon d’utiliser la
formule des probabilités totales généralisée :

P(An) = P(Nl) X P(NQ/Nl) X P(Ng/Nl ﬁNQ) X---xP (Wn/Nl ﬁNQﬂ --~Nn71)

Si les tirages 1 & k — 1 amenent des boules noires, sachant qu’a chaque tirage, on ajoute ¢ boules
noires, juste avant le k-ieme tirage, nous aurons ajouté (k — 1) ¢ boules noires, de telle sorte que
nous avons b+(k — 1) ¢ boules noires. Il y a donc, dans I'urne, avant le k-ieme tirage, a+b+(k — 1) ¢
boules dont a boules blanches. Donc :

b+(k—1)c

P(Nk/Nl mNQH...Nk_l) - m

a

b .

D’autre part, P (N;) = P> et P (Nn/Nl NNaN. ..Nn,l) = m. Donc :
P(4,) = b o b+c . b+ (n—2)c " a

a+b a+b+c a+b+(n—2)c a+b+(n—-1)c

a n—2 b+ ke
< 11
a+b+(n—1)c jpopa+b+ke
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2. = Soit C,, I'événement C,,, = {Les m premiers tirages aménent m boules noires}. Exprimer C., en
fonction des N; et donner P (C,,) sous forme de somme.

m

Nous avons C, = () Np. La difficulté, ici, est que les événements (Nj)jeN* ne sont pas
k=1

indépendants. Nous allons donc utiliser les probabilités conditionnelles. Donc :

P (ﬁ Nk> :P(Nl) X P(NQ/Nl) X P(Ng/Nl ﬂNQ) X oo X P(Nm/Nl N Na ﬁ...Nmfl)

m=1 b+ kc
Et donc, P (C},) = _
one, B(Cn) = 11 e
= Démontrer que HIE In(P(Cyp,)) = —o0
m——-+00
m=1 p+kc ” b+ ke
Nous avoms 1B (6,0) — (' 2EE ) — 371 (L)
ous avons In (P (Cy,)) = In kl;loa+b+kc kZ:On P
b+ k
Rechercher lim In (P (C,,)), c’est étudier la convergence de la série Z In (L)
m—+00 = a+b+ ke
Nous avons bt ke arb ke a 1 a
Vi = — — __ A
a+b+kc a+b+kc a+b+ke a+b+ ke
En +o0, nous avons ln( b+ ke > ln(l a ) ¢
Vi — | = - |~ —
’ a+b+ke a+b+ke/ +oo ke
— b+ k
La série Z k—: étant divergente, la série Z In (——a +Jbr+ckc> est, elle aussi, divergente.
k=1 k>0
Comme, pour tout k& € N*, nous avons M < 1, nous avons In (M> < 0 et
a+b+ ke a+b+ ke
b+ ke
e S () -
En d’ autres termes, lim In(P(Cp,)) = —o0
m——+0o0

3. Soit C I'événement C = {Il n'apparait que des boules noires}. Exprimer C en fonction des (C.,),, -
puis, conclure que P (C') = 0.

Clairement, si I’événement C' est réalisé, alors, pour tout m € N*, C,, est réalisé, et nous avons
C= N Cn.

neN*
D’autre part, la suite d’événements (Cy,),,cn- est une suite décroissante, puisque si Cy, 41 est
réalisé, ce qui veut dire que lors des m + 1 premiers tirages, nous ne tirons que des boules noires,

alors, en particulier, les m premiers tirages ne voient que des boules noires, et donc C,,,41 C Cpy,

D’apres la proposition 12.3.4, nous avons P (C) =P ( N Cm) = EIE P(Cn)

neEN*
Nous venons de montrer que lirJrrl In (P (Cy,)) = —00. Comme P (C,,) = e™®(Em) nous avons
m——+00
lim P(C,) =0
n—-+oo
L’événement C' est donc quasi- impossible.
4. Quelle est la valeur de Z P (A,). Interpréter ce résultat
n=1

Nous appelons A I’événement < Il apparait une boule blanche >
Nous avons A = C et donc P (4) = 1.

D’autre part, nous avons A = [J A, et de maniere évidente, les événements (Ag), . sont 2 &
E>1
2 incompatibles. Donc,

PA=P| |JA4|=) PMA,)=

k>1 n>1

Il est donc presque certain que I'un des événements A, se produira.
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Exercice 34 :

Un joueur joue une série de manches indépendantes (Dés, < Pile ou Face >, etc....)
> A chaque manche, il gagne 1€ avec la probabilité p et perd 1 € avec la probabilité 1 — p
> Le jeu s'arréte lorsque le joueur a gagné N € ou lorsqu'il est ruiné.

Nous notons uy, la probabilité qu'a le joueur d'étre ruiné lorsqu'il posséde k € au départ

1
1. On suppose p # 3

(a) Calculer ug et un

Nous commengons par des cas particuliers; uy est la probabilité qu’a le joueur d’étre ruiné
lorsqu’il possede k € au départ
* Si le joueur n’a que 0€lorsqu’il commence a jouer, il est déja ruiné!! Et donc ug =1
* Par le méme raisonnement, si le joueur a N€ lorsqu’il commence a jouer, il doit s’arréter
avant de commencer ; et il n’est pas ruiné!! Et donc uy =0

(b) Montrer que uj, = puj41 + (1 — p) ug—1
Nous appelons Ej, 'événement :Ej, = {Le joueur est ruiné avec un capital initial de k€} ;
nous avons P (Fy) = uy
A est Pévénement A = {Le joueur gagne la premiere manche} ; alors

Ex=E,N(AUA) = (ExNA)U (ExNA)
Et donc
P (Ey) =P (ExNA)+ P (EynA) =P (E,/A) P (A) + P (E,/A) P (4)

Il est clair que P (A) =p et que P (Z) =1-p
* Etude de P (Ey/A)
Le joueur est parti avec k€, mais nous savons qu’il a remporté la premiere manche et il a
donc, maintenant, dans son escarcelle, k + 1€ et donc, P (Ey/A) = ugy1
* Avec ce méme raisonnement, nous avons P (Ek /Z) = Up_1
D’ou nous tirons :

P (Ek) =P (Ek/A) P (A>+P (Ek/Z) P (Z) = pUk+<1 — p) Up—1 < U = puk+1+(1 —p) Uk —1

k N
()"~ ()
1= (52)
— La relation up = pug4+1 + (1 — p) ugp—1 < pugs1 — ur + (1 — p) ug—1 = 0 est une relation
linéaire qui définit bien la suite (u,),,cy--
L’équation caractéristique est donnée par pr? —r + (1 —p) = 0 de discriminant A =
1—4p(1—p)=4p> —4p+1=(2p—1)°

Comme p # 5 Dous avons A > 0 et il existe donc 2 racines ¢ et g2 a I’équation ca-

(¢) En déduire que uy, =

ractéristique.

1+(2p—1)
2p

1-(2p-1) 2-2p 1-p

=1 ¢
2p 2p D

q1 =

— Ainsi, pour toute suite (u,), cy. vérifiant pug1 —ug 4 (1 —p)up—1 = 0, il existe A € R et

1_ n
ueRtelsqueun:)\q{’—l—,qub:/\—k,u(Tp)
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— Il faut, maintenant, préciser les valeurs de A et u. Nous avons que ug = 1 et uy = 0, nous
pouvons alors poser :

Adpu= 1
1—p N
() = o
p
g
Adp= 1
1—p N
l—u—i-u(i = 0
p
<~

— D’Ofl,
(p)N (p)k (1717) _(119)1\[
Up = — + —

N = N )

(d) Que se passe-t-il lorsque N tend vers +o00

1 1
= Sip< 2 ce qui veut dire que le joueur est défavorisé, nous avons alors 1 — p > — et donc
L—p 1-p

[\)

>
|
~
—
I
3

N 1-p
—— > 1 et nous en déduisons que lim (7> = 4ooetdonc lim ( P )
p N—+oo p N—+oo 1_ (1—7[))
N . P
1, c’est a dire lim wug =1
N—+oc0
Ce qui veut dire, que, dans ce cas, si le joueur, partant d’une somme de k €, attend d’avoir

N<€ pour s’arréter, a de plus en plus de chances d’étre ruiné.

1 1-—
= Si, cette fois ci p > =, nous avons alors 1 —p < 5 et donc P < 1 et nous en déduisons

1-p\F  r1p\V .
que lim 1=p " = 0 et donc lim ( pp> ( pp) = L-p k, c’est a dire
Nofoo g _ (1—p>N )
P

1
2. Reprendre les questions précédentes avec p = 3

Cette fois-ci, le jeu est équitable.

1 1
— Nous avons toujours la relation ug = pugs1 + (1 — p) up—1 <= §Uk;+1 —up + §Uk_1 =0.

1 1
L’équation caractéristique est donnée par 57"2 -7+ 5= 0 de discriminant A =0
Vous obtenons donc ¢ = 1 comme racine double

1 1
vérifiant —ug41 — up + —ug—1 =0, il existe A e Ret p € R

— Ainsi, pour toute suite (u),, ¢y 5 5

tels que u, = A+ un
— Il faut, maintenant, préciser les valeurs de A et u. Nous avons que ug = 1 et uy = 0, nous
pouvons alors poser :

{ A= 1
A+ uN= 0
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%
%

1 k
D’ou d 1 U = — =1- —
ou, dans le cas ou p 9 Uk N

Et donc lim wup =1
N——+oc0

Ce qui veut dire que le joueur a de plus en plus de chances d’étre ruiné, avec un jeu équitable,
s’il attend d’amasser N€ pour N assez grand.

Exercice 35 :

Une urne Uy contient une boule noire et cing boules blanches.

Une urne U, contient quatre boules noires et deux boules blanches.

On tire une boule au hasard d’une des deux urnes. On note la couleur de la boule et on la replace dans I'urne.
Si la boule est blanche on effectue un autre tirage dans la méme urne, sinon on tire une seconde
boule dans I'autre urne.

On répéte cette expérience une infinité de fois.

Soient A,

I’événement :
A, = {Le n-iéme tirage a lieu dans I'urne U}

et B,, I'événement :

1. (a)

B,, = {Le n-iéme tirage améne une boule blanche}

Calculer les probabilités conditionnelles P (A, /An—1) et P (A, /A, 1)

— Calcul de P (A4, /A1)
Nous savons qu'au tirage d’ordre (n — 1), nous avons fait un tirage dans l'urne U;. La
probabilité qu’au tirage d’ordre m nous puisions une boule a nouveau dans 'urne U; et

donc nous avons P (A, /A,_1) = G
— Calcul de P (A, /4, 7))

Cette fois ci, nous savons que l’événement A, _; est réalisé, et donc qu’au tirage d’ordre
(n —1), le tirage se fait dans I'urne Us et que le n-iéme tirage se fera dans 'urne U;. La

question est donc de donner la probabilité de tirer une boule noire dans 'urne Us, et donc
_ 2
P (An/An_l) == g

Soit p, = P (A,,). Etablir une relation de récurrence entre p,, et p,_1 et en déduire p,,

Comme d’habitude, nous écrivons :
Ap=A4,NQ=A4,N (A1 UAp1) = (AnNAn_1) U (AN A, )
D’ou
P (A,) =P (A, N Ay 1)+P (A, N A1) = P (An/An1) P (Ape1)+P (An /A, 1) P (A,21)

5 2 1 2
Clest a di = —Pn_ —(1=pp_1) < pn = =Pn_ -
est a dire p, 6p 1+3( Dn—1) p 6p 1+3

La suite (py),cy- €st une suite du type p, = ap,—1+b, et d’apres les études précédentes, nous

avons :
Pn = 6 P1 5 5

C’est quoi py 7... C’est la probabilité pour que le premier tirage se passe dans 'urne Uq, et

nous avons donc p; = 3

1 n—1 4
Et donc, pour conclure, p,, = (6) (_1%) T3

2. Soit ¢, =P (B,)
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(a) Exprimer q,, en fonction de p,

Comme ¢, = P (B,), nous allons nous intéresser & I’événement B,,. Nous avons, en effet, et
comme d’habitude :

B, =B,NQ=B,N (A, UA,) =(B,NA,)U (B, NAy,)
Et donc, comme a chaque fois :
P (B,) =P (B,NA,) +P(B,NA,) =P (B,/A,) P (4,) + P (B,/A,) P (4,)

— Calcul de P (B,,/A,)
On sait que 'on ”pioche” dans I'urne Uy, et donc quelle est la probabilité pour que 'on ait

une boule blanche ? C’est simple!! Nous avons P (B, /A,) = 6
— Calcul de P (Bn//Tn)

— 1
Avec le méme raisonnement, nous avons P (Bn / An) = 3

1

5 1 1
D’ol nous avons ¢, = =p, + = (1 = pn) = =pn +

6 3 2 3
(b) Calculer gy,
D L L ous o ( 3)(1)”*1+11
€ ¢n = =pn + —, nous tirons que ¢, = | —— | | = 1L
q 2p 3 que ¢ 50 5 =

Exercice 36 :
Cet exercice vient en complément de la proposition 12.3.8 sur le lemme de BOREL-CANTELLI

1. Dans cette proposition, nous affirmions que, si (Ay), .y est une suite d'événements d'un espace
probabilisé {Q; F; P} tels que la série Z P (A,) converge, et si

n=0

B = {Une infinité d'événements A,, se réalisent} = m U A,

neN \ p=2n

alors, P(B):P(ﬂ <U Ap>) =0
neN \ p=>n

En d’autres termes, P-presque siirement, seuls un nombre fini d'événements A,, se produisent, autre-

mentditP(B):P(U (ﬂ%)):l

2. Nous allons compléter la proposition 12.3.8 en supposant maintenant que les événements (A,,),, .y sont

n
mutuellement indépendants, et que la série Z P (A,) diverge, c'est a dire lim Z P(A,) =+
n=>0 noeo p=0

Ré-écrivons ce que veut dire que les événements de la suite d’événements (A, ), o sont mutuelle-
ment indépendants :

A toute suite finie A,,, Ay, -, Ay, d’événements extraits de la suite (A,,)

P (ﬁ A"k) = ﬁP(Ank)

(a) On appelle E,, = (| A,, c'est & dire que B = |J E,, montrer que la suite des événements
p=n neN

(En),cn est croissante, c'est a dire que E,, C E,, et en déduire que P (E) = lim P(E,)

n—-+oo

nenNs nous avons
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— Montrons que E,, C E, 1
Nous allons montrer que, de maniere générale, si (X,,), oy est une suite d’ensembles, alors

la suite (Y;,) définie par Y,, = (] X, est une suite croissante, c’est a dire, que pour
p=2n

tout n € N, nous avons Y,, C Y41 .

neN

p2n pzn+l
Ainsi, siw € Yy, alorsw € Y,,;1 N X, et donc w € Y, 41

Et nous avons donc Y,, C Y11

En effet, nous avons Y¥,, = (| X, = ( N Xp) NX,=Y,11NX,

Ainsi, de la maniere dont est construite la suite (E,),, oy, elle est donc croissante, et donc
nous avons E;,, C Ey 4
— Montrons que P (B) = lim P (E,)

n—-+oo

Comme nous avons B = |J E,. La suite (E,), oy ¢tant croissante, d’apres 12.3.3 :

neN
P(B)=P (U E) = lim P(E,)
neN
Ce que nous voulions
_ N A
(b) Démontrer que P ( N Ap) =P (E,) = lim [[P(4,)
p=n N—+00 p=p

Soit n € N, fixé

N __
Pour N € N, nous appelons Fy = (] 4,
p=n
* Nous avons Fny1 C Fy
Il faut donc montrer que la suite (Fiv)ycy- st décroissante ; nous avons, en effet :

N+1 k=N
FN+1: ﬂAP: mAp ﬂAN+1:FNﬁAN+1
p=n p=Ek

Ainsi, si w € Fny1, alors w € Fy N Ay et donc w € Fy
La suite (Fiv)yey- est donc décroissante.

% Nous avons aussi (| Fy = ) 4,
NeN p=n

Il n’est pas inintéressant de voir ce que deviennent les premiers indices pour comprendre
ce qui se passe :

Fo=A4, Fi=A4,NA1 Fn=A4A, N4 NAgn

Et donc, N Fnv= N A7p
NeEN p=n

* Nous avons donc, d’apres 12.3.4, P < N Ap) = P( N FN) = lim P (Fy) et donc,
p=n NeN N—+o00
P(E,) = 1l P(F
(B = Jim_P(Fy)

x Or, les événements (A, ),y étant mutuellement indépendants :

N N
P(Fv)=P( 4, | =]IP#A)
p=k

p=Fk

*D’oﬁP(ﬂAp>_P(En)_ lim P(Fy)= lim [[P(4,)

p>k N—+oco N—+oo p=k
Ce que nous voulions
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(c) Démontrer que pour tout x € R tel que 0 < & < 1 nous avons In (1 — z) < —x; en déduire que :

= N1—1>r-ri-1<x: In (P (Fy)) = -0

= Pour tout z € R tel que 0 < z < 1 nous avons In (1 —z) < —x
C’est une question simple, du niveau Ly.
Soit @ : [0; 1] — R tel que, pour tout = € [0; 1], nous avons ® (z) =1In (1 — z) + z. De 14,

-1 _
la dérivée de ® donne ¥’ () = 1= +1= 1736

—x —x
Donc, pour tout z € [0; 1[, nous avons ®’ (z) < 0, c’est & dire que ® est décroissante.

Ainsi, z € [0;1[, nous avons @ () < P(0) <= In(l—z)+2 <0< h(l—2)< —=

N
M li 1 P(A = -
= Montrons que N _1>1:rL1OO n pl;[n ( p) o0

* Nous avons P (4,) =1—P (A4,) et

i (ﬁPmp)) =S (P () = Y- P4y

p=n

* Comme In(1—2) < —z, nous avons In(1—P(A4,)) < —P(4,), de telle sorte que

N N
Zln(l_P(Ap)) < _ZP(AP)

N
* Par hypothese, la série Z P (4,) diverge, donc, lim — Z P (A,) = —o0, c'est a dire
p=n

neN N=foo
N N N
que Nl_ig_loO 4 In(1-P(4,)) =—o0 et donc, comme In (pHnP (Ap)> = ;m (1-P(4,)),
. N Y ) N . .
nous avons N1—1>r-Ii-100 In pl;[nP (4p) )| = —o0, cest & dire NE)I—IEOO In(P(Fy)) = —c0

Ce que nous voulions

(d) Conclure que lim P (Fy) =0, puis que P (B) =0
N—+o00

De NliIE In (P (Fy)) = —oo=, nous déduisons que lim P (Fy) = 0. Comme P (E,) =
—+00

N—+oco
lim P (Fy), nous avons donc P (E,) =0
N —+o00

Nous avons vu que B = |J E, et donc P (B) < Z P(E,) =0.
neN neN
D’ou, nous avons P (B) =0 et P (B) =1
3. Application a un probléeme de < Pile ou Face >

On lance une piéce de monnaie indéfiniment. La probabilité pour amener <« PILE > est p et celle
d'amener <« FACE> estq=1—p

(a) Soit n € N*; on note A, I'événement A, = {«< PILE > apparait au n-iéme lancer} Donner
P (A,,) et en déduire que la série Z P (A,,) diverge. Conclure que < PILE > apparait une infinité
n>1

de fois de facon quasi-certaine.
Les lancers sont indépendants, et les événements (A, ), cy. sont indépendants.

De plus, P (A,,) = p et donc, la série Z P (A,) est divergente.

n>1
D’apres le second point du lemme de Borel-Cantelli, « PILE > apparait une infinité de fois de
fagon quasi-certaine. (Il en est de méme de <« FACE > d’ailleurs)
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(b)

Soit m € N*. On note E,, |'événement :

E,, = {Les lancers nm + 1 a nm + m ameénent des PILE uniquement}

Donner P (E,,) et en déduire que la série Z P (E,,) diverge. Conclure que la séquence des m
n>1
< PILE > consécutifs apparait une infinité de fois.
= Calcul de P (E,,)
L’événement FE,, peut s’écrire :

E, = Anm+1 N Anm+2 N Anm+3 n---N Anm+m
m
- ﬂ Anm—i—k
k=1

Comme les événements (A, ), y- sont indépendants, nous avons

P (En) =P (ﬂ Anm+k> = H P (Anm+k) =p™
k=1

= La série Z P (E,) diverge
n>=1
C est assez évident, pulsque p™ est constant; si nous regardons les sommes partielles,

Zp nous avons Zp =np™ et hm np™ = 400
k=1 k=1
= Conclure que la séquence des m <« PILE » consécutifs apparait une infinité de fois.

Nous sommes dans le cas du lemme de Borel-Cantelli; donc la séquence de m <« PILE >
consécutifs apparait une infinité de fois.

4. Application au mouvement d’une particule _} _)
L'espace R? est rapporté & un repére orthonormé {O , k } et on consideére une particule qui se
déplace dans cet espace; on tente de repérer sa position a temps entiers.

=
=

Ent =0, elle est a I'origine O

Ent =n, elle se trouve en M,, = (x,,,Yn, z,) & coordonnées entiéres.

Ent=n+1, elle se trouve en My, 11 = (Tpi1,Ynt1,2nt1) OU Ty est obtenu a partir de x,, en
faisant varier x,, de +1 ou de —1 et, de méme pour les 2 autres coordonnées.

La particule se retrouve donc de facon équiprobable a I'un des 8 sommets du cube dont M,
(Tn, Yn, zn) est le centre, les mouvements successifs de la particules étants indépendants

> Soit E,, I'événement : E,, = {La particule est dans le plan yOz au temps t = 2n}
> Soit F,, I'événement : F,, = {La particule est dans le plan xOz au temps t = 2n}
> Soit G, I'événement : G,, = {La particule est dans le plan xOy au temps t = 2n}
Calculer P (E,,), P (F,) et P (G,,)
Nous allons résoudre cette question en calculant seulement P (E,,), les autres calculs étant les
mémes.
Si la particule est dans le plan yOz a t = 2n, ceci signifie que I’abscisse x3,, de la particule est
n = 0.
Ceci signifie donc que ’abscisse de la particule a varié n fois en +1 et n fois en —1. A chaque

1
déplacement il y a une probabilité de = que ’abscisse se déplace en +1 ouen —1; et il y a

2
o = ( :) fagon de placer le déplacement +1 parmi les 2n déplacements. Nous avons donc :

_ = _ -+
P (En) = 2”(2) (n)x 2
Le raisonnement pour P (F},) et P (G,,) est totalement semblable, et nous avons P (E,) =
P (F,) =P (Gn)
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(b) Soit A,, I'événement : A, = {La particule est en O au temps t = 2n} Calculer P (A,,)

Etre a l'origine c’est étre, a la fois, dans les 3 plans yOz, xOz et xOy. Donc, A,, = E,NF,NG,,.
De l'indépendance des événements,

3

P(A,) =P (E,NF,NGy) =P (E,) xP(F,) xP(Gy) = K?j) x G)ﬂ

n ) 4n

2 1
(¢) On pose v,, = ﬁ( n) — pourn >1

Il faut remarquer, ici, que v, = /nP (E,) <= P (E,) =

Comme P (4,) = (P (E,))", nous avons P (4,) — L2

Un,
NG

Nous introduisons, ici, la suite (vy,) pour étudier P (A4,,)

neN*

i. Calculer w,, = In <v”+1)

Un,
, Un+41
= Commengons par évaluer le rapport
Un
Un+1 o vV n + 101212:;’%2 % 4”
U v/nC2%. 4n+l
n+1 (2n 4+ 2)!n!n!

t/n Dl (n+ 1) (2n)
Vn+1 y (2n+2)(2n+1)
4\/n (n+1)(n+1)
Vntl 2(2n+1)

4v/n (n+1)

vn+1 o 2n+1

2y/n(n+1)

= Etudions, maintenant w,,
n 2 1 2 1
wnzln(“ “) S s I Y R (s |
Un, 2y/n(n+1) 2y/n(n+1)

en déduire que la série E wy, converge, puis que la suite (v,,)

ii. Montrer que w, ch 2 ; neN
n=0
converge.
1
N N —
= Nous avons wy, fodrmy
2n+1 . .
On appelle u,, = _anre 1, ce qui veut dire que w,, = In (1 + uy).
2y/n(n+1)
* Nous avons :
2n+1  2n41 1445
2yn(n+1) on\/1+L1  /1+1
on + 1 1+ 4
Donc, lim _antl = lim = —2% =1, d’ol nous tirons que lim w, =
n—-+oo

n—+o00 2. /n (’II + 1) n——4o00 /1 + %

0 et que donc w,, =~ u,
—+oo

* Nous allons rechercher un équivalent de u, en +oo
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Pour commencer,
2n+1

un: —_— —

2y/n(n+1)
2n+1-2y/n(n+1)

2y/n(n+1)
(2n+1-2y/n(n+1) (2n+1+2\/n(n+1))
2/n(n+1) (2n+1+2y/n(n+1))

(2n+1)> —4n(n+1)
2@2n+1)y/n(n+1)+4n(n+1)
4n? +4n + 1 —4n? — 4n

(4n + 2) (n,/H%) +4n? 4+ 4n
1
(4n2+2n)\/1+%+4n2+4n
1

a2 (i+ L +1) +20 (141 +2)

1
4n2( 1+%+1)+2n( 1+,%+2)

D’apres ce calcul, nous avons u, = , et,

en 400, NOus avons U, Jso 2
1
" {50 8n2
= La série Z Wy, converge
n=0

et comme w, _? Uy, par transitivité, nous avons
oo

w

. 1 4 .
La série E 3z est une série de Riemann convergente. Comme, en 400, nous avons
n
n>1

Wy, —s)o L nous en déduisons que la série Z wy, converge
n=0
= Montrons que la suite (v,), oy converge
Par construction de la suite (wn)n€N7 nous avons w, = lnv,4; —Inv,, et en nous
intéressant aux suites partielles de la série convergente Z Wy, NOUS AVONS :
n=0
N N
Sy = an == ZlnvnH —Inv, =lnoyss —Invy
n=1 n=1

Si S est la somme de la série E Wy, NOUS avons Nlim Sy =9, et dong, de Invy 41 =
—+00

n>=0
SN + Inwvy, nous avons vy 41 = v1eN et done  lim vy = vie® =1
N —4o00
La suite (vy), oy converge donc.
l3
ili. On posel = lim w,, montrer que P (4,) =~ —
n—+oo +oo n2
. ()" : P
Nous avons établi que P (4,,) = ——, et nous avons donc bien P (4,) ~ —
2 +00 n3

iv. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que, P-presque siirement, seul un nombre fini
d'événements A,, se produisent. Interpréter le résultat pour la particule.

& - . - X :
Comme P (A,) = —, la série E P (A,) dont le terme général est équivalent & celui
Yoo 3
e n2 n>1
d’une série de Riemann convergente est donc convergente.
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D’apres le lemme de Borel-Cantelli, comme la série Z P (A,) est convergente, seuls un
n>1

nombre fini d’événement A,, se réalisent, c’est a dire que P-presque stirement, la trajectoire

de la particule ne reviendra a l'origine qu’unn ombre fini de fois.
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