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14.5 Fonctions de répartition

14.5.1 Définition

Soit {§2; F; P} un espace probabilisé et X :  — R, une variable aléatoire réelle.
On appelle fonction de répartition de X, la fonction ' : R — R définie par :

{F:R — R
x — Fx)=P{X <z}

Remarque 15 :

1. La fonction de répartition, pour plus de précision est souvent notée F'x

2. Comme déja énoncé, {X < x} est une écriture racoourcie pour {w € Q tel que X (w) < z} qui est
bien un élément de la tribu F, compte tenu de la définition générale des variables aléatoires réelles
puisque {w € Q tel que X (w) <z} = X! (]—00,z]) et nous pouvons donc calculer P ({X < z})

14.5.2 Proposition

Soit {Q; F; P} un espace probabilisé et X : QO — R, une variable aléatoire réelle , et soit Fix : R — R sa
fonction de répartition.
Alors

1. Pour tout z € R, 0 < Fx (z) < +1
. F'x est croissante

2
3. En tout point x € R, F'x possede une limite a droite et une limite a gauche.
4. La fonction de répartition Fx est continue a droite en tout point 5 € R

5

. La fonction de répartition F'y est telle que lim Fx (z)=1et lim Fx (z)=0
T—r+00 T—r—00

Démonstration

1. Pour tout x € R, 0 < Fy (z) < +1
Evidemment, puisque la fonction de répartition F'x est définie a partir d’une probabilité

2. Fx est croissante
= Solent z € R et 2’ € R tels que x < 2’ alors, {X <z} C {X <2’}
En effet, soit w € {X <z}, alors, X (w) < x et, comme x < 2/, alors, X (w) < 2/, et donc
we{X <2}
En conclusion, {X < 2} € {X <2’}
= Donc, P ({X < z}) <P ({X < 2'}), cest a dire Fx (z) < Fx (2)
La fonction de répartition est donc bien une fonction croissante.

3. En tout point x € R, Fx possede une limite & droite et une limite a gauche.

On a vu en L1, que toute fonction monotone admettant en tout point de son domaine de définition,
une limite a droite et une limite a gauche.

Une fonction de répartition Fx est une fonction monotone croissante et admet donc une limite a
droite et une limite a gauche.

4. La fonction de répartition F'x est continue & droite en tout point g € R

Soit (un), ¢y Une suite de nombres réels, décroissante et telle que lim w, = zo. Ceci veut donc
n—-+oo

dire que, pour tout n € N, u,, > ¢
Soit, maintenant, A,, 'événement A, = {xg < X < u,}
= Nous avons P (4,,) = Fx (u,) — Fx (x0)
> L’événement A,, = {zg < X < u,} est exactement {zg < X < u,} = {zo < X} {X < u,},
c’est a dire que A, = {zg < X < up} ={X <zo} N{X < uy}
> Comme g < Uy, nous avons {X < zo} C {X <up}
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> D’apres les propriétés élémentaires des probabilités,
P ({X <o} N{X <un}) =P ({X <un}) - P({X <a0})

Cest a dire P (A,) =P ({20 < X < up}) = Fx (u,) — Fx (z0)
Ce que nous voulions
Nous avons A, ;1 C 4,
Soit w € Apy1; alors, 29 < X (w) < Upt1, €6 comme u,y1 < Uy, nous avons aussi o <
X (w) < up, cest & dire w € A,
Donc, A,11 C A,

Maintenant, d’apres 12.3.4 P ( N An) = lim P(4,)= lim (Fx (u,)— Fx (z0))

neN n—-+oo n—-+oo
Nous avons () 4, =
neN
Supposons le contraire et soit w € [\ Ay ; alors, pour tout n € N, w € A, et, toujours pour
neN

tout n € N, zo < X (w) < up
Comme la suite (u,),, e st une suite de nombres réels, décroissante et telle que lirJrrl Up = X,
n——+0o

il existe V € N, tel que, si n > N, alors :

X
x0<un<%2(w—)<X(w)

Et ainsi, si n > N, nous avons X (w) ¢ A,,.

Il y a donc contradiction et (| A, =0
neN

Donc P ( N An> =0, et donc lirf (Fx (un) — Fx (z9)) = 0.

neN n—-+00

Ce qui signifie que lir+n (Fx (un) = Fx (z0)) et que, donc, Fx est continue, a droite, en xg
n—-—+0o0

5. La fonction de répartition F'x est telle que HIE Fx(z)=1et lim Fx(x)=0
T—+00 T -

=

On démontre que lim Fyx (z) =0
T——00
Soit (un), ey une suite de nombres réels, décroissante et telle que lim w, = —oc.
n—-+o0o

Appelons By, 'événement B,, = {X < u,} et alors P (B,,) = Fx (uy)
> Tout d’abord, nous avons, sirement B,;; C B, puisque si w € B,1, alors X (w) <
Up4+1 < Uy et donc w € B,
PR . . 9 N _ . _ :
> D’ou, toujours d’apres 12.3.4, P (HQN Bn) = nll)rme (Bn) = nETOO Fx (up)
> Et nous avons () B, = 0.

neN
En effet, supposons le contraire et soit w € (| By ; alors, pour tout n € N, w € By, et ceci
neN
veut donc dire que, pour tout n € N X (w) < up.
Or, comme lir_irrl u, = —00, il existe N € N tel que si n > N, alors u,, < X (w) et donc,
n—-+00

sin > N, alors w ¢ B, ce qui contredit avec ’hypotheése de départ.
Donc, (| B, =10
neN

Et nous retrouvons P ( N Bn) = lim P(B,)= lim Fx (u,) =0

neN n—-+oo n—-+oo
Dou lim Fx (z)=0
r—r—00
On démontre que lim Fx (z) =1
r—+00
Je vais faire une démonstration plus rapide parce que, sinon sembleble, elle est similaire aux
deux précédentes
Soit (un), ey une suite de nombres réels, croissante et telle que lirﬁr_l Up = +00.
n—-+0oo
Appelons C,,, 'événement C,, = {X < u,} et alors P (C,,) = Fx (uy)
> Tout d’abord, nous avons, sturement C,, C C,41 puisque si w € Cy,, alors X (w) < u,, <
Upy1 et donc w € Cpiq
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> Cette fois ci d’apres 12.3.3, P < U C’n> = lim P(C,) = lim Fx (u,)

neN n——4oo n——+o0o
> Et nous avons |J €, = Q.

neN
* Clairement, nous avons |J C), C Q
neN
* Réciproquement, soit w € Q; alors X (w) € R, et comme lirf U, = 400, il existe
n—-+0oo
N € N tel que si n > N, alors u,, > X (w) et done, si n > N, alors w € C, et donc
we | Chn.
neN
Ce qui nous autorise a conclure que |J C,, = 2
neN
Et nous retrouvons P ( U Cn> =P(Q)= lim P(C,)= lim Fyx(u,) =1
neN n—-+oo n—-+oo

Dou lim Fyx(z)=1
r——+o0

Remarque 16 :
1. Pour démontrer la proposition [14.5.2] nous avons utilisé des techniques de théorie de la mesure,
puisqu’en fait, une probabilité est aussi une mesure.

2. Pour compléter nous avons aussi démontré dans la proposition [14.5.2] que pour a € R et b € R
tels que a < b nous avons P ({a < X < b}) = Fx (b) — Fx (a)

3. 1l faut noter que la proposition [14.5.2] est vraie pour toutes sortes de variables aléatoires réelles
, discrétes ou non. La proposition ci-apres n’est valable que pour les variables aléatoires réelles
discretes

14.5.3 Proposition : cas des variables aléatoires réelles discretes

Soit {§2; F; P} un espace probabilisé et X : ) — R, une variable aléatoire réelle discrete.

On suppose donc X (Q) = {x1,29,...,2p,...}avecx; <29 < ... <2y <ot
Soit F'y : R — R sa fonction de répartition.
Alors

1. Fx est constante sur [z;;x;41]
i

2. Pourtout z € R, z; <z < w44 = Fx (x) = ZP ({X = x;}), résultat qui s'exprime aussi ainsi :

Fx(x)=P({X<az})= >  P{X=u}

i<z et 2, €X(Q)

3. Nous avons P ({X = z;}) = Fx (2;) — Fx (zi—1)

Démonstration

1. Démonstration du point
Soient z € R et 2’ € R tels que x; <z < 2’ < Ti11-

Nous avons :
|—o0; 2] = ]—o0; x] U Jx; 2]

Des propriétés vues dans la proposition 14.2.1, nous avons :

X (J—o0sa’]) = X~ (J—ocsa]) UX " (Ja; ")

C’est a dire que
Fx (2')=Fx (x)UP (X_1 (]m,x]))

Or, X (Q) N]a;2’) =0, donc P (X~ (Jz;2'])) =0, c’est & dire Fy (z/) = Fx ()
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2. Montrons que pour tout z € R, x; < z < 2,41 = Fx (z) = ZP {X ==;})
j=1
Eneffet, {X <z} ={X =2} U{X =22} U---U{X =z;}
Et comme, si k # j, nous avons {X =z} N {X = z;} = 0, nous avons le résultat.
3. Montrons que nous avons P ({X = 1;}) = Fx (x;) — Fx (z;-1)
En effet,

X <ot =X =a) = X =) U1K =2} = (X <n ) ULX =)

AIOI‘S, FX (.’L‘Z) =P ({X < xi,l}) +P ({X = .%‘1}) = FX (1’1;1) +P ({X = l‘l})
Et donc P ({X = 3?1}) = FX (mz) — FX (5(17;,1)
D’ot le résultat

Remarque 17 :

Pour toutes les variables aléatoires réelles discrétes telles que X () = {z1, 2o, . ..

1. Pour tout t € R, x < 2y = Fx (z) =0

.

2. En écrivant P ({X = z;}) = Fx (x;) — Fx (z;-1), nous montrons que la fonction de répartition
définit bien la loi de X

Exemple 7 :

Exemple du jet d’un dé a 6 faces

On lance un dé a 6 faces, équilibré ; on construit la variable aléatoire réelle X :  — R égale au numéro
1

sorti lors du lancer; on a donc X () = {1;2;3;4;5;6} et, pour k=1,...,6, P{X =k}) = gion veut

donc construire sa fonction de répartition

Fx (z) =P ({X <z})

et nous avons done, si < 1 alors Fx (z) =P ({X < z}) =0.
De plus, si z € [1;2], Pévénement {X < x} est I'événement {X = 1} et donc,

1
Fx (@) =P({X<a}) =P({X =1} =¢
De méme, si x € [2;3[, 'événement {X < x} est 'événement {X = 1} U {X = 2} et donc,

Fp(r) =P{X<z}) =P{X=1JU{X =2} =P({X =1} +P({X =2}) =

1 1 1
Pour terminer, nous avons donc : si x € [3;4] alors, Fx (z) = 3 + 6= si ¢ € [4;5], alors Fx (z) =
1 1 2 2 1 5 5 1
§+8:§,Six€[5;6[alorsFX(x):§+6:é,etsix>6alorsFX(x):6—1—6:1.
Les résultats sont exposés dans le tableau ci-apres :
x z<l|ze[l,2]|xz€2,3[|z€[3,4 |z 45| xz€[56]| x>
2 )
- - - - 2 1
F@ | 0 6 3 2 3 6

D’ou le graphe qui est, dans notre cas une fonction étagée ou en escalierﬂ

2. Pour les fonctions étagées ou en escalier, vous reférer a un cours d’intégration
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FIGURE 14.3 — Le graphe de la fonction de répartition du lancer de dés

Exercice 10 :

Soit {Q,F, P} un espace probabilisé et X :  — R une variable aléatoire réelle discréte de fonction de
répartition F'x définie par :

0 siz<0
1
g sio<r<1
Fx (z) = - sil<r<?2
ﬁ i2<r<3
5 Si2<u
1 siz>3
1. Construire le graphe de Fx 3. Donner P ({2 < X < 4})
1
2. Donner P ({X > 5}) 4. Donner P ({X =1})
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