Chapitre 14 Variables aléatoires discretes 14.6 Moments

14.6 Moments d’une variable aléatoire réelle discrete

14.6.1 Définition dans le cas fini

Soit {2; F;P}un espace probabilisé et X : Q& — R, une variable aléatoire réelle discréte prenant des
valeurs finies.
On suppose donc X (Q) = {x1,x2,...,2,} avec 1 < x2 < ... < Ty

1. La moyenne ou espérance mathématique de X est le nombre

E(X) = ZIIP ({X =a})

2. Pour s € N*, on appelle moment d’ordre s de X, le nombre

My (X) = Zw?P {X = z:})

Exemple 8 :
1. L’espérance d’une loi de Bernouilli de parametre p :
EX)=0xP{X=0})+1xP{X=1})=0x(1—-p)+1xp=p

L’espérance d’une loi de Bernouilli est donc égale au parametre p

2. L’espérance de la fonction indicatrice 14 est donnée par :
E(14)=0xP({la=0}+1xP({la=1})=0xP(A)+1xP(A) =P (4)
3. Le moment d’ordre 2 d’une loi de Bernouilli de parametre p est donné par :

My(X)=0*xP{X=0)+1*xP{X=1})=0x(1-p)+1xp=p

Exercice 11 :

21
Une variable aléatoire X prend les valeurs 0, 2 et 4 avec les probabilités respectives 39 ' 32 et — .

Calculer 'espérance de X et son moment d’ordre 2.

Remarque 18 :

1. Dans le cas ou X (2) = {z1, 9, ..., z,} est fini, E (X) apparait comme le barycentrelﬂ du systeme
pondéré {(z;,P ({X =a;})) i=1,...,n}

2. Une variable aléatoire réelle d’espérance nulle est appelée centrée.

3. Ou centre de gravité
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14.6.2 Définition dans le cas infini dénombrable

Soit {§2; F; P} un espace probabilisé et X : ) — R, une variable aléatoire réelle discrete.
On suppose donc X (Q) = {x1,29,...,&p,...}avec x) < a9 < ... <xp < ...

1. On dit que X admet une espérance mathématique (ou une moyenne) si la série numérique

Zln ({X = x,}) converge absolument, c'est a dire si la série Z |z | P ({X = z,}) converge.
neN neN

On note alors
Z 2, P ({X = 2,})
neN

Le nombre E (X)) est appelé espérance ou moyenne de X

2. De méme, on dit que X admet un moment d'ordre s € N* si la série fobP({X =ux,}) est
neN
absolument convergente, c'est a dire si la série Z |z,]° P ({X = x,}) converge.

neN
On appelle alors moment d'ordre s de X, le nombre

M (X ZI ({X =2z.})

neN

Remarque 19 :

Méme dans le cas discret, infini, une variable aléatoire réelle d’espérance nulle est appelée centrée.

14.6.3 Proposition

Soit {Q2; F; P} un espace probabilisé

On appelle variable aléatoire réelle certaine, une variable aléatoire réelle X : Q@ — R telle que, pour tout
we X(w) =M\

Alors, la moyenne d'une variable aléatoire réelle certaine est A, c'est a dire E(X) = A

Démonstration

Nous avons E (X) = AP ({X = A}).
Remarquons que {X = A} = Q puisque X est une variable aléatoire réelle certaine, et donc E (X) = A

Exercice 12 :

Quels sont les moments d’ordre s d’une variable aléatoire réelle certaine ?

Remarque 20 :
Il existe des variables aléatoires réelles qui n’admettent pas d’espérance.
Soit {Q; F; P} un espace probabilisé et X : Q@ — N* une variable aléatoire réelle telle que

PH{X =n})= nT D) On sait déja que Z m =1

Cette variable aléatoire réelle n’admet pas d’espérance, puisque

n 1
anP({X:n})zzn(n+1):ZnJrl

n>1 n>1 n>1

est une série divergente, et donc E (X) n’existe pas.

La série E

n>1
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14.6.4 Proposition

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X : ) — R une variable aléatoire réelle discete
On suppose 2 dénombrable, c’est a dire Q = {wy,wa, w3, Wy, -} avec w) <ws <wsg < - < wp < -
et que E (X) existe

Alors, E (X Z X (wi) P ({wi})

n>1
Démonstration
Nous allons noter X (Q) = {x1,22,23, + ,Tp, -+, avec T3 < To < Tz < o+ < Ty e,
> SiE (X) existe, alors la série Z |zx| P ({X = z1}) converge et donc, E (X) = Z P ({X = 21 })

keN* kEN*
> L’événement {X = x4} est donné par :

{X =2} = {w € D tels que X (w) =ap} = {Wklvwkzawkm"' awkp,"'} = U {wkp}
peN*

De telle sorte que P ({X = x}) = ( {wk }) = Z P ({wk,})
keN*
> Comme, pour tout p € N*, nous avons X (wkp) = x}, NOUS avons :

nP (X =) = Y aP ({w,}) = D X (wn,) P ({w, })

keN* peN*

Et donc,
=Y aP({X=u}) =Y | Y X ()P {wr}) | =D X(wi)P{wn})
keN* keN* \ peN* neN*

Ce que nous voulions

Remarque 21 :

1. Bien entendu, cette proposition n’est valable que lorsque 2 est dénombrable; c’est d’ailleurs le
cas le plus général de ce cours.

2. Si Q est dénombrable, c’est & dire si Q = {wq,wa, w3, -+ ,wp, - - - }, alors E (X) existe si et seulement
si la série Z X (w;) P ({w;}) converge absolument
n>1

14.6.5 Proposition

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé. On suppose 2 dénombrable, c'est a dire Q = {w1,wa, w3, -+ ,wp, -}
avec wy < wp <wg < -+ <wy < -

Soient X :  — R et Y : Q — R 2 variables aléatoires réelles discretes telles que E (X) et E (V') existent
Alors, E(X +Y) existeet E(X +Y)=E(X)+E(Y)

Démonstration

> Si E(X) existe, alors la série Z | X (wn)| P ({wn}) converge; de méme, E (V) existe, alors la
neN*
série Z |Y (wn)| P ({wn}) converge
neN*
> Maintenant,

(X +Y) ()| P ({wn}) = [X (wn) +Y (wn)[ P ({wn})

< (X @)+ 1Y (@)) P ({0 }) = [X @) P ({wn}) + Y (@) P ()
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> Les séries Z | X (wn)| P ({wn}) et Z Y (wn)| P ({wn}) étant convergentes, il en est de méme

neN* neN*
de la série Z (X 4+7Y) (wn)| P ({wn}), et donc E (X +Y) existe
neN*

> Et, pour terminer :

EXHY)= Y (X 47) (@) P ({en))
S X ) Y ) P ()
_ ng:::X(wn)P({wn}w 5 Y )P o)
— E(X)+E(Y)

Remarque 22 :

Ce résultat est toujours applicable pour €2 dénombrable ; dans le chapitre suivant, nous démontrerons le
meéme résultat, mais dans un cas plus général.

FEtude des moyennes des lois classiques

14.6.6 Moyenne d’une loi de Bernouilli

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X :  — R, une variable aléatoire réelle de Bernouilli de paramétre

p
Alors E(X) =p

Démonstration

Nous avons E(X)= 0xP{X=0})+1xP{X =1}
— 1xP({X -1}
= p

14.6.7 Moyenne d’une loi binomiale

Soit {Q2; F; P} un espace probabilisé et X : ) — R, une variable aléatoire réelle qui suit une loi binomiale
de parametre n et p, B(n,p)
Alors E(X) =np

Démonstration

Par définition de 'espérance (ou de la moyenne!!), nous avons :

E(X) =Y kCipr(1—p)" " =3 kCEpF (1 —p)" "
k=0 k=1

Or, . |
X N.
hCh = KD (n— k)]
- — '.n— !
B (& 1)'2(x(nk_)1)!
k- D!x((n—1)— (k—1))!
= nCh}
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D'od
E(X) = ch,’g ra—-p "

_ anCfL %pk 1 1_p)((n71)f(kfl))

C’est a dire que :

]E(X): ancﬁ ﬁpk 1 )((nfl)f(kfl))
_ anCﬁ Lpk=1( )((n—l)—(k—l))
= np(p+(1— p)" T =np

On en conclue donc que E ({X}) =np

14.6.8 Moyenne de la loi géométrique

Ici, nous avons a étudier une loi a valeurs dénombrables donc discrétes infinies

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X : @ — N*, une variable aléatoire réelle qui suit une loi géométrique
de parametre p € |0; 1],

1
Alors E (X)) existe et E(X) = —
p

Démonstration

Par définition de ’espérance, nous avons

=Y nP{X=n})=) np(l-p)"'=pY n(l-p""

n>1 n>1 n>=1

Dans I’étude des séries entiéres, nous avons vu que si || < 1 alors E nz" T = 7)2 ; nous appliquons
x

alors ce résultat au calcul de I’espérance :

n—1 _ :l
=p> n(l—p)" " =px T a7 »

n>1

14.6.9 Moyenne d’une loi de Poisson

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X :  — N, une variable aléatoire réelle qui suit une loi de Poisson

de paramétre A,
Alors E (X)) existe et E(X) = A

Démonstration

Par définition de ’espérance, nous avons

E(X)= £ nP({X=n})

L
n>1 (n — 1)'
_ )\67)\ )\nfl

n>1 (’I’L — 1)'
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A’n,
Nous avons vu, en étudiant les séries entieres, que : E - = e et on applique ce résultat au calcul de
n!
n>0

_ )\nl )\
_ AZ gﬁ_ el =\

n>1

I’espérance :

14.6.10 Variables aléatoires discretes et positives

1. Soit {; F; P} un espace probabilisé et X : @ — R une variable aléatoire réelle .
On dit que X est positive, si, pour tout w € ©, X (w) > 0, c'est a dire que P ({X >0}) =1

2. Soit X une variable aléatoire réelle discrete et positive telle que Z |z| P ({X = z}) existe. Alors,
z€X(Q)

(b) SE(X)=0,alorsP({X=0})=1

Démonstration

1. On montre que E (X) > 0
Nous avons :

E(X)= Y aP{X=z})= > 2P{X=zh+ > aP({X=z})

Or, U {X=2}={X<0}. Comme P ({X <0}) =0, nous avons, pour tout z € X () tel

z€X ()
<0
que z <0, P({X =2}) =0, et donc E(X) = Y  aP({X =z}
X (Q)
x>0

Comme 2 > 0et 0 <P ({X =2}) < +1, nous avons E (X) > 0
2. Montrons que si E(X) =0, alors P({X =0}) =1

Supposons X > 0 et E(X) = 0. Alors, de E (X) = Z 2P ({X = z}), nous déduisons que :
z€X ()

E(X)= 0xP{X=0})+ > aP{X=2a}

zeX(Q)
x>0
— Y wP{X =2}
z€X(Q)
x>0

Or, pour tout z € X () tel que x > 0, zP ({X = x}) <E(X) =0, nous avons P ({X = z}) = 0.
Donc, P ({X > 0}) =0.

Or, X () = {X =0} U{X >0}, et donc P (X ()) = P{X =0}) + P({X > 0}). Comme
P(X () =1et P({X > 0}) =0, nous en déduisons P ({X =0}) =1

Remarque 23 :

Le dernier point dit que si, pour une variable aléatoire réelle discrete positive X, I'espérance est nulle,
alors la variable aléatoire réelle X est presque siirement nulle.

Exercice 13 :

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé, X et Y, 2 variables aléatoires réelles discréetes définies sur Q telles
que, pour tout w € Q, X (w) 2 Y (w) (qui s’écrit aussi X > Y ). Démontrer que E (X) > E(Y)
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14.6 Moments

Ezxzemples de calculs de moments d’ordre 2 pour les lois classiques

14.6.11 Moments d’une loi binomiale

Soit {Q; F;P}un espace probabilisé et X
une loi binomiale de parametre n et p B (n,p)
Alors

Q — R,

1. La variable aléatoire réelle X admet des moments de tous ordres
2. En particulier, le moment d'ordre 2 de X est My (X) =np[l + (n— 1) p]

une variable aléatoire réelle qui suit

Démonstration

1. Par définition des moments d’ordre s, nous avons :

Z K ChpF (1—p)"~

C’est une somme finie qui ne pose pas de question de convergence. Reste a calculer ces moments!!

2. Calculons M (X), le moment d’ordre 2
Par définition d’un moment d’ordre 2, nous avons

n

S EP({X =k}) =

k=0

M (X) =

Nous avons k? = k (k — 1) + k et donc

Zk2Ck F1-p)"

K2CE = [k(k—1)+ k| Ck
= k(k —1)ck+kck
k(k—1 n!
- k'( (n)—xk:) kO
= n(n—1)x (n = 2). + kCk
(k—2)!><(n(—k:)! y n
n—2)!
= nx(nil)x(k—2)'><((n—2)—(k:—2))!+kcﬁ
= nx(n-1)CF2 4 kCk

De telle sorte que :

M, (X) (n—1) ZCQ 2pF (1

(n—1) ZpC

C’est a dire que :

n—2

nx(n—1)xp* Yy Ch_,p"

k=0

M (X)

nx(n—1)xp?

On en conclue donc que My (X) =n x (n—1) x p?

(p+(1—p)" >

n_

—p)

F ST RCER (1 -
k=1

)((n 2)— (k*2))+E(X)

(1= p) (=220

+np=nx(n—1)xp?>+np

+np=mnp[l+(n—1)p]
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14.6.12 Moments de la loi géométrique

Soit {Q2; F; P} un espace probabilisé et X : {2 — N*, une variable aléatoire réelle qui suit une loi géométrique
de paramétre p € ]0; 1]

Alors
1. X admet des moments de tous ordres
9 _
2. En particulier, le moment d'ordre 2 de X est M (X) = 2p
p

Démonstration

1. Par définition des moments d’ordre s, nous avons :
M, (X)=> n'p(1—p)"~"
n>1

C’est une série numérique dont nous allons étudier la convergence.
En appelant u,, = n®p (1 — p)"_l7 nous allons utiliser le critere de d’Alembert.

Uny1 _ (n+1)°p(1—p)" = (1+l>s(1—P)

Un nip(1—p)"

n . 1)*
Nous avons lim -2 — 1lim <1 + *) (1-p)=1-p
n

n—-+oo Up, n—-+4oo

Comme 0 < 1 —p < 1, la série Z Up = Z n®p(1—=p)" " est donc convergente et donc M, (X)
n>1 n>=1
existe pour tout s € N

2. Calculons M (X)), le moment d’ordre 2
Calculons, par exemple, M (X); par définition d’'un moment d’ordre 2, nous avons

Mp(X) =3 n*P({X=n})=) n’p(1-p)"""

n>1 n>1

Nous avons, & nouveau, n? = n (n — 1) + n et donc

My (X)= > (n(n—1)+n)p(1—p)"""

n>1
= > nm-)pA-p)" " +> np1-p)""
— PP nm -1 (- P HE(X)
= p-p) Y =10 -p)"

I1 faut maintenant étudier Z n(n—1)(1—-p)"?

n>1
Dans I’étude des séries entieres, nous avons, pour |z| < 1, Z nn—1)2" %= m7 et donc
n>=1
2 2
n-)(1-p e — 2 =2
2 —(-p) 7
s 2p(1— 2(1 —
Et donc,p(lfp)Zn(nfl)(lfp) 2= P 3 ) = ( 5 p)
n>1 p b
De telle sorte que :
2(1— 1 2-
p p p
2-p
On en conclue donc que M (X) = —;
p
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14.6.13 Moments d’une loi de Poisson

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X : Q — N, une variable aléatoire réelle qui suit une loi de Poisson

de parameétre A
Alors

1. X admet des moments de tous ordres
2. En particulier, le moment d'ordre 2 de X est My (X) =A(A+1)

Démonstration

1. M, (X) existe pour tout s € N
Par définition des moments d’ordre s, nous avons :

s s)\ne—)\ ., S)\n
MS(X):ZnP({X:n}):Zn =e Zn—

n=0 n=0 n=0

n
E n’®— est une série numérique dont nous allons étudier la convergence.

n!
n>1
n

En appelant u,, = ns—‘, nous allons utiliser le critere de d’Alembert.

n!

Un, (n+1)! nsAm n/ n+1
1\ A
Nous avons lim -1 — Jim <1 + —) =
n—+00  Up n—+4oo n n+1

n
La série Z Uy = Z ns% est donc convergente et donc M (X) existe pour tout s € N
n=0 n=0
2. Calculons M (X), le moment d’ordre 2
Nous allons, une nouvelle fois, utiliser la méme procédure de démonstration

Calculons, par exemple, Ms (X); par définition d’un moment d’ordre 2, nous avons
AeA
!

My (X) =Y nP({X =n}) =Y n"" :eﬂzns%

n=0 n>=0 n>0

Nous avons, & nouveau, n?> = n (n — 1) + n et donc

e\
My(X)= > (n(n—1)+n) —
n>0 :
e—)\)\n e—)\)\n
= D nn-1) ol +> n nl
n>=2 : n>=1 ’
e\
= — 4+ E(X
ji: 01——2)!*_ (X)
n>=2
o >\n72
n>2
AT
_ —A)\2 P
= PN Tt
n>=0

AP
Comme E 7' = 6)\, nous avons :
n
n=0

My (X)=e XA+ X=X 2+ A=A\ +1)

On en conclue donc que My (X) =A(A+1)
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Exercice 14 :

1
Soit a > 1, réel. On considere ¢ (@) = Z — qui est une série de Riemann convergente.
n>1
Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X,, : 2 — N* une variable aléatoire réelle telle que P ({X, = n}) =
1 1

(@) " ne
1. Vérifier que ZP {Xa=n}) =1

n>=1
2. Démontrer que X, admet des moments d’ordre s € N si et seulement si s < a — 1.

14.6.14 Proposition

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X : ) — R une variable aléatoire réelle discete
Si X admet un moment d'ordre s € N, alors, pour tout » € N tel que r < s, X admet un moment d’ordre r

Démonstration

1. Comme X est une variable aléatoire réelle discréte, nous notons X (Q) = {x1, 29, - , &y, - }
avec T < Tog < -+ < Ty < -
2. Nous avons M, (X) qui existe, c’est a dire que la série Z |z,]° P ({X = x,}) est convergente et
n>1
nous devons montrer que si r € N tel que r < s, alors la série Z |z,|" P ({X = x,}) converge
n>1
3. Premieres remarques :
— Si |zg| > 1, alors |zx|” > |xk|” = 1, et, donc |x|" < 1+ |ag°
— Et maintenant, si |z| < 1, alors |zx|” < |zx|" < 1, et, méme dans ce cas, |zgx|" <1+ |zg|°
— Et donc, pour tout k € N*, nous avons |zg|" < 1+ |zg|°
4. La série Z (1+ |z,]")P ({X = x,}) est convergente.
n>1
En effet, par hypothese, la série Z |z,]° P ({X = x,}) est convergente et comme Z PH{X =u=z,}) =
n>1 n>=1
1, cette série est aussi convergente et la série somme Z (1+ |z,)") P ({X = x,}) est bien conver-

n>1
gente.

Comme 0 < |zi|" P ({X =2,}) < (14 |z,|") P ({X = z,,}), la série Z |z, P ({X =x,}) est
n>1
donc convergente

Ainsi, X admet un moment d’ordre r
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14.6.15 Proposition

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X : 2 — R une variable aléatoire réelle discéte telle que
X Q) ={x1, 22, ,xp, -} avecxy < Ty < - <y < -

Soit ¢ : R — R, une fonction numérique de domaine D,, et telle que X (Q) C D,
Alors :

1. ¢ o X est ne variable aléatoire réelle discrete définie sur {$2; F; P} et telle que

<:00X(Q):{99(l‘1)790(x2)7"' ,(P(J/‘n),"'}

Les valeurs ¢ (z)) pouvant &tre répétées

2. Pour tout nombre u; € ¢ o X (£2), nous avons :

P({poX=uy})= ) PHX=un}

R €X(Q)

o(wr)=u;
Démonstration
Nous notons, pour cette démonstration {uy,us,- -+ ,un, -} Pensemble des valeurs distinctes prises
par po X.

1. II nous faut démontrer que ¢ o X est une variable aléatoire réelle , c’est a dire que si I est un
intervalle de R, alors {po X € I} € F

Soit donc I C R un intervalle

(a) Pour commencer, on suppose ¢ o X () NI = {u;}

C’est & dire que l'intersection de ¢ o X (2) et de I est réduite & un singleton. Alors :
{poXell={weQtelsque po X (w) € I} ={w e Ntelsque po X (w) =u;} ={poX =u;}

Soit {xy; k € N} I'ensemble des valeurs de X () telles que ¢ (x1) = u;. (Ces valeurs {xy; k € N}
peuvent en nombre fini ou infing)

Posons aussi, pour k € N, Ay = {w € Q tels que X (w) = a3} = {X = 2%}
Alors, {po X =u;} = |J A = U {X = a3}
kEN kEN
Comme X est une variable aléatoire réelle , alors, pour tout k € N, nous avons {X = 3} € F
et donc, d’apres les propriétés de tribu, | J {X = z1} € F.
keN
Et donc {po X =u;} € F
(b) On suppose, maintenant, que ¢ o X (Q) NI = {uj,, ujp, -+ ,u;,,- -, } (éventuellement une in-
finité)
Alors {poX eI} ={weQtelsque po X (w) eI} = |J {poX =u;}
leN~

Nous venons de montrer {po X =u;} € F, et donc, toujours par propriété des tribus,

U {@OX:ujz} eF
leN*

@ o X est donc une variable aléatoire réelle .

2. Montrons que P ({9 0 X = u;}) = Z P({X =m})

o(@r)=u;
Nous venons de montrer que {poX =u;} = |J {X =zx} ol les {xy; k € N} sont tels que
kEN

¢ (zx) = uj, et donc

P({poX =u}) =) P({X=u})

keN
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Qui peut étre résumé par :

P{poX =u})= > P{X=uz}
xkEX(Q)
p(zr)=u;

Ce que nous voulions

Exemple 9 :

Si X est une loi de Bernouilli, la variable aléatoire réelle Y = 2X — 1 est telle que ¥ = p o X ou
p(x) =2z —1.

NousavonsY (Q) ={-1;+1}et P{Y =—-1}) =P({X =0}) = 1-—pet P{Y =+1}) =P ({X = +1}) =
p

Cette variable est appelée variable de Rademacher

14.6.16 Proposition

Soit {§2; F; P} un espace probabilisé. On consideére :

= X : Q — R, une variable aléatoire réelle discrete

= Soit ¢ : R — R, une fonction numérique de domaine D,, et telle que X () C D,
Alors

1. La variable aléatoire réelle ¢ o X admet une espérance mathématique si et seulement si la série
E ¢ (xn) P ({X = x,}) est absolument convergente.
neN
2. Dans le cas oU cette espérance existe, nous avons E (¢ o X) E o (@) P{X =z,})
neN

Démonstration

Comme souvent, jusqu'ici, nous écrivons ¢ o X (2) = {ug, ug, ug, ++ ,Up, -+ avec u; < ug < ug < -+ <
un < PR

1. Nous appelons aussi I; = {z € X () tels que ¢ (x) = u;} ; ¢’est donc I'ensemble des antécédents
de u; dans X (2). I; est un ensemble dénombrable.

D’apres la proposition |14.6.15} nous avons P ({g o X = u;}) = Z P({X =z}
rr€l;

2. La variable aléatoire réelle admet une espérance si et seulement si la série Z lu;|P ({poX =u;})
jeN
converge. ’
Pour chaque j € N, nous avons |u;| P ({po X =u;}) = Z lu; | P ({X = a})
Tk EIJ'
N
3. Soit N € N. Nous nous intéressons aux sommes partielles Uy = Z lu;| P ({poX =u;}). Alors :
j=1

N N
Uv =Y lu|P{poX=u}) = > [ D lu|P({X =ax})

j=1 j=1 T €l;

= Yo lelan) P X =ar})

(0)

4. Supposons la série Z ¢ () P ({X = z,}) absolument convergente.
neN
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Alors, Uy < Z | ()| P ({X = 2,}) et hm Uy existe, c’est a dire que la série Sum;>1 |u;| P ({p o X = u,})

neN
est convergente et que ¢ o X admet une moyenne
5. Nous avonsE (po X) = Zua {poX =u,}) = Z o) PHX =x}) = Z(p ) P ({X = 21})

j=1 k>1
TEE U I]'

izl

6. Nous avons bien E (p o X) Z o) P X =z,})
neN

Exemple 10 :

1. Comment calculer E (X2) ?

Ici, c’est simple, on a ¢ : R — R, avec ¢ (z) = 22, et donc E (X?) = Z (2,)° P ({X = z,})
neN
On peut remarquer que M (X) = E (X?)

2. Plus généralement, pour les moments d’ordre s € N, si ¢ : R — R qui a x fait correspondre
¢ () = z*, nous avons démontré en [14.6.15|que po X était aussi une variable aléatoire réelle dont
on pouvait, d’apres [I4.6.16] calculer espérance :

E(po X) Z ¢ (zn) P{X =2,}) = Z (xn)G P({X =z,}) = M, (X)

neN neN

Pour les moments d’ordre s, la notation M, (X) = E (X?) est donc justifiée; c’est celle qui sera
le plus souvent utilisée

Exercice 15 :
1. Soit {€; F;P}un espace probabilisé et A € F. On considere 14 : @ — {0,1}, la fonction
indicatrice de 'ensemble A. Donner My, (14) pour tout k

2. Soit f: R — R, une fonction bornée. On appelle M = sup|f (x)|. Montrer que
rER

Y F@IPX=ah<M

z€X ()

Exercice 16 :

Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi géométrique de parametre p € |0; 1[, c’est & dire que
X(Q)=NetP{X=n})=p(1—p)"""
Soit m € N* et on pose Y = min (X, m), c’est a dire que Y est du type Y = ¢ 0 X ol ¢ (r) = min (z, m)
1. Donner la loi de Y
2. Calculer E(Y)

14.6.17 Proposition

Soit {€2; F; P} un espace probabilisé et X : w — R une variable aléatoire réelle discrete qui admet une
espérance E (X)

1. Pour tout @ € R et tout b € R nous avons E (aX +b) =aE (X) +b

2. En particulier E(X —E(X)) =0
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Démonstration

Par hypothese, la variable aléatoire réelle X admettant une espérance E (X), la série Z |z P ({X = 21 })

k>0
converge

1. Enécrivant Y = poX, nous avons ¢ (azx + b), et donc E (Y") n’existe que si la série Z laxy + 0| P ({X = x})

k>0
converge.

Pour tout k € N, nous avons |azy + b|P ({X = zx}) < |a||zk| P ({X = zx}) + |b| P ({X = a}).
La série Z la| |2k P ({X = ax}) = |a] Z |zk| P ({X = x1}) est convergente.
k>0 k>0
De méme, la série Z | P ({X = xx}) = |b] ZP ({X = zx}) = |b| est une série convergente.
k>0 k>0
D’apres la théorie des séries la série Z laxy, + b| P ({X = xx}) converge
k>0
2. E(@X +b) =) (amp+b)P({X =a}) =a ) oxP({X =2 })+b > P ({X = a}) = aF (X)+

k>0 k>0 k>0
b

. EX-E(X))=E(X)-E(E(X))
Nous avons E (X) qui est un nombre réel constant et donc E (E (X)

) =E(X)
D'oit, donc, E(X — E (X)) =E(X) —E(E(X)) =E(X) —~E(X) =0
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