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12.2 Vecteurs propres et valeurs propres

12.2.1 Définition

E est un K-espace vectoriel et u : E — E une application linéaire (u € L (E)).
On appelle vecteur propre de u, tout vecteur x € E, non nul, tel qu'il existe A € K tel que u () = \x

Remarque 2 :

— N . =¥ — .
1. Le cas du vecteur nul : x = 0 est stirement vecteur propre de u puisque w ( 0 ) = 0, mais, c’est
un vecteur propre un peu spécial!!

2. Si D est un sous-espace vectoriel engendré par un vecteur propre, alors u (D) C D

12.2.2 Définition

E est un K-espace vectoriel et u : E — E une application linéaire (v € L (E)).

(14 v -
1. On appelle valeur propre de u, tout élément A € K tel qu'il existe x € FE avec z # 0 tel que
u(z) = A

2. Etant donnée une valeur propre A\ de u, on appelle espace propre |'ensemble

Ex={y € E/u(y) = \y}

Remarque 3 :

Il faut remarquer que dans les définitions|[12.2.1fou[12.2.2] la notion de vecteur propre ou de valeur propre
est définie dans un K-espace vectoriel quelconque, pas forcément de dimension finie.

12.2.3 Théoreme

E est un K-espace vectoriel et v : ' — FE une application linéaire.
1. Six € E avec x # 0 est un vecteur propre de u, alors, la valeur propre correspondante est unique

2. Si A est valeur propre de u, alors E\ = {y € E/u(y) = Ay}, I'espace propre associé a la valeur

propre A est un sous-espace vectoriel de E'; de plus Ey # { 0} et est stable par u, c'est a dire que
U (E)\) C E\

Démonstration

1. Soit « € E avec x # ﬁ tel qu'il existe A € Ket p € K, avec A # pet u(z) = Az = px
Alors,u(x):)\x:um:>)\x—ux=6><:)(/\—u)x=6>.
Comme X # pu, alors x = ﬁ, ce qui est impossible, par hypothese. Et donc A = p.

2. Que A\ soit valeur propre de u, veut dire qu’il existe x # ﬁ tel que u (z) = A\x. Montrons que E)
est un sous-espace vectoriel de FE.
= Tout d’abord, E) # { puisque 6> € E). En effet, nous avons u (ﬁ) = ﬁ = )\6>
= Ensuite, solent & € Ey, ¥y € F), a € Ket b € K. Avons nous aZ + by € E) 7.
Par linéarité, nous avons u (aZ + by) = au (¥) +bu (7). Comme & € E) et § € E), nous avons :

u (a 4 by) = aAZ + by = X ((aZ + by)

Ce qui montre que (aZ + by € E)
FE est donc un sous-espace vectoriel de

3. Que E) soit stable par u est évident.
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Remarque 4 :

1.

Si 0 est valeur propre de v : E — F, ceci signifie qu’il existe x # ﬁ tel que u(z) = ﬁ, alors,
Ey #{0}; en fait, Fy = keru et u n’est pas injectif.

%
Soit A € K tel que Ey = {y € E/u(y) = Ay}; alors la condition E) = {O }, signifie que A
n’est pas valeur propre de u

Exemple 1 :

1.

Une homotéthie de E de rapport A a A pour seule valeur propre, le sous-espace propre associé est
tout I'espace F/

. Un projecteur p de E (différent de lidentité et de Uapplication nulle) a pour valeurs propres 0

et 1, les sous-espaces propres associés sont le noyau et 'image de p; en effet si p (v) = Av alors
comme p? = p, nous avons A\%v = \v soit A\? = X puisque v # 0

Un endomorphisme f d’'un C-espace vectoriel tel que f™ = Idg a pour valeurs propres des racines
n-iemes de 1; en effet si f (v) = Av on a f™ (v) = A", soit \"v =v et siv# 0, alors A" =1

. E est le C-espace vectoriel des fonctions dérivables de R dans C. L’endomorphisme de E dans

lui méme qui, & une fonction f associe sa dérivée f’ admet tous les réels pour valeur propre; par
exemple, la fonction f (z) = e*® est un vecteur propre associé a la valeur propre a.

12.2.4 Théoreme

FE est un K-espace vectoriel et u : £ — E un endomorphisme de F
Supposons \ € K et 1 € K valeurs propres de u Alors,

AN p= ExnE,={0}

Démonstration

Soit x € ExNE, ; alors, u (v) = px = Az, donc, (A — ) ¢ = 0; et comme A # 1, on en déduit que z = ﬁ

12.2.5 Théoreme

Soit E/ un K-espace vectoriel et v : £ — E un endomorphisme de F
Supposons A € K et 1 € K valeurs propres de u telles que A # p.
Soient x € E) tel que x #0 et y € E, avec y # 0

Alors x et y sont linéairement indépendants

Démonstration

Supposons, au contraire, que = et y non nuls tous les deux ne soient pas linéairement indépendants, c’est
a dire qu'il existe a # 0 tel que y = ax.

On a alors u (y) = py = pax et u (y) = u (ax) = ou (z) = alzx

Donc, adx = poxr <= a (A —p)z = .

Comme o (A — p1) # 0, nous en concluons z = 0
On est donc en contradiction avec 'hypothése. Donc z et y sont linéairement indépendants.

12.2.6 Théoreme : généralisation

E est un K-espace vectoriel et v : F — FE un endomorphisme de F admettant m valeurs propres 2a 2
distinctes A1,..., \,,. Alors, la famille x¢,...,x,, de vecteurs tels que x; a pour valeurs propres \; est une
famille libre.
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Démonstration

On appelle P (m) la propriété & démontrer. La démonstration se fait par récurrence sur m

1. Elle est évidente pour m =1

2. Supposons P (m) vraie

3. Soient m + 1 valeurs propres Aq,..., A\p41 distinctes 2 & 2 et m + 1 vecteurs x1,...,Ty41, tels
que x; a pour valeur propre \;.
Nous allons montrer que la famille {z1,...,Z1} est une famille libre.
Soient aq,...,Qmt1, (M + 1) réels tels que
a1T] + Qaxy + -+ Ty + Wb 1Tl = 6> (12.1)

Alors, en faisant < opérer > u dans ’équation [I2.I]} nous obtenons

%
oM+ 1 A1 Zmgr = 0

En multipliant par A1, nous obtenons

%
QU AR4121 + -+ Qg1 A4 1Tmy1 = 0

Puis, en soustrayant, le terme au,4+1Am+1Tm+1 disparaissant :

aq ()\erl - )\1)-7;1 + - tanm ()\m+1 - /\m) T =0

Nous avons donc m valeurs propres Aq, ..., A, distinctes 2 a 2 et m vecteurs x1,...,Zn,, tels que

x; a pour valeur propre \;.

D’apres ’hypothése de récurrence P (m), {21,...,Tm} est une famille libre, et donc
041(>\m+1*)\1) :"':ai(Am+1*/\i) :"':am(Am+1*)\m) =0

De I’hypothese des valeurs propres 2 a 2 distinctes, on déduit que oy =+ =aq; =+ = q;, =0,

et donc, que a;,4+1 = 05 ce qui termine de montrer que les vecteurs {x1,...,Zmy+1} forment une

famille libre.

12.2.7 Corollaire

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n et w € £ (E) un endomorphisme de E
Alors, u : ' — E admet au plus n valeurs propres.

Démonstration

Evident, car si E est de dimension n, il y a au plus n vecteurs linéairement indépendants, donc au plus
n valeurs propres distinctes.

12.2.8 Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel et v € £ (F) un endomorphisme de F
Soient A1 ...\, m valeurs propres distinctes de u et F' un sous-espace vectoriel de E tel que

F:E/\1 +E)\2+"+E,\

m

Alors F' est somme directe des E, et nous avons donc

F=E\, ®E\,® - @ L)

m
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Démonstration

Rappel :
F est somme directe des E), si et seulement si, pour tout x € F', x peut s’écrire de maniere
unique x =1 + - - + z,, OU T; € E,
1. Soit z € F.
Alors, x =21+ -+ xpm o x; € Ey,.
Supposonsx:6><=>x1+--~+xm=6>
Nous allons montrer que, pour tout ¢ =1,--- ,m, x; = ﬁ
En effet, supposons z1 + - - - + z,, = 0, et qu’il existe ip tel que x;, # 0
Ceci signifie que les {1, -,z } forment une famille linéairement dépendantes; ce qui est en
contradiction avec le théoréme [[2.2.6]
Conclusion, tous les z; sont nuls
2. Ce qui permet de montrer I'unicité de la décomposition de =z € F.
En effet, supposons x =21 + -+ + x,, :w%+-~-—|—x}n.
Alors, (21 —al,) ++ + (zm —x),) = 0. Comme (z; — x}) € Ey,, nous avons z; —x} = ﬁ, pour
tout ¢, c’est a dire que pour tout ¢, nous avons x; = xll

Il y a donc unicité de la décomposition et F' est donc somme directe des Ej,

12.2.9 Théoreme

Soient E un K-espace vectoriel et u € £ (E) un endomorphisme de E et A € K
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

= X € K est valeur propre de u

= L’endomorphisme v — A\Idg n'est pas injectif

Démonstration

1. On suppose que A € K est valeur propre de u

Il existe alors z # 0 tel que u (x) = Az, ce qui est équivalent &
— —
u(@)— Az =0 <= (u—Ndg) () = 0
Donc, ker(u — Mdg) # {ﬁ}, ce qui montre que u — AIdg n’est pas injective.
2. Réciproquement, on suppose que u — Aldg n’est pas injective
_)
Alors ker(u — A\ldg) # { 0 }

— —
Il existe donc z # 0 tel que (u— NIdg) (x) = 0, ce qui est équivalent & u (x) = Az ; donc, A € K
est valeur propre de u.

12.2.10 Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E) un endomorphisme de E et A € K
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

= X € K est valeur propre de u

= L'endomorphisme u — AIdg n'est pas inversible

Démonstration

1. On suppose que A € K est valeur propre de u

D’apres le théoreme [12.2.9| nous savons déja que u — AIdg n’est pas injective, et comme F est de
dimension finie, u — \Idg n’est pas bijective, donc non inversible, c’est & dire det (u — AIdg) # 0
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2. Réciproquement, on suppose que u — Aldg n’est pas inversible

Comme F est de dimension finie, u — AId g n’est pas bijective, donc non injective, et donc ker(u —
%
Mdg) # {0}

— —
Il existe donc z # 0 tel que (u— NIdg) (x) = 0, ce qui est équivalent & u (x) = Az ; donc, A € K
est valeur propre de u.

Remarque 5 :

1. On remarque que pour u € L (E) et A € K valeur propre de u, nous avons : Ey = ker (u — Aldg)

2. (a) Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et v € £ (E) un endomorphisme de E. Si u
est bijectif et admet A comme valeur propre, alors A # 0.

(b) Réciproquement, si toutes les valeurs propres de u sont non nulles, alors u est bijectif.
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