Chapitre 12 Réduction des matrices 12.8 Correction des exercices

12.8 Correction des exercices

12.8.1 Correction des exercices du cours

Exercice 1 :

5 -7 7 3 0 5
Soit A=|0 5 0 ). Montrer que les vecteurs X1 = | =1 |, Xo = 2 | et X3 = | 1 | sont des
0o 7 -2 —1 2 1

vecteurs propres de A. Montrer que la famille { X1, X2, X5} ne forme pas une famille libre. Est-ce que cela
contredit un résultat du cours?

* Montrons que X; est un vecteur propre :

5 =7 7 3 15
AX:=10 5 0 -1 )=1{-5)=5X;
0o 7 =2 -1 -5

X1 est donc un vecteur propre de valeur propre 5

* En faisant des calculs semblables, nous avons AX,; = 5X5 et donc X5 est un vecteur propre de
valeur propre 5

* Et, pour terminer, nous avons AX3 = 5X3 et donc X3 est un vecteur propre de valeur propre 5

3
Effectivement, la famille { X7, X3, X5} ne forme pas une famille libre (Nous avons X1 = ngg + ng).

Il n’ y apas contradiction avec le cours, puisque d’apres 12.2.5, si les valeurs propres sont différentes,
alors les vecteurs propres sont indépendants. Ici, nous avons qu’une seule valeur propre.

En fait, le polynome caractéristique de A est Py (X) = — (5 — X)? (X + 2). La valeur propre
5 est une valeur propre d’ordre 2 et la dimension de ’espace propre correspondant est au plus
2.

Exercice 2 :

FE est un R-espace vectoriel de dimension 2, rapporté a une base {;, j} et f : E — FE une application

Ny <—23 _23)

1. Démontrer que ko =5 et ky = —1 sont des valeurs propres de f (ou de A).

linéaire de matrice, dans la base {i,j},

Nous allons en fait nous intéresser & 1'identité :

A?:k?<:>(2 "3>(I>=k<x)<:>{ 20— 3y =k @{ 2—k)z—3y= 0

-3 2 Yy Yy —3x+4+2y= ky —3z+(2-k)y= 0

. 2—-k)z—3y= . . . N2 o
Le systeme { Bt (2—k)y= 0 est un systéme de Cramer de déterminant (2 — k)" — 9 =
(k—5)(k+1).
Ce déterminant s’annule pour k =5 ou k = —1.

* Sik #5et k# —1, le systtme n’admet qu’une seule solution : z =0et y =0
* Si k =5, alors le systéme devient = 4+ y = 0.

Ainsi, la droite Ay = {? = (z,—x) oux € R} =R <_11) est un espace propre de valeur

propre 5
* Si k= —1, alors le systeme devient x —y = 0.

Ainsi, la droite A_; = {)_f = (z,x) oux € R} =R G) est un espace propre de valeur propre
-1
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2. Trouver w4 un vecteur propre de valeur propre kg = 5 et w{ un vecteur propre de valeur propre k1 = —1
et démontrer que ces 2 vecteurs déterminent une base de E .

N . . .. 1 1
D’apres la question ci-dessus, nous choisissons = <_1> et uj = (1)

Il est évident que ces 2 vecteurs forment une base de F
3. Quelle est la matrice de f : E — E dans la base {u_g, 17{} ; on appelle cette matrice B.

Voila qui est tres facile : B = M (f){—> w) = ((5) 701)

Uug,u1

4. Trouver une matrice P, telle que A = P~'BP, et montrer que pour tout n € N, nous avons A" =
pPlB"p

. N . 1 1 .
* La matrice de passage de la base {178, w } & la base canonique est P = (_1 1) et la matrice

1)

N[00 | =

de passage de la base canonique a la base {175, wu } est la matrice P~ = (

% Nous avons donc A = PBP~! et donc :

A"=()"= (PBP')(PBP')---(PBP™")
= PB (P*1P B (PflP) (PflP) BpP—!
= pprp!
n_ (9" 0
* Nous avons B" = <0 (_1)n)
5% + (—=1)"  —=5r 4+ (—1)"
"o n = 2 n 2 n
D’ou nous avons A 5 (1) 54 (1)
2 2
Exercice 4 :
-3 -1 0 O
o . . 1 -3 0 O L
Calculer le polynéme caractéristique de la matrices A = 0 0 -1 2 et en déduire les valeurs
0 0 5 2
propres
Nous recherchons le polynome caractéristique de A, P4 (X) :
-3-X -1 0 0
1 -3-X 0 0
Py (X) =det (A - X1dy) = 0 0 X 9
0 0 5 2—-X

Nous allons utiliser le calcul du déterminant par blocs :

—3-X -1 -1-X 2
Pa(X) = ’ -1 -3-X 5 2-X
= [B+X)+1] [x2-Xx —12]

= [=3- 0] (=2 (X + 1) =10

|

— Si nous considérons A comme une matrice & coefficients réels, c’est & dire A € My (R), alors,
P4 (X) =0 si et seulement si X? — X — 12 =0.
Dans ce cas, A n’admet que 2 valeurs propres A\; =4 et Ay = —3

— Par contre, si nous considérons A comme une matrice a coefficients complexes, c’est a dire A €
M, (C), alors, P4 (X) = 0 si et seulement si X2 — X —12=0et (3+X)*+1=0.
Dans ce cas, A admet 4 valeurs propres A\ =4, Ao = -3, A3 = -3 +iet \y=—-3—1
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Exercice 5 :

1. Trouver plusieurs matrices carrées d’ordre 2 dont la somme des valeurs propres fait 6 et le produit des
valeurs propres fait 2

* Le polynome caractéristique d’une matrice A carrée d’ordre 2 est donné par Py (X) = X2 —
tr (A) X + det A, tout en sachant que si les valeurs propres sont A; et Ao, tr(A) = A1 + A2 et
det A = )\1 X )\2.

Dans notre cas, Py (X) = X2 —6X + 2 dont les racines sont Ay =3+ /7 et A\a =3 — /7

* Ainsi, une premiere famille de matrices est donnée par :

3+ \ﬁ z > .
i
- 0 37 ouzeC
* Si nous considérons le polynéme P4 (X) = X? —6X +2, la < matrice-compagnon > de P4 est

. (0 =2
donnée par M = (1 6 )

2. Trouver une matrice, ni diagonale ni triangulaire, dont le polynéme caractéristique est (X — 1)2 (X2 + X+ 1)

Nous allons utiliser une matrice d’ordre 4, par blocs :

1 0 0 0
A1 0 O
A= 00 j u avec A€ Cet peC
00 0 42
Exercice 6 :
-1 1 0
Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice Y = 0 -1 1
1 0 -1
= Tout d’abord, nous clculons le polynome caractéristique Py :
-1-X 1 0
o [ DY P L
1 0 -1-X

= (-1-X)P4+1=1-(1+Xx)°

= Nous avons (1 + X)* = 14+ X3 +3X +3X2 et donc Py (X) =1—(1+ X)* = —X (X2 +3X +3)
Les valeurs propres de Y sont donc les racines du polynome Py

= Si nous supposons Y € Mj3 (R), la seule racine réelle de Py est 0 et la recherche de vecteurs
propres est la recherche du noyau.

Nous devons donc trouver ﬁ = | y | tel que Yﬁ = ﬁ, c’est a dire résoudre le systeme :
z
—zx+y= 0
—Yy+z2= 0 <=Szx=y==2
r—z= 0
1
Ainsi, kerY = {(z,z,z) avecx e R} =R [ 1
1

~—

= Si nous supposons maintenant ¥ € Mj (C), les racines de Py sont 0 et celles du polynéme
X?243X +3,cestadire \y =—14+jetAg=—-1+4+7
1

* Nous avons kerY = {(z,z,z) avecz € C} =C | 1
1
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* Recherchons les vecteurs propres de valeurs propres A; = —1+ j. Nous devons donc résoudre :
—z+y= (-1+j)= jr—y= 0 B
—y+z= (-14+j)y < jy—z= 0 <= y=jretz=j’cr=jravecxecC
x—z= (-14+j)z —z+jz= 0

Ainsi, E_14; = {(z,jz,j°z) avecx € C} =C| j
9

J
* Continuons en reherchant les vecteurs propres de valeurs propres \; = —1 4+ j = —1 + j2.
Nous devons donc résoudre :
—z+y= (-1+5)z j2r—y= 0 N 3
—yt+z= (-1+j52)y jly—z2= 0 <= y=jretz=jr=jraveczcC
r—z= (=1+3%)z —xz+35%2= 0
1
Ainsi, E71+; = {(x,jQx,j;v) avec x € (C} =C j.2
J

Exercice 7 :

Soit A € My (R) une matrice symétrique, c'est a dire telle que
A= (CCL g) aveca € RetbeR

La matrice A est-elle diagonalisable ?

Nous utilisons les résultats sur les matrices de Mz (R) :
Pa(X)=X?~tr(A)X +det A

C’est a dire, dans notre cas :
Py(X)=X%?~(a+b) X +ab—c?

Le discriminant de ce polynéme est A = (a +b)* — 4 (ab— ) = (a — b)* + 4.
Comme A > 0, le polyndéme a aumoins une racine.
* A =0 si et seulement si a = b et ¢ = 0 et la matrice X est du type X = alds
* Sia#bouc#0,alors A > 0 et le polynéme caractéristique admet 2 racines distinctes et donc
X admet 2 valeurs propres.
Alinsi, toute matrice symétrique de My (R) est diagonalisable.

Exercice 8 :

On considére un R-espace vectoriel E de dimension 2, rapporté a une base {Z, ;} ; [ est 'endomorphisme de

E, défini par sa matrice A = (—51 _51>

1. Rechercher les vecteurs propres et les valeurs propres de A

Remarquons que la matrice A est symétrique et qu’elle admet siirement 2 valeurs propres distinctes
= Le polynéme caractistique de A est P4 (X) = X2 — 10X + 24 dont les racines sont \; = 6 et
Ao =4
= Recherchons les vecteurs propres de valeur propre A\; = 6.
Nous devons donc résoudre le systeme d’équations :

{ Sr—y= 6z @{—x—yz

Donc si Fg est le sous-espace vectoriel des vecteurs propres de valeur propre 6, nous avons

m=r()
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= Recherchons, maintenant, les vecteurs propres de valeur propre Ay = 4.
Nous devons donc résoudre le systeme d’équations :

{ Sr—y= 4z <:>{ r—y=

oAby = dy —ady= 0 —z—-y=0

Donc si E4 est le sous-espace vectoriel des vecteurs propres de valeur propre 4, nous avons

o)

2. Pour tout n € 7, calculer A™

= Appelons ug = (31) et u; = G)
Il est clair que la famille {ug,u;} forme une base de F, et qui si f : E — FE est une

application linéaire de matrice A dans la lase canonique, la matrice de f dans la base {ug, u1}

6 0
sera D = (0 4)

= Si P est la matrice de passage de la base canonique & la base {ug, u; }, nous avons P = (jl 1)
et nous avons A = PDP~!, puis, pour n € N, A" = PD"P~1.
-1

1

2

Nous avons P~1 =

DN | =

67’L

0 4,1)7 nous obtenons alors, par calculs

= Pour n € N, nous avons D" = (

4" + 6" 4" —-6"

n _ 2 2
2 2

= Soitne€Zetn<—1.
Alors, A" = (Afl)_n et, de A = PDP~' nous avons A~ = PD7'P~!; dou A" =
(A Y™ =p (DY) " P!
1
wfgm O 6" 0
et donc (D‘l) 60 1 = (0 4n>
4-n

1, nous avons A” = PD"P~1, c’est & dire :

= Nous avons D~ ! =

S o=
=~ = o

= Ainsi, pour n € Z et n <

no_ 2 2
2 2

En conclusion, pour tout n € Z, nous avons

n _ 2 2
2 2

Un+1 = 5un — Un

définies par ug = 3, vg = —3 et {
Un+1 = —Unp + 51}77,

3. On considére 2 suites (), cy €t (Un),cn

Donner u,, et v,, en fonction den

3N ,o . U 1 U
De maniére évidente, nous avons ( ot ) =A ( ”)
Un+1 Un

y u Up— L u Up—
Donc en itérant, nous obtenons ( "+1> = A? ( " 1) et plus généralement ( "+1> = AP < " p+1)
Un+1 Un—1 Un+1 Un—p+1
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De 1a, nous déduisons que (Z”) = A" (u0> = A" (_33) et donc, par calcul :

n Vo
{un: 3 x 6"
v, = —3X6"

Les 2 suites (un),cy et (Un), ey sont simplement des suites géométriques.

Exercice 11 :

Soit E' un K-espace vectoriel . Soient u: E — E et f : E — FE 2 endomorphismes qui commutent, c'est
a dire tels que fou=wuo f.

Soit A € K un vecteur propre de u d’espace propre associé Ey. Démontrer que E) est stable par f, c'est a
dire que f (E\) C E)

Soit x € Ejy; il faudra donc montrer que f (z) € Ej.

fou(x) = flu(x)] = f[Ax] = Af [x]

De fou=mwo f, nous déduisons que, pour z € Ey, fou(z) = flu(z)] =uo f(z) =u[f (x)]

Nous avons dons f [u (z)] = u[f (z)] < Af [z] = u[f (z)]

Nous en déduisons que f (z) est donc un vecteur propre de valeur propre A, c’est a dire que f (z) € E,.

Exercice 13 :
Soient f,g deux endomorphismes du K-espace vectoriel E de dimension finie tels que [ soit diagonalisable.
Démontrer que [ et g commutent si et seulement si les sous-espaces propres de f sont stables par g.

o> Supposons que f et g commutent
Soit P € K[X] un polynéme quelconque. Alors ker P (f) est stable par g
En effet, soit P € K[X] et nous avons alors P (f) = apldg +aof + -+ + anf™.
Nous devons donc montrer que si « € ker P (f), alors g (z) € ker P (f).
Soit = € ker P (f); alors P (f) (z) = 0 et nous devons montrer que P (f) [g (z)] = 0.
Nous avons :

P(f)lg (@) =aog (z) +aoflg (@) + -+ anf" g ()]

Remarquons que, pour tout k& € N, avec 1 < k < n, en utilisant la commutativité et
I’associativité de la composition :

ffog= fkflo(fog):fkilo(gof)
= fk_Zo(fog)onfk_QO(gof)of
= ffFPo(foglofP=fFPo(gof)of?=(f"20g)of?

_ k
= gof
Nous avons alors :

P(f)[g(x)] = aog(x)+aog[f (@) + -+ ang[f" (2)]
glaor +aof (x) + -+ anf" ()]
glP(f) ()]

= g(0)=0

Done g (z) € ker P (f) et ker P (f) est bien stable par g

Comme ker P (f) est stable par g pour tout polynéme P € K[X], il l'est, en particulier, pour les
polynémes Py (X) = X — X o A € K est une valeur propre de f.

Si E est un sous-espace propre de f de valeur propre A, nous avons en fait Ey = ker Py (f) qui
est donc stable par g.

Ainsi, si f et g commutent alors les sous-espaces propres de f sont stables par g
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o> Réciproquement, on suppose que g laisse stable tous les sous-espaces propres de f.
Soit E un tel sous-espace propre et soit = € E).
Alors d'une part g (f (z)) = g (Az) = Ag (x), ce qui signifie que g (z) € E}.
Autrement dit, si x € Ex, on a f(g(x)) = Ag(z) et g(f (z)) =g (A\x) = Mg (x). Ainsi, si x € Ej,
alors f (g (z)) = g (f (x)).
Maintenant, comme f est diagonalisable, E est somme directe des sous-espaces propres de f.
Ecrivant tout € E comme somme de xy,;, ou x5, € Ej,, on prouve que f (g(x)) = g (f (x)) et
donc que g et f commutent.

Exercice 16 :

Soient A € M,, (R) nilpotente d'indice k et B € M,, (R) nilpotente d’indice I qui commutent.
Montrer que A+ B et AB sont 2 matrices nilpotentes de M,, (R)

> A et B étant 2 matrices qui commutent, pour tout n € N, nous pouvons calculer (4 + B)" & I'aide
de la formule du binéme de Newton. Ainsi :

(A+B)" ZCJ AiBri = i (’;) AIBr=i

J=0 J=0

Nous allons choisir n =k +1—1; alors :

k+i—1
(A+B)k+l—1 _ Z (’H‘l.— 1>AjBk+l1~j

=0 J
k-1 k-1
_ (k+l )AJB’“” -y Z <k+l.—1>AjBk+llj

=0\ =k J

RHL

Dans D’expression Z ( )AJB’“H 173 nous avons j > k et donc A7 = O,,, de telle
J
ij=k

k+1-1

k l ¢ )
sorte que Z ( * >A]Bk+l_1_3:(’)n.

Puis, dans 'expression Z < > >AJB]‘H'Z_1_J7 nous avons 1 —k < —j < 0et donc 1 —k+

J
7=0

(k+1-1) < (k+1-1)—j < (k+1-1), c’est & dire (k+1—1) —j > [ et donc nous avons
BEI-1-i — 0,

(k-1
D’ou Z ( . )A]Bk+l—1—j =0,.

i=0 J
Et donc, en résumé, (A + B)kH_1 = 0, et la matrice A+ B est donc nilpotente, d’indice au plus
kE+1-1

> Comme A et B commutent, pour tout n € N, nous pouvons calculer (AB)" = A™ x B".
En supposant k < [, nous avons (AB)k =AF x B" =0,, x B* = O,
Donc, AB est nilpotente, d’indice, au plus k

Exercice 17 :

0 1 1
Soit lamatrice A=11 0 1
1 1 0

1. Trouver une relation entre Ids, A et A2, et en déduire que A est inversible.

2 11
Un calcul matriciel élémentaire montre que A2 =1 2 1
1 1 2
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Nous voyons donc, tout de suite, que A% = 2Ids + A
Donc, nous avons :

A2:21d2—|—A<:>A2—A:21d2<:>A(A—Id2):21d2

1 1 -1 1 1
Dou, A~! = 5 (A—1dy) = 1
1 1 -1
2. En déduire aussi un polynéme annulateur de A
Tres simple. Nous avons A2 = 2Idy + A <= A% — A — 2Idy, = O,
Le polynéme P (X) = X2 — X — 2 est donc un polynéme annulateur de A
3. Démontrer que si \ est valeur propre de A, alors, \ est racine du polynéme P (X) = X? — X —2

Soit A;nKK, une valeur propre de A de vecteur propre non nul u. Alors :
A(u) = u A% (u) = A[A (v)] = A[\u] = M (u) = \u
Donc :
2 2 g 2 It
(A? = A —2Id;) (u) = Oz (u) <= A% (u) —A(u) —2u= Op <= (> = A-2)u= 0pg
Comme u # ﬁE, nous avons A2 — X\ — 2 = 0, ce qui veut dire que A est racine du polynéme
PX)=X?2-X-2

4. Rechercher les valeurs propres de A et les vecteurs propres associés; la matrice A est-elle diagonali-
sable ?

Si A est valeur propre de A, alors, \ est racine du polynéme P (X) = X? — X — 2.

Nous avons X2 — X —2 = (X + 1) (X — 2), ce qui veut dire que —1 et 2 sont des valeurs propres
de A. Mais, sont-ce les seules 7.

Recherchons le polynéme caractéristique de A.

-X 1 1
Pi(X)=det(A—XIds)=| 1 -X 1 |=-X>43X+2=(X+1)*2-X)
1 1 =X
Il y a donc 2 valeurs propres :
* Une valeur propre simple A\ = 2
* Une valeur propre double A = —1
Recherchons, maintenant, 1’espace propre associé a la valeur propre A = —1.
x x x
Nous devons donc trouver des vecteurs | y | telsque A| v | =—|[ v
z z z
Nous avons :
T T Yy+z= -—x
Aly|l=—-|y | <= z2+2z= -y <=<=z+y+2z=0
% z r+y= -—z
L’espace propre de valeur propre A = —1 est le plan d’équation z +y+ z = 0. c’est un sous-espace
vectoriel de dimension 2 et la matrice A est donc diagonalisable. A est donc semblable & la matrice
-1 0 0
D=0 -1 0
0o 0 2

Il faut remarquer que le polynéme annulateur P (X) = X2 — X — 2 divise le polynéme
caractéristique Pa (X) = (X +1)*(2 - X)

. . o . 0 0 .
C’est exceptionnel !l Par exemple, si nous considérons la matrice I1 = (0 1) qui est une

projection (112 = 11), alors le polynome Q (X) = X2 — X est un polynéme annulateur de
II, mais ne divise pas le polynéme caractéristique P de 11
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Exercice 18 :

1 1 1
Quel est le polynéme minimal de la matrice B=|1 1 1|7
1 1 1

Un calcul facile montre que B2 = 3B et que donc B2 — 3B = O3. Ainsi, le polynéme Q (X) = X2 — 3X
est un polyndéme annulateur de B.

Le polynéme minimal de B, up divise Q. Donc pup (X) = X ou pup (X) = X —3 ou pup (X) = X? - 3X.
Or, B n’est ni la matrice nulle ni un multiple de la matrice identité.

Donc, le seul choix que nous ayions est up (X) = X2 —3X

Exercice 19 :

3 0 8
Rechercher le polynéme minimal de la matrice D = 3 —1 6
-2 0 -5

Pour rechercher ce polynome minimal, nous allons rechercher son polynéme caractéristique, en ayant en
téte que le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique et que les valeurs propres de D sont
aussi racines de pp, le polynéme minimal de D

1. On commence par calculer le polyndéme caractéristique de D.
3—-X 0 8
Classiquement, Pp (X) =det (D — XId3) =| 3 -1-X 6 =(X+1)°
-2 0 —5-X
D n’admet donc qu’une seule valeurs propre, —1

2. On recherche, maintenant, les espaces propres associés.

70
> Nous devons rechercher les vecteurs ? = | vy | tels que D? = —Y
z
Nous devons donc résoudre :
3r+82z= —=x dr+8z= 0
3r —y+6z= —y <— 3r+62= 0 <=z +22=0
—2x—5z= —z —2x—4z= 0

L’ensemble des solutions de ce systeme est donc un plan IT; = {(—2z,y,2) ou z € Ret y € R}.
Nous avons dimII; = 2
La matrice D n’est donc pas diagonalisable.
3. Le polynéme minimal de D, up divise le polynéme caractéristique de D, Pp (X) = (X + 1)3,
tout en ayant comme racine rg = —1
Le polynéme minimal ne peut étre que up (X) = (X +1), up (X) = (X +1)* ou up (X) =
(X +1)° = Po (X)

4. Comme D # —Ids, le polynoéme (X + 1) n’est stirement pas le polynéme annulateur de D

4 0 8
5. D+1ds=( 3 0 6
2 0 —4

Il est alors facile de vérifier, par calcul que (D + Id3)2 = et que donc (X + 1)2 est un polynoéme
annulateur de D et que donc pup (X) = (X + 1)

12.8.2 Applications du cours
Exercice 20 :

Soit C* (R) I'espace des fonctions numériques, définies sur R et indéfiniment continuement différentiables
sur R.

Soit D I'endomorphisme de C*° (R) qui a [ associe sa fonction dérivée f'. Déterminer les valeurs propres de
D et les sous-espaces propres associés.
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11 faut trouver des fonctions f € C* (R) telles que D (f) = \f < f' = \f.
C’est une équation différentielle banale du type y' = Ay dont les solutions sont du type fy (z) = Ce’?.
Un espace propre de valeur propre A est donc ’espace {Ce)“'” avec C € R}

Note
Si on choisit des fonctions définies sur R, mais a valeurs dans C, on peut choisir A € C et

cecC
Exercice 21 :

Soit CN est I'espace des suites 3 numériques complexes, et ® I'endomorphisme de CN ainsi défini :
N —

(un)neN — q)(<un)neN) = (Un)neN ou { . Up + Un—1

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de .

Nous admettons, mais la démonstration est simple, que ® est une application linéaire

1 faut donc trouver une suite (uy), oy et un nombre A € C tels que @ ((un), ) = A (un)
Soit donc (uy,), <y Un < vecteur propre > associé a la valeur propre .

Up + Un—1

neN
Nous avons alors ug = Aug et pour tout n > 1, = My, = Up—1 = (2A — 1) u,
* Si A =1, alors ug = ug (ce qui ne nous apporte rien) et u,—1 = uy,, ce qui veut dire que la suite
(tn),cn st une suite constante.
Réciproquement, il est clair qu'une suite (uy), oy constante vérifie @ ((un),cn) = (Un)pen
Donc, le nombre 1 est bien valeur propre de ®, d’espace propre associé le sous-espace vectoriel de
CN formé des suites constantes.

* Si\= 2 alors ug = U0 implique ug = 0 et, pour tout n > 1, u,, = 0. Ainsi, la suite (uy,),y est
1
la seule suite nulle et donc 5 n’est pas valeur propre
1
* Pour A # 1 et X\ # 2 alors l'identité ug = Aug implique toujours ug = 0, et comme, pour tout

n=1 u, = Up—1, la suite (uy),cy est une suite géométrique telle que, toujours pour

1
220 —1
1 n
n>1 u, = (7> Ug.
s Un 2\ — 1 0
La suite (un),, oy est la suite nulle
En conclusion, la seule valeur propre de ® est 1, et les seuls vecteurs propres sont les suites constantes.

Exercice 22 :

. a b
Soit A € M5 (C) telle que A = b a
Discuter en fonction des valeurs de a € C et de b € C de la diagonalisation ou de la trigonalisation de A
Cet exercice ne me parait pas difficile. Je ’ai mis pour changer d’espace : trop souvent, nous travaillons
sur R. Ici, nous nous intéressons a C?
Comme toute matrice d’ordre 2, le ploynéme caractéristique de A est donné par

Pa(X) = X?=2aX + (a® — b°)

Par calcul, les racines de P4 sont Ay = a + [b|° et Ay = a — |b|? et sont donc aussi les valeurs propres
possibles de A.
= Recherchons les vecteurs propres de valeur propre Ay = a + |b\2
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Nous devons chercher des vecteurs (Zl> tels que A (Z1> = <a+ |b|2> (Zl) ; ce qui revient a
29 ¥) 22
étudier le systeme :
az1 + bzg = (a + |b|2> 21 JEIND |b|2 21 +bza= 0
bz1 + aze = (a + |b|2> 29 bz — |b|222 = 0

Nous sommes devant un systeme de Cramer dont le déterminant est donné par :
& = [b* = [o* = [b]* (Jo|* — 1)

* Supposons |b| = 0 ou, ce qui est équivalent, b = 0.

La matrice A devient alors A = (8 2) = ald,

A est donc la matrice d’'une homothétie
* Supposons |[b] =1
Le systéme devient alors, en tenant compte que \b|2 =bb=1,:

{ —Z1 +52’2= 0

bzy — 29 = 0 bz —20=0

L’espace propre de valeur propre (a + |b\2) =a+ 1 est donc

E,i1={(2,b2) o 2 € C} =C x <2)
* Bien siir, si |b] # 0 ou |b| # 1, les seules solutions au systéme sont z; = 0 et zo0 = 0 et, & ce

2
moment, A\; = a + |b|” n’est pas une valeur propre.
Par contre, si |b] # 0 ou |b| # 1, la matrice A est trigonalisable
= Recherchons, maintenant, les vecteurs propres de valeur propre Ay = a — |b|2

Nous devons chercher des vecteurs (zl> tels que A <21) = (a — |b|2> (21) ; ce qui revient a
Z9 Z9 Z9
étudier le systeme :

azy + bzg = (a — \b|2) 21 |b|221 +bzm= 0
2 — 2
bz1 + azs (a — |b] ) 29 bzy +|b]" 22 = 0

Nous sommes devant un systeme de Cramer dont le déterminant est toujours donné par :
§ = [bf* — [o* = [b]* (Jo|* — 1)

* Supposons |b| = 0 ou, ce qui est équivalent, b = 0.

La matrice A nous retrouvons alors A = (g 2) = ald,

A est donc la matrice d’'une homothétie.
* Supposouns [b| =1
Le systeme devient alors, en tenant compte que \b|2 =bb=1,:

{ Z]_“FBZQ: 0

bz + 29 = O < bz +20=0

L’espace propre de valeur propre (a - |b\2) =a — 1 est donc
. 1
E, 1 ={(z,-bz) ouzeC}=Cx i
* Bien sir, si |b] # 0 ou [b] # 1, les seules solutions au systéme sont z; = 0 et 25 = 0 et,

N 2 . . , .
a ce moment, A\; = a — |b|” n’est pas une valeur propre, mais la matrice A est néanmoins
trigonalisable
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Exercice 23 :

Dans les matrices suivantes, on cherchera les valeurs propres et les vecteurs propres correspondant a chaque
valeur propre. Trouver, s'il y a lieu, une base de C™ formée de vecteurs propres. Si la matrice est diagonalisable
sur C, trouver le plus petit sous-corps de C, c'est a dire R ou Q sur lequel la matrice est diagonalisable.

3 1 0
1. A= -4 -1 0
4 -8 =2

Par calculs, le polynéme caractéristique de A est Py (X) = — (X +2) (X — 1)
Il y a 2 racines Xg = —2 et X7 = 1. 1 est racine double de Pj.

%
Visiblement, k& est vecteur propre de A et de valeur propre —2.

Pour que A soit diagonisable il faudra que la dimension de ’espace propre associé a la valeur
propre A = 1 soit de dimension 2.

Recherchons les vecteur propre de valeur propre 1

T
Si | y | est un tel vecteur propre, nous devrons avoir :
z

3r+y= =z 20 4+y= 0
—Ar—-—y= y = —4dx—-2y= 0 <:>{
dr —8y —2z= =z dr —8y—3z= 0

2e+y= 0
dr —8y—3z= 0

C’est 1’équation d’une droite dans R3.
Nous avons F; = {2z (3,—6,20) ou z € R}.
Donc dim F; = 1 et la matrice A n’est pas diagonalisable

1 2 3
2. B= 0 1 2
0 0 1

On peut remarquer que la matrice B est déja une matrice triangulaire et que donc, le polynome
caractéristique de B est Py (X) = (1 — X)°.

Elle n’est stirement pas diagonalisable. Si B était diagonalisable, B serait semblable a Ids, la
matrice identité, ce qui est impossible.

Visiblement, ici aussi, seul ¢ est un vecteur propre de valeur propre 1

20 4
3. C= 3 —4 12
1 -2 5

Recherchons le polynéme caractéristique de C.
Par calculs, nous trouvons Po = (2 — X) (X? — X 4 44).

le polynéme P n’a qu’une seule racine réelle Xy = 2 et la matrice C' n’est donc pas diagonalisable
dans R ; elle ’est, par contre, dans C.

En résolvant de maniere classique le systéme adéquat, on trouve comme espace propre pour la
valeur propre 2 :
Ey ={x(2,1,0) avec z € K}

Comme pour toutes les autres questions, nous calculons le polynéme caractéristique de D.

Nous avons Pp = (1 — X) (X2 —-9X + 22). Pp n’admettant, dans R qu’'une seule racine, D n’est
donc pas diagonalisable dans R.

Recherchons ’espace propre de valeur propre 1.
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x
Un vecteur propre de coordonnées | y | et de valeur propre 1 vérifie le systeme d’équations :
z
dr-2e= o { 3r—2:= 0
y= 9 T—2y+4z= 0

T—2y+5z= =z
C’est donc une droite et nous avons :

2
Ey={2(2,7,3) avecz€e R} =R [ 7
3

Exercice 24 :

Soit m € R un nombre réel et f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1. Quelles sont les valeurs propres de f ?

Nous allons donc calculer le polynéme caractéristique de A en développant suivant la premiere

ligne
1-X 0 1
2-X 1 1 2-X
Py(X)=| -1 2-X 1 = (1-X +1
4 (X) 9 m—9 m_X ( )'m2 mX‘ “lo—m m-—2
= (1=X)[2-X)(m—-X)—(m-2)]+
= (1=X)[2=X)(m—=X)=(m=2)]+ (m=2)[-1+ (2 - X)]
= (1=X)[2-X)(m—=X)—(m=2)]+ (m—-2)[1 - X]
— (1= X)[(2=X) (m—X) — (m—2)+ (m —2)
= 1-X)2-X)(m—-X)

Les valeurs propres de A sont donc 1,2 et m. En particulier, si m = 1 ou m = 2, la matrice A
n’admet que deux valeurs propres.

2. Pour quelles valeurs de m € R, I'endomorphisme est-il diagonalisable ?
= Sim # 1 et m # 2, les racines de P4 sont simples et la matrice A est diagonalisable.
= Si m = 1, alors le polynéme caractéristique Py (X) = (1 — X)*(2— X); la valeur A = 1 est
racine double de P4. A sera diagonalisable si et seulement si ’espace propre associé sera de
dimension 2.

1 0 1 T x
Pour m =1, la matrice A devient A=| -1 2 1 ]etA| vy | =1y | setraduit par :
1 -1 1 z z
T+z= = z= 0 s= 0
—r+2ytz= y <= —r+y+z= 0 <:>{ B
r—y= 0
r—ytz= =z r—y= 0

L’espace propre associé a la valeur propre 1 est alors Fq = {z(1,1,0) avec z € R}
Nous avons dim F; = 1 et la matrice A n’est pas diagonalisable

= Sim = 2, alors le polynéme caractéristique Py (X) = (1 — X) (2 — X)?; la valeur A\ = 2 est
racine double de P4. A sera diagonalisable si et seulement si I'espace propre associé sera de
dimension 2.
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1 0 1 T T
Pour m = 2, la matrice A devient A=| -1 2 1 |et Ay | =2 y | setraduit par :
0 0 2 z z
r+z= 22
_ —r+z= 0
—r+2yt+z= 2 <:>{—a:+z: 0
2z = 2z

L’espace propre associé & la valeur propre 2 est alors Eo = {(x,y,x) avec © € R et y € R}
Nous avons dim Fs = 2 et la matrice A est diagonalisable

3. On suppose m = 2. Calculer A¥ pour tout k € N.

Revenons a m = 2.

1 0 1
La matrice A est donnée par A= —1 2 1 | dont les valeurs propres sont 1 et 2.
0 0 2
1
= Nous connaissons le sous-espace propre Fy dont une base est donnée par w4 = (0] et
1
N 0
i=(1
0
= Il nous faut, maintenant, chercher 1’espace propre E; pour la valeur propre 1.
x T
Al y | =1\ vy | setraduit, avec m = 2, par :
z z
r+z=
—zrz+2y+z= y <:>{ =0
2= 2 —rtytz= 0
L’espace propre associé a la valeur propre 1 est alors By = {(z,z,0) avec z € R}. Une base
1
de F; est donc le vecteur v=11
0

. —
La famille de vecteurs {7, j ,7} forme une base de R3.
Si f est un endomorphisme de matrice A dans la base canonique, la matrice de f sera, dans

1 0 0 1 0 1
la base {7,?,7}, D=0 2 0] etnousaurons A=PDPltouP=|[1 1 0] et
0 0 2 0 0 1
1 0 -1
donc P7'=(-1 1 1
0 0 1
1 0
Et, pour tout n € N, nous aurons A" = PD"P~ltouD"=(0 2" 0
0o o0 27
= D’ol, nous trouvons, par calculs :
1 0 2r-1
A= 1-2" 2" 2"—1
0 0 2n
Exercice 25 :
a b c
Poura € C, b e C et c € C des nombres complexes, on pose M (a,b,c)=1| ¢ a b | et J=MY(0,1,0).
b ¢ a
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1. Exprimer M (a,b,c) en fonction de Ids, J et J>

Un calcul simple montre que J? = M (0,0,1) et que J* = M (1,0,0) = Id3 et, trés simplement,
nous avons :

M (a,b,c) = aM (1,0,0) + bM (0,1,0) + cM (0,0,1) = alds + bJ + cJ?
Ce qui nous simplifie le calcul entre 2 matrices du méme type :
M (a,b,c) x M (', V', ) = M (aa’ + bc’ + cb',ab’ + ba’ + ec’,ac’ + bb' + ca’)

2. Démontrer que J est diagonalisable, et donner ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

= Le polynéme caractéristique est donné par :

-X 1 0
P X)=|0 -X 1 :—X'_OX IX‘—F‘jX (1)‘ =1-X3
1 0 -X
P; admet 3 racines complexes distinctes 1, j et j2.
La matrice J est donc diagonalisable dans C
= Recherche des vecteurs propres de valeur propre 1
x
Si | y | est un tel vecteur, il devra alors vérifier :
z
y=
z= Yy <= zr=y=z
= z
L’espace propre E; est donc Eq ={z(1,1,1) ou z € C}
= Recherche des vecteurs propres de valeur propre j
x
Si | y | est un tel vecteur, il devra alors vérifier :
z
y= gz .
z= Jy <<= zxr=jYy=jz2
T= jz
L’espace propre E; est donc E; = {y (j%,1,j) oy € C}
= Pour terminer, recherchons des vecteurs propres de valeur propre j2
x
Si | y | est un tel vecteur, il devra alors vérifier :
z
y= j’ ,
z= Py =a=j2=jy
_ jQZ
L’espace propre Iz est donc Ej2 = {z (j, 1,j2) ou z € (C}
3. En déduire que M (a,b, c) est diagonalisable, et donner ses valeurs propres.
1 0 0
Comme nous savons que J est semblable a la matrice diagonale D = | 0 5 0 |, il existe des
0 0 42

matrices P et P! telles que J = PDP~1.
Nous aurons alors J? = PD2P~1
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De l'identité M (a,b, c) = alds + bJ + cJ?, nous tirons :

M (a,b,¢) = alds + bJ + ¢J?> = aPP~'+bPDP~! 4+ ¢cPD2P~!
= P (ald3 +bD + ¢D?) P!

a+b+c 0 0
En posant A = alds + bD + ¢D?, nous avons A = 0 a+ bj + cj? 0
0 0 a+bj?+cj
Ainsi, la matrice M (a, b, c) est diagonalisable, et ses valeurs propres sont a + b+ ¢, a + bj + cj2,

a+bj%+cj.
Vous prendrez bien encore un petit verre ?
1. J est, en fait, une matrice de permutation. Expliquons nous :

- = =
Si ¥ est un endomorphisme de F, de matrice, dans la base canonique { 1,75,k }, J, nous
avons :
-7 -\ = -
E(z): k E(j): i E(kz): J

On peut remarquer que 32 = Id; et que I’ensemble {Idg, X, 22} forme un groupe pour la
composition de applications

2. Utiliser l'exercice précédent pour déterminer toutes les matrices M (a,b,c) telles que
M (a,b,c) x M (a,b,c) =1ds

Exercice 26 :

3 2 1
1. Soit B = —1 0 —1 | calculer B?, B3, puis montrer que B> = 4B? — 4B
1 0 1

Les calculs matriciels sont évidents. Nous avons :

8 6 2 20 16 4
B2=| -4 -2 -2 et B3=|-12 -8 —4
4 2 2 12 8 4

Une vérification simple montre que B3 = 4B — 4B

2. En déduire vecteurs propres et valeurs propres de B

Si z € E est vecteur propre de B de valeur propre A, alors, pour tout n;nN, nous avons B™ (z) =
A"z et done B? (z) = Nz et (4B* —4B) (z) = (4\* — 4\) z.

Comme x # 6>7 nous avons A% = 4A\% — 4\ <= A3 —4X2 44X = 0 <= A (A —2)°
Les valeurs propres de B sont donc 0 et 2

Exercice 27 :
Soit E un K-espace vectoriel .
1. Soit f € L (E) un endomorphisme nilpotent. Démontrer que la seule valeur propre de f est 0

Si f € L (E) est un endomorphisme nilpotent, alors il existe un entier k tel que f* = Og
Maintenant, si A est une valeur propre associée & 2’ non nul, alors : f (z) = A\Z et donc f* (z) =
N = ﬁ; comme 7 #* ﬁ, nous en déduisons A =0

2. Réciproquement, démontrer que si f € L (E) a toutes ses valeurs propres nulles, alors f est nilpotent

Réciproquement, supposons que A soit une valeur propre non nulle associée au vecteur propre ?,
et que f soit nilpotent.

Alors pour tout entier n € N | f™ (z) = A7 est non nul et donc f n’est pas nilpotent.
Contradiction et donc f est nilpotent
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Exercice 28 :

1. E est un C-espace vectoriel de dimension n et f : E +— E un endomorphisme de E tel que f? = f.
Quelles sont les valeurs propres de f 7
Soit € E un vecteur propre non nul de valeur propre \; alors f2 (z) = f (z) <= A2z = Az, et
- 2 5 T
comme x # 0, nous avons \* = A, c'est adire \=1et A=0
Les 2 valeurs propres de fsont A=1et A=0
Rien d’étonnant a cela puisque f est un projecteur

2. Trouver toutes les matrices de My (C) telles que A2 = A

Nous revenons a la question précédente ol nous avons les valeurs propres de A qui sont 0 et 1.
Ainsi, toute matrice A € My (C) telle que A2 = A sera semblable & une matrice de la forme

0 0 1 0 0 0 1 0
D1—<0 1)0uD2—<0 O)ou(’)g—<0 0)0uId2—<0 1)

b

d) € GL; (C), c’est a dire telle que ad — be # 0 telle que

. . a
Il existera donc une matrice P = (c

A=PD{P ' ouA=PDyP!
Par calculs, nous trouvons 2 types de matrices :

) B 1 —bc —bd
> LepremlertypeAl—m<ac ad) aveca € C,beC,ceCetdeCetad—bc#0
. 1 ad  bd ’
> Le premier type A = avec toujours a € C, b€ C,c € Cet d € C et
ad — be \—ac —bc

ad —bc # 0

Les seules matrices semblables & Oy ou Ids sont elles-mémes ; donc peu intéressantes.

12.8.3 Approfondissements

Exercice 29 :

a+b 0 a
Montrer que la matrice A = 0 b a est semblable a une matrice triangulaire
a 0 a+b

On discutera suivant les valeurs de a et de b

Nous allons commencer par quelques < bricolages >

b 0 0
1. Sia =0, alors la matrice A devient A= 0 b 0 | =blds et alors A™ = b"1d3.
0 0 b

Remarquons que si b = 0, alors A est la matrice nulle et A™ = O,,.
Dans notre cas, A est semblable & une matrice diagonale (En fait, une matrice d’homthétie)

a 0 a 1 01
2. Sia # 0etb=0, alors la matrice A devient A = |0 0 a| =a|0 0 1| = ald ou
a 0 a 1 01
1 0 1
U=10 0 1
1 01

Nous aurons donc A" = a™U"™

Adonnons nous a de nouveaux bricolages

> Pour n = 2, par calculs, nous avons Y2 =

N =N
o O O
N =N

4 0 4
Pourn=3,cest > =2 0 2
4 0 4
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2n—1 0 2n—1
> Par récurrence sur n € N, nous avons Y = | 2772 0 272
2n71 0 2n71

an2n71 0 ananl
Et donc, A” =a™U" = | a™2"2 0 @272
an2n—1 0 an2n—1
Nous n’avons pas montré qu’elle était semblable a une matrice triangulaire.

Et maintenant, < jouons sérieux > en supposant a # 0 et b # 0
Nous allons tenter de trigonaliser la matrice A.

1. Recherchons donc le polynéme caractéristique de A

a+b—X 0 a
Pa(X) = det (A — XId3) = 0 b— X a
a 0 a+b—X
b—X a 0 a
= =51, a+b—X‘+ab—X a

a+b—X)"(b—X)+al-a(— X)]
X (b-X)—a*(b-X)
b—X)[(a+b—X)—a][(a+b—X) + a
b—X)*(2a+b-X)

I
o~~~ o~
IS
+
S8
|

P, a donc 2 racines : 'une x1 = b laquelle est une racine double, et 'autre x5 = 2a + b qui est
une racine simple

2. Recherchons, maintenant, les espaces propres associés aux valeurs propres Ay =bet Ay =2a+b
(a) Pour \y =b

x x x
Nous devons trouver des vecteurs | y | telsque A| vy | =b| vy
z z z
Or:
x x (a+b)z+az= bz ar+az= 0
Aly | =b|ly | = by+az= by <— az= 0 @{m—kzi 8
z z ar + (a+b)z= bz ar+az= 0 =

puisque a #0; donc z =z =0et y € R
L’espace propre de valeur propre b est donc de dimension 1 : c’est la droite vectorielle engendrée
par le vecteur j . La matrice A n’est donc pas diagonalisable.
(b) Pour Ao =2a+b
Nous devons, cette fois-ci, résoudre :

(a+b)z4+az= (2a+b)x —ar+az= 0 r— e 0
by+az= (2a+bly << —2ayt+az= 0 <:>{ B 9
az+(a+bz= (2a+b)z axr —az= 0 == A

L’espace propre de valeur propre 2a + b est donc : Eoqip = {y(2,1,2) ot y € R}

2
3. (a) Appelons 7= 1];alors, la famille By = {77 7, ?} est une base de F.
2

j, k. Alors:
()
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— 1 1 —
> Si7:27—|—7+ k‘,alors7=§ —57— k , de telle sorte que :
- - = -
f(k) = ai +aj +(a+0d)k
1 1—
= <§7—§]—k)+a] +(a+b) k
= 2927 4 o%
p Tl
2a+b 0 3
Ainsi, dans la base By, ’endomorphisme f a pour matrice Mg, (f) =T = 0 b 3
0 0 b
2 0 0
> En nous intéressant aux matrices de passage, en posant P = | 1 1 0 |, nous avons
2 0 1

pP1l= et donc A = PTP~1L.

| l\')“l\')\»—l
[
_ o O

0
1
0
¢

La matrice A est donc bien semblable & la matrice T’

Exercice 30 :
Soit A € M,, (C) nilpotente d'indice p
1. Démontrer que A™ = O,,

Si la matrice A € M,, (C) est nilpotente d’indice p, alors la seule valeur propre de A est 0 et Py,
le polynome caractéristique de A est P4 (X) = (—X)". D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton
12.6.15, nous avons P4 (A) = O, c’est a dire (—1)" A" = O,,, et donc A" = O,

2. Calculer det (A + 1d,,)
A étant nilpotente, est semblable a une matrice triangulaire dont tous les termes diagonaux sont

nuls. Donc, (A +1d,) est une matrice triangulaire dont tous les termes diagonaux sont égaux a
1. et nous avons donc det (A +1d,,) =1

3. Soit M € GL,, (C) telle que AM = M A. Calculer det (A + M)
Nous avons A+ M = M (AM~' +1d,,) et donc det (A + M) = det M x det (AM~* +1d,,)

Nous avons aussi AM = MA < AM~! = M~1A et donc (AM_l)p = AP x (M_l)p et donc,
AM~! est nilpotente d’indice p. D’apres la question précédente, det (AM -4 Idn) =1 et donc
det (A+ M) =det M

De Uimportance de la commutativité.

Soit A = (8 é) Nous avons A2 = 0,. A est donc nilpotente d’indice 2.
Soit M = G (;) Nous avons M € GL2 (C), det M =1 et AM # MA.

Ensuite, M + A = (1 1) et donc det (A+ M) =0 # det M

1 1

Exercice 31 :

On considére R® muni de sa base canonique By = { 1,79,k }
Soient f € L (R‘j) etge L (Rd) des endomorphismes de R dont les matrices dans la base canonique sont :

10 0 0 1 1
M=Mg, (f)={0 0 -1 N=Mg, (9)=|-1 1 -1
01 2 1 1 3
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1. Démontrez que f et g commutent

Les ensembles £ (R3) et M3 (R) sont isomorphes et démontrer que fog = go f, c’est démontrer
que MN = NM. Or :

0 1 1
MN=NM-=|-1 1 -3
1 3 5

Donc, MN = NM et donc fog=go f
2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f et g

Exercice classique... et éreintant !!

(a) Recherche des vecteurs propres et valeurs propres de f
= Comme d’habitude, nous allons nous pencher sur le polynéme caractéristique de f.

1-X 0 0

Pp(X)=det(M —XIdz)= | 0 -X -1
0 1 2-X
- a-x 2:1X‘:(1—X)[—X(2—X)+1]
= 1-X)°

f n’a donc qu’une seule valeur propre A = 1, laquelle est une valeur propre triple.
= Recherchons, maintenant un vecteur propre et/ou Iespace propre de valeur propre 1.
Ces vecteurs propres doivent répondre a l'équation f (u) = w, c’est & dire, qu’en termes

x x
matriciel, nous devons avoir M | y | = | vy |, ce qui se traduit en termes de systemes
z z
d’équations par :
r= T —y—z= 0
—z=y <:>{ y+2: g ytz=0
y+22= =z Y a
L’espace propre de valeur propre 1 est le plan d’équation y + z = 0 de base, par exemple
1 0
ur=|(0]etuy=1 -1
0 1

Ce qui nous permet de conclure que f n’est pas diagonalisable

(b) Recherche des vecteurs propres et valeurs propres de g

Itérons!!
= Nous allons nous pencher sur le polynéme caractéristique de g.
—-X 1 1
Py(X)=det(N— XIdg)= |-1 1-X -1
1 1 3—X
_ X‘l—X -1 '+‘1 1 ‘+‘ 1 1‘
1 3—X 1 3—-X 1-X -1
= X[1-X)B-X)+1]+[3-X -1]+[-1—(1-X)]
= —X[X?-4X +4]+[2-X]+X
= X(X-22+@2-X)+(X-2)
= —X(X-2)7?

g a donc 2 valeurs propres dstinctes g = 0, po = 2; po étant une valeur propre double
= Recherchons, maintenant les vecteurs propres de g
* Pour la valeur propre p; =0
Les vecteurs propres doivent répondre & I’équation g (u) = ﬁ, c’est a dire, qu’en termes

T 0
matriciel, nous devons avoir N | y | = | 0 | ; autrement dit, nous recherchons ker g
z 0
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Ces vecteurs propres vérifient alors le systeme d’équations :
y+z= 0

—r+y—z= 0 <:>{
r+y+3z= 0

y+z= 0
r—y+z= 0

y+z= 0

L’espace propre de valeur propre p; = 0 est la droite d’équation { —ytz= 0 de
2

base, par exemple v; = 1 = 2u; — Us
-1

* Pour la valeur propre ps = 2
Les vecteurs propres doivent répondre & I’équation g (u) = 2u, c’est a dire, qu’en termes

T 2x
matriciel, nous devons avoir N | y | = | 2y
z 2z

Ces vecteurs propres vérifient alors le systeme d’équations :

y+z= 2 20 —y—2z= 0

—r+y—z= 2y <= z+y+z= 0 <:>{2x—y—z: 8
rHy+3z= 2z z4y+z= 0 TrytE=
L’espace propre de valeur propre us = 2 est la droite d’équation { 2e—y—z= 0

r4+y+z= 0
0
de base, par exemple vy = 1 = —uy
-1

Ce qui nous permet de conclure que g n’est pas diagonalisable
3. Parmi les sous-espaces vectoriels de R?, invariants par f et g, montrer qu'il en existe un de dimension
1 et un autre de dimension 2. En déduire une base de R3 par rapport & laquelle les matrices de f et g
sont triangulaires.

C’est une question que je trouve assez emberlificotée!!. M’enfin!!
Rappelons les égalités :

(’Ul = 2u; —ug et vg = 7’&1) < (U1 = —v et ug = —v; — 2’02)

= Recherche de sous-espaces vectoriels de R?, invariants par f et g
> Soit F = span ({u;}) le sous-espace vectoriel de R? engendré par u;
Alors, F est stable par f et g. En effet :
fu) =uy et g(ur) =g(—v2) = —g(v2) = =202 = 2wy
> Soit G' = span ({uy, us}) le sous-espace vectoriel de R® engendré par u; et us
Alors, G est stable par f et g. En effet, nous avons déja démontré que f(u1) = wup et
g (u1) = 2us.
Maintenant, f (ug) = ug et g (u2) = g(—v1 — 2v2) = —g (v1) — 29 (v2) = —4ve = 4duy
G = span ({u1,us}) est bien stable par f et g
= Recherche d’une base de R? par rapport & laquelle les matrices de f et g sont triangulaires. Soit

0
k= 0] il est évident que la famille {uy,us, k} forme une base de R?
1
Dans la base canonique, nous avons f (k) = —j + 2k = ug + k et donc Myy, o, 5y (f) =
1 0 0
0 1 1
0 0 1
De méme, dans la base canonique, nous avons g (k) = i — j + 3k = uy + ug + 2k et donc

2 41

M{ul,uz,k} (f) = O 0 1
0 0 2
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Exercice 32 :
3 00
Résoudre dans M3 (R) I'équation X?> = Aot A= |8 4 0
5 0 1

Soit X € M3 (R)
> Si nous avons X2 = A alors, en multipliant & droite, AX = X3 et en multipliant & gauche
XA =X3et donc AX = XA ce qui veut dire que X et A commutent.
> 11 est clair et facile a voir que A admet trois valeurs propres réelles et simples a savoir 1, 3 et 4.
Donc A est diagonalisable dans M3 (R) et les sous-espaces vectoriels propres de A sont des droites
AhAQ et Ag.
Nous avons démontré que si f et u étaient 2 endomorphismes qui commutent et que si F)
était un espace propre de u, alors E) était un sous-espace vectoriel stable par f

Comme X commute avec A, X laisse stable les trois droites propres Aq,As et As.

Ainsi une base de R3 formée de vecteurs propres de A est également une base de vecteurs propres
de X ou encore, si P est une matrice réelle inversible telle que P~ AP soit une matrice diagonale
Dy alors pour la méme matrice P, P~' X P est une matrice diagonale D et donc X = PDP~!.

De plus
+/3 0 0
X?=A<= PD*P'=PDyP ' <<= D*=Dy<==D=( 0 +2 0
0 0 =1
Ce qui fournit 2% = 8 solutions deux & opposées.
1
2 0 0 3 00
Pour P, on peut prendre P= | —16 1 0 | et donc P! = 8 1 0
5 01 50

D’ou nous tirons les valeurs de X.
ev/3 00

En posant €1 = +1, e = +1 et €3 = +1, nous avons D = 0 2e5 0 | et nous avons
0 0 £3
alors :

e1v3 0 0
x = [ —81V3+16e2 2e5 0

2(61\/5—63) 0 &3

Exercice 33 :

On considére C3 [X] le C-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & 3.
Soient A(X)=X*—-1etB(X)=X*—-X, et

{f:(Cg[X] — C3[X]
P s f(P)=R

ot R = f (P) est le reste de la division euclidienne de AP par B.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de Cg [X]
* Soit P € Cg [X] et effectuons la division euclidienne de AP par B :

AP = BQ + R avec ((deg R < deg B) <= (deg R < 3))

Ainsi, si f (P) = R, nous avons f (P) € Cs [X].
* Soit A € C et P € C3[X]. Nous allons étudier f (AP)

AP =BQ+ R<= A(AP) =X(AP) =X(BQ+ R) =B (AQ) + AR
Donc, f(AP) = AR = \f(P)
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* Soient P; € Cg [X] et P, € Cg [X}
Alors AP1 = BQl +R1 et AP2 = BQ2 + R2
Et nous avons f (P;) = Ry et f(Py) = Ry
Maintenant,

A(Py 4 Py) = AP, + AP, = (BQ1 + Ry) + (BQ2 + Ry) = B(Q1 + Q2) + (R1 + Ry)
Nous avons donc f(Py + P;) = (R1 + Ra) = f (P1) + f (P»)

f est donc un endomorphisme de Cs [X]

2. Déterminer ker f et Imf

Pour commencer, nous allons préciser la base canonique de Cg [X].

Cette base est donnée par Can = {eg, e, ea,e3} olt, pour k = 0,---, 3, nous avons ey (X) = Xk
*x Etude de f (eg)
(X' -1 =X"-1=(X"-X)+(X-1)

Et donc f (eg) = —eg + €1
* Etude de f (e1)
X(X'-1)=X"-X=X(X"-X)+ (X*-X)

Et donc f (e1) = —e1 + e
* Etude de f (e2)

XX'-1)=X"-X*=X*(X"-X) + (X* - X?)

Et donc f (e2) = —e2 + €3
* Etude de f (e3)

XX -1)=X"-X°=(X*+1) (X' - X) + (X - X?)

Et donc f (e3) =e1 —e3
Nous obtenons donc la matrice de f dans la base canonique Can

-1 0 0 0
1 -1 0 1
Mean(H)=1 ¢ 1 _1 o
0o 0 1 -1

= Recherche du noyau ker f.
Si P(X)=aX?+bX?+cX +detsi P e kerf, alors les termes a, b, ¢, d doivent vérifier le
systeme d’équations :

—-d= 0
d—cta= 0 < d=0ecta=b=c

c—b= 0

b—a= 0

Ainsi, P € ker f si et seulement si P (X) = a (X? 4+ X? + X) = aX (X —j) (X — j?) avec
aeC

= Recherche de Imf, I'image de f
Comme dimker f =1 et que dim C3 [X] = 4, nous avons dimImf = 3.

Nous pouvons remarquer que f (e3) = —f (e1)—f (e2) et donc Imf = Vect ({f( 0),f(e1), f(e2)})
et, en termes de polynomes, Imf = Vect ({(X 1), (X2 X) ( )})

3. Rechercher les valeurs et vecteurs propres de f

= Recherche des valeurs propres
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Comme a chaque fois, nous allons nous pencher sur le polynéme caractéristique de f :

-1-X 0 0 0
1 —1-X 0 1
Pr(X) = 0 1 -1-X 0
0 0 1 -1-X
-1-X 0 1
= (-1-X)| 1 -1-X 0
0 1 —1-X
~1-X 0 1 —1-X
= (—1—X){(—1—X) ) 1X'+‘0 ) H
(-1-X) [(-1- %)% +1]
(-1-X) [-X? - 3X?% - 3X]
X

(X +1)(X?+3X +3)
= X(X+1)(X —(=1+7)) (X - (=1+5?))
f admet donc 4 valeurs propres et est donc diagonalisable. Ces valeurs propres sont \g = 0,
AM=-1,d=—-14jet A\g=—1+32
= Recherche des vecteurs propres
> Pour la valeurs A\g = 0, c’est la recherche du noyau dont nous avons trouvé une base.

> Pour la valeurs A\; = —1, les coordonnées du vecteur propre devont vérifier
—-d= -—d d= d
d-cta= —c _ )dra= 0 4 4—0 a=—d
c—b= -b c= 0
b—a= -—a b= 0
Ainsi, si P € E_y, alors P (X) =a (X3 —1) aveca e C
> Pour la valeurs Ay = —1 + j, les coordonnées du vecteur propre devont vérifier
~d= (-1+j)d jd= 0
d—c+a= (-14j)c d—jct+a= 0 _ . )
c—b= (=1+4)b — c—jb= 0 <= d=0 c=4b becC a=j
b—a= (-1+j)a b—ja= 0
Ainsi, si P € E_1,j, alors P(X) = b (j2X? + X? 4+ jX) = bX (j°X?+ X + j) avecbe C
> Pour la valeurs A3 = —1 + 52, les coordonnées du vecteur propre devont vérifier
—d= (-1+4j2)d j2d= 0
d—c+a= (-1+j%)¢ d—j’c+a= 0 _ 9 iy
c—b= (—1432)b — c— %= 0 <= d=0 ¢c=4b becC a=jb
b—a= (-14+j%)a b—j%2a= 0

Ainsi, si P € E_y4j2, alors P (X) = b(jX3 + X2 —|—j2X) =bX (jX2 —|—X+j2) avec b € C

Exercice 34 :

Soit A € M,, (C) une matrice carrée d’ordre n.
Montrer que A est nilpotente si et seulement si pour tout k € N avec 1 < k < n, Tr (Ak) =0

1. Supposons A € M,, (C) une matrice carrée d’ordre n nilpotente
Il existe donc p € N* tel que AP = O,
Alors, pour tout k € N avec 1 < k < n, (Ak)p = Ak = (AP)" = (0,)" = 0,
AF est donc nilpotente et Tr (4%) =0

2. Réciproquement, supposons que pour tout k € N avec 1 < k < n, Tr (Ak) =0

Nous allons montrer que toutes les valeurs propres de A sont nulles; le polynéme caractéristique
sera alors (—X)", et en appliquant le théoréme de Cayley-Hamilton 12.6.15, nous aurons :

Py(A)=(=X)"=(-1)"A" =0,
Donc A™ = O,, et A est donc nilpotente.
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= Soient A1, ..., A, les n valeurs propres de A, alors, par hypotheses Tr (A) =X +---+ X, =0

M 0O - 0
0 X -+ 0
= A est donc semblable a une matrice diagonale D = . ) )
0 - 0 M\,
Ao o0
0 X5 - 0
= Et donc, AF est semblable & une matrice diagonale Dk = \ ) . et nous
0 0 A\

avons alors
Tr (AF) =M+ M+ + 2 =0
= Nous sommes devant le systeme :

M+X+-+A,= 0
M+MN++X2=0

AP AD 4 A= 0

Qui n’a rien d’évident a étre résolu!!

= Nous allons le résoudre en faisant uns récurrence sur n € N*. La propriété P (n) étant définie
par :

Etant donnés n complexes A1, Aa, -, A, tels que :
AM+X+ 4+ = 0
M+XN+-+A2= 0

P(n)
AT+A+--+A0 = 0
Alors \i =X g ==X, =0
* C’est trivialement vrai pour n =1
* Supposons P (n) vraie
* Démontrons que P (n + 1) est vraie
Soient donc A1, Ag, -+, Apt1 m + 1 nombres complexes tels que :
n+1
- o
i=1
)\1+)\2+"'+)\n+1: 0 n+1
M4+XN++X =0 =0
. . — i=1
ntl oy oymoy ntl _ P
M AN+ A = 0 o
Sar= o
i=1

n+1
Considérons le polynéme @ (X) = J] (X — Ag); alors, pour tout 1 <i<n+1, Q(N\) =0
k=1
n+1
et de @ (\;) = 0, nous tirons tres facilement Z Q(N)=0
i=1
Ecrivons @ sous forme développée Q (X) = X" +a, X"+ -+ a1 X + ag et

n+1 n+1
ZQ(AZ) = Z (A;LJFI Fap A+ Far ) +a0)
i=1 i=1
ntl n+l n+1
= ZA;L-H+anz)\?+"'+alz>\i+na0
i=1 i=1 i=1
= nag=20
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Et donc ag = 0; ce qui veut dire que Q (X) = X" +a, X" +---+a; X et donc que 0 est
racine de Q.

Ce qui veut dire qu’il existe ig € N* et 1 < igp < n+ 1 tel que \;; =0.

Quitte a réordonner, nous pouvons supposer A\,+1 = 0 et le systéme initial nous fournit
alors un nouveau systeme :

M+X 4+ = 0

PN+ A= 0

Par hypothese de récurrence, nous en déduisions que A\; = Ay = --- = A, = 0, c’est a dire,
finalement, Ay =X =--- =X, =Ap41 =0

Avec ce raisonnement par récurrence, le résultat est établi.

Les valeurs propre de A sont donc toutes nulles et la matrice A est donc nilpotente.

12.8.4 Miscelleanous

Exercice 35 :

Soit N € M,, (K) une matrice nilpotente.
Montrer que la matrice 1d,, — N est inversible et exprimer son inverse en fonction de N.

Soit p I'indice de nilpotence de N, c’est a dire tel que NP = O,,.

Considérons P € C[X] tel que P(X)=1— XP.

En utilisant le polynéme matriciel, nous avons P (N) = Id,, — N? = 1d,,.
OrP(X)=1-XP=(1-X)(1+X+X?+---+ XP~!) et donc, en termes de polyndmes matriciels

P(N)=1d, = (Id, — N) (Idn—|—N+N2+...+Np—1)
Ce qui montre bien que Id,, — N est inversible et d’inverse

(Id, — N)"' =1d, + N+ N2 4 ..+ NP1

Exercice 36 :

Cet exercice s’intéresse aur matrices stochastiques
Soit A € My, (R) telle que A = (a;;)1<i<n, et pourtout 1 < i <netl<j<n 0<a;<1et

1<ysn
n

Zai_j =1

Jj=1

1. Montrer que 1 est une valeur propre de A.

1
Soit U € R"* tel que U = | :
1
> ai
1 i=1 1
Alors AU=A| : | = : =|:
1 1

o
D _ng
j=1
Nous avons donc AU = U et 1 est donc valeur propre de A

2. Soit \ une valeur propre de A. Montrer que |\| < 1.
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T
Soit A € R une valeur propre de A et X = un vecteur propre de A.

T
n
De l'identité AX = AX, nous tirons pour chaque 7 tel que 1 < i < n, Ax; = Z ai jT;.
j=1

En passant a la valeur absolue, nous avons :

ai,j |7

n
Mg = Y aijwy) <
1 1

n
Jj= Jj=
Soit jo tel que |z;,| = max {|z;| ou 1 < j < n}; cet indice jy existe et de plus, comme X # 0,
|£L’j0‘ > 0.

Alors, pour tout 1 <i<n

n

n
Azi| <Y aig ol < ai gl = il <
j=1 j=1

En particulier lorsque 7 = jo

|>‘$jo| < |l’j0‘ — |>‘| |33j0| < ‘-Tj0| = |>‘| <1

Exercice 37 :

On s’intéresse en fait, dans cet exercice, a l’endomorphisme dans M, (R) qui, a une matrice M fait
correspondre son produit @y (M) = UM par une matrice U. Sans le dire, mais en le faisant, cet exercice
tente de faire le lien entre les valeurs propres de U et celles de ®yy. Un exemple pratique est proposé en
fin d’exercice en dimension 2

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E. On désigne par ¢,
I'application de L (E) dans L (E) définie par

1. Soit v une valeur propre de u et d la dimension du sous-espace propre E,, de valeur propre .. Montrer
que « est une valeur propre de ¢, et caractériser les vecteurs propres de p, associés a «. Quelle est
la dimension du sous-espace propre de L (E) associé a la valeur propre a7

Soit o € K une valeur propre de u
> Si « est valeur propre de ¢, et f € L(E) un vecteur propre de ¢, de valeur propre «, alors

ou (f) =af. Or:
uof=af<=uof—af =0« (u—aldg)o f =Of

De l'identité (u — aldg) o f = Og, on peut déduire que Imf C ker (u — aldg)
> Si « est valeur propre de u, alors, E,, l'espace propre de valeur propre « est tel que F, =
ker (u — aldg)

> Supposons que dim E, = d et {ej,...,eq} une base de E,, complétée par une famille de
vecteurs {eg41,...,en}, de telle sorte que la famille {ey,...,eq, €441, -.,€,} forme une base
de F.
Soit f € L(F) telle que :
d
* Pour 1 <i<d, f(e) = Zaw-ej avec a;; € K
j=1
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*Pourd—i—lgign,f(ei)zﬁ>

Imf C E, et il existe donc des endomorphismes f de E, non nuls tels que Imf C ker (u — oldg)
> Pour tout « € E, f (x) € ker (u — aldg), c’est a dire

(u—oldp) [f (2)] = 0 <= ulf (@)] = a[f (2)] <= ¢u (/) (2) = (af) (1) <= @u () = af

> L’espace propre de ¢, de valeur propre « est donc ’ensemble des applications linéaires de F
dans E,, c’est a dire L (E, E,).
On démontre facilement que £ (E, E,,) est un sous-espace vectoriel de £ (E) de dimension nd

2. Montrer que si u est diagonalisable, alors p, est diagonalisable.

> Soient ay, ..., q, les valeurs propres de 'endomorphisme u de E et E,,, ..., Eq, les différents
espaces propres associés. Nous appelons d; = dim E,,

p
> u étant diagonalisable, nous avons dy +dg + - +d; +---+d, =net E= @ E,,
i=1

> Pour chacune des valeurs propres «;, ¢, admet un espace propre L (E, E,,) qui a pour dimen-
sion d;n.

P
Soit F = @ L (E, E,,) qui est la somme directe des espaces propres de .
i=1

K2

Nous avons dim F' = Zdimﬁ (E,E,,;) = ani =n? =dimL(E)
i=1 i=1
Donc F = L (F) et ¢, est diagonalisable.

3. Dans cette question, on suppose que EJ = R? et on considére I'endomorphisme u de R? dont la matrice

\ . 1 4
par rapport a la base canonique est 11

(a) Calculer les valeurs propres et trouver des vecteurs propres de u ; montrer que u est diagonalisable.

Question tout ce qu’il y a de plus classique!!
= Recherchons les valeurs propres :

1-X 4 2
Pu(X):‘ 1 1fX’:(1_X> —4=(X-3)(X+1)
Les valeurs propres sont donc oy = —1 et agy = 3
= Recherche des espaces propres
* Pour a; = —1, les vecteurs (Z) vérifient :
r+4dy= —=x {2x—|—4y: 0
2 =
{ ciy= —y T zqoy= 0 I 0

_2> avec \ € R}

L’espace propre E_1 est donc F_1 = {)\ ( 1

X . T\ .
* De la méme maniere, pour as = 3, les vecteurs (y) vérifient :

r+4y= 3z {—2x+4y: 0 o
{ rty= 3y <= -2 = 0 = z—-2y=0

L’espace propre E_3 est donc F_3 = {)\ (?) avec A € R}

1 4

1 1) est donc

Les vecteurs (_12> et (?) forment une base de R2 et la matrice U = (

diagonalisable.

(b) . étant définie comme 3 la question 1, écrire la matrice de ¢, relativement a une base conve-
nablement choisie de L (RQ). Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de ,,. Montrer
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que @, est diagonalisable et retrouver ainsi par le calcul direct le résultat de 2 appliqué a ce cas
particulier.

Cette question comporte plusieurs volets!!

Tout d’abord, pour nous simplifier la vie, nous allons confondre matrice de My (R) et endo-
morphisme. Ainsi, I’endomorphisme de R? défini par

(ouit@) — L@
fo— ou(f)=uof

sera, en raison de I'isomorphisme entre £ (R?) et Ms (R) sera remplacé par :

{@U;MQ(R) — My (R)
M — &y (M)=UM

= La base canonique de My (R) est donnée par :

1 0 0 1 0 0 0 0
BOZ{AU:(O 0) A“:(o 0> A“:(l 0> A“:(o 1)}

Donner la matrice de ®;; dans la base canonique, c’est rechercher ® (4; ;) =U x 4, ;

1 4 1 0 1 0
* Py (Al,l) =Ux Al,l <~ (1 1) X (0 O) = (1 0) = A171 +A271

1 4 0 1 0 1
*@U(A1’2):UXA1,2<:><1 1>><<0 0):(0 1

1 4 0 0 4 0
* Pyr (A271) =U x A271 — (1 1) X <1 O) = <1 0> = 4A1’1 +A2,1

1 4 0 0 0 4
*(I)U(A272)=UXA272<:>(1 1>X<0 1):(0 1

Et donc, la matrice de ®,, dans la base By est donnée par :

MBO ((I)U) =

O~ O
= o = O
O~ O B
— O s O

= Le polynéme caractéristique de ®,, est donné par :

1-X 0 4 0
0 1-X 0 4
Py, (X) = 1 0 1-X 0
0 1 0 1-X
1-X 0 4 0 4 0
= 1-X)| 0 1-X 0 |+/11-X 0 4
1 0 1-X 1 0 1-X
+ Premiers calculs
1-X 0 4
1-Xx)] 0 1-X 0 |= (1—X)(1—X)‘1_1X 1_4X
1 0 1-X
= (1-X)?[1-x)*-4]
* Second calcul
0 4 0
1-X 0 4 4’1_1)( 1_4)(‘4[(1)()24]
1 0 1-X
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N . 2 2 2 . 2 2 2
Dot Py, (X) = (1 - X)? [(1 - X)? —4] -4 [(1 - X)? — 4] = [0 - X)* = 4] = (P, (X))
Les valeurs propres de & sont donc —1 et 3 et elles sont doubles

= Recherche des espaces propres.

La recherche des espaces propres est classique. Pour la valeur propre a; = —1, nous devons
T
avoir, pour un endomorphisme M = ?
3
Ty
T +4r3 = —11 2x1 +4x3= 0
To+4xy = —x9 209 +4z4 = 0 {x1+2x3: 0
r1+x3= —x3 1+ 2x3= 0 To+2x4= 0
Tog+Ty= —I4 To+2r4= 0

L’espace propre est donc un espace de dimension 2 engendré par les endomorphismes M
et M2
Les coordonnées de M7 sont :

-2
M,y = (1) =-2A11+ 421 = <_12 8)
0
Et les coordonnées de M :
0
M, = _02 = 2412+ Az = (8 _12)
1

On démontrerait, de la méme maniere que I’espace propre de valeur propre 3 est engendré

par les matrices
2 0 0 2
M3 = (1 O) et M3 = (0 1)

La famille de matrices { My, My, M3, My} est une base de My (R) dans laquelle la matrice de
®y; est diagonale.
Exercice 38 :

Dans tout ce probléme ['entier n est supérieur ou égal 3 1 (c'est a diren € N*) et E est un C-espace vectoriel
de dimension n.
Une application u de E dans lui méme est dite semi-linéaire si elle posséde la propriété suivante :

(Vo € E) (Vy € E) (u(z +y) = u(z) +u(y))

(Vz € E) (Va € C) (u(ax) = au(x))

Le nombre complexe @ est le nombre complexe conjugué de a.
Un nombre complexe i € C est une valeur co-propre de I'application semi-linéaire u s'il existe un vecteur
x € E différent de O tel que la relation ci-dessous soit vérifiée :

u(z) = px

Le vecteur x est un vecteur co-propre associé a la valeur co-propre
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Premieére partie

Le but de cette partie est d'étudier, pour une application semi-linéaire u donnée, les valeurs et vecteurs
co-propres.

1. Premiéres propriétés.
Soit u une application semi-linéaire du C-espace vectoriel E.

(a) Démontrer qu'étant donné un vecteur x # 0, appartenant au C-espace vectoriel E, il existe au
plus un nombre complexe 1 € C tel que la relation u (x) = px ait lieu.

Comme toujours, soient p1 € C et pus € C 2 nombres complexes tels que u(z) = uiz et
w(x) = pox. Alors :

u(z) = e = pox <= (g — 1)z =0
Comme x # 0, nous avons alors us — p1 = 0, c’est a dire us = 1
Ce que nous voulions

(b) Démontrer que, si le nombre complexe i est une valeur co-propre de I'application semi-linéaire
u, alors, pour tout réel §, le nombre complexe e’ est encore valeur co-propre de I'application
semi-linéaire u. Exprimer un vecteur co-propre associé & la valeur co-propre e*® en fonction d’un
vecteur co-propre x associé a la valeur co-propre et du réel 6

Soit # € R et z € E tel que u (z) = px
> Alors, u (e_igx) = eifu(z) = €% pa.
Or, '8z = ey (e*i%z)
> Ainsi, le vecteur e~i3 7 est un vecteur co-propre de u associé & la valeur co-propre pe®
(c) Etant donnée une valeur co-propre 1 de I'application semi-linéaire u, soit E,, I'ensemble des vecteurs

x € E qui vérifient la relation u (x) = px, c'est a dire :

E, ={z € E tels que u(x) = px}

> Est-ce que I'ensemble E,, est un C-espace vectoriel ?

La réponse est NON
* Tout d’abord K|, est stable par addition.
Soient x € B, et y € F,, alors, x +y € E,,. En effet :

u(z+y)=u(@)+uly) =pe+py=plr+y)
* Mais I, n’est pas stable par la multiplication par un scalaire
Soient z € E, et a € C. Alors :
u(ax) = au (z) = p(az) # p(ax)
Et donc ax ¢ E,

Prenons par exemple £ = C qui est considéré comme un C-espace vectoriel .
Et soit v : C — C telle que u (z) = Z. u est clairement semi-linéaire.

Recherchons des co-valeurs propres et des co-vecteurs propres, c’est a dire des vec-
teurs z € C, z # 0, et des scalaires p € C tels que u (2) = pz, c’est a dire tels que
Z = pz. Or, en posant z = x + iy :

Z=pz<=ax—ty=p(r+iy) <z =pux et 2uy =0

C’est a dire u =1 et y = 0; c’estr a dire, dans notre cas, £1 = R et R n’est pas un
C-espace vectoriel puisque non stable par la multiplication par un scalaire complexe.
> Est-ce que I'ensemble E,, est un R-espace vectoriel ?

Oui, c’est un R-espace vectoriel .
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* Nous avons démontré que F,, était stable par addition.
* Et E, est stable par la multiplication par un scalaire réel
Soient z € E, et a € R. Alors :

u(ax) = au (x) = au (x) = p(ax)

Et donc ax € E, lorsque a € R

(d) Etant données deux applications semi-linéaires u et v , démontrer la linéarité de I'application
composée 1 0 v

Cette question ne pose pas de difficultés.
Soient x € B,y € E,a € Cet be C. Alors :

wow(ar+by) = ulo(ar +by) = ulo(ar) +v(by) )
= wfaw (@) + b0 )] = ufao @) +u o )
= Gu o (@) + bulv(y)
= aufo ()] + bulo(y)) = auov () + buow (y)

u o v est bien linéaire.
Plus généralement, il est possible de démontrer que si u : F — FE est semi-linéaire et v :
FE — F, linéaire, alors v o u et u o v sont semi-linéaires.

Si E = C" (Il faut faire remarquer que tout K-espace vectoriel de dimension finie est
isomorphe a C™ ; donc, toutes les considérations que nous faisons, ici, sur un C-espace
vectoriel E de dimension finie, nous les faisons, en fait, sur C") et u : C* — C",
définissons w : C* — C" par :

{ w:Cr — C"
Il est facile de démontrer que si u est semi-linéaire, alors w est linéaire.

> Démontrer que pour tout z € C” et tout y € C™, w(x +y) = u (z)+u (y) est évident
> Soit A € Cet x € C™; alors :

u(Az) = u(Az) = M (x) = M (x) = \u (x)

2. Matrice associée a une application semi-linéaire

Soit u une application semi-linéaire du C-espace vectoriel E de dimension finie n.; soit {e;;1 < i < n}
une base du C-espace vectoriel E. A un vecteur z € E de coordonnées (x1,22,...,%,) est associée
T
x2
la matrice colonne X =

In

(a) Démontrer qu'a une application semi-linéaire w : E — E est associée dans la base {e;;1 <1< n}
de E une matrice A € M,, (C) telle que la relation y = u (x) s'écrive : Y = AX
(La matrice-colonne X est la matrice complexe conjuguée de la matrice-colonne X )

= Bricolons un peu pour commencer. Intéressons nous & C?, C-espace vectoriel de dimension
2.
Soit u : C> — C? une application semi-linéaire. La base canonique de C? est donnée par
{e1;€2} ot e3 = (1,0) et ex = (0, 1).
Nous avons u (e1) = aey + beg et u(ez) = ce; +des aveca € C, b€ C,ce Cet d € C.

Appelons Z = zje1 + z2e5 ou, en écriture matricielle Z = (Zl> Si Z' = w(Z) nous aurons

Z/
#- (9
2

%)
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Alors :

7' =u(Z) =u(z1e1 + z0€2) = u(z1€1) + u(22€2)
z1u (e1) + Zau (e2) = Z1 (aey + bes) + z3 (cer + dea)
= (Z1a+ Zzc) eq + (Z1b + Z2d) e2

Identité que nous pouvons traduire par :

(D)-06 2E)-C9E)-6 )2
2b) 7 \b d)\z/)  \b d/\z/) \b d
= Apres le bricolage, passons a la généralisation

Soit u : E — E une application semi-linéaire. Une base de E est donnée par {e1;ea;...;e,}

n
Nous avons, pour tout j € N* tel que 1 < j < n, u(e;) = Zaijei avec a;; € C.

i=1
2z
n 29
Soit Z € F tel que Z = szek. Nous avons, en écriture matricielle, Z = . . Si
k=1 :
Zn
2
/
22
7' = u(Z) nous aurons Z' = .
Zn
Alors :
n n n
Z'=u(Z)=u (szek> = Zu(zkek) =Y Zru(eg)
k=1 k=1 k=1

B

n n n
= ZK E a;xe; | = E ZKQik | €;
1 =1 =1 k=1

n

De telle sorte que nous avons z, = E ZRik

el
Il

k=1
Si nous posons comme matrice A € M,, (C) A = (air)1<i<n, DOUS avons :
1<k<n
p _
21 Z1 Z1
2h Za 2
=A =A =AZ
) _
2, Zn Zn

Nous avons bien le résultat demandé.

(b) Soient A € M,, (C) et B € M,, (C) les matrices associées a une méme application semi-linéaire
u: E — E dans les bases B, = {e;;1 <i < n} et By ={fi;1 <i<n} respectivement. Soit S
la matrice de passage de la base {e;;1 <i < n} ala base {f;;1 <i<n}.Démontrer la relation
B=SxAxS1ol siS= (Si,j)lgign alors S = (W)léign

1<j<n 1<j<n
= S étant la matrice de passage de la base B. = {e;;1 <@ < n}alabase By = {f;;1 <i < n},
c’est a dire, en reprenant les notations de Lo, S = Mp, 5, (Idg), les colonnes de la matrice
S sont composées des coordonnées des vecteurs {e;; 1 < i < n} dans la base B Iz
25
75
C’est & dire que si € F est un vecteur de E de coordonnées dans la base B, X, =

Sh o
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[ RN

et Xy = . dans la base By, nous avons :

X;=8X, = X, =5""'X;

Oous!= Mg, 8. (Idg) est la matrice de passage de la base By dans la base B,
= Pour tout = € E, la relation y = u (z) s’écrit matriciellement Y, = AX,.
En utilisant les matrices de passage, nous avons :

V. =AX, <= S YV; =Ax S IX; =Ax S IxX; <=V =Sx =Ax S 1 x Xy
Par définition, nous avons Yy = BX7f et donc
BX;=S5xAxS1xX;

Ceci étant vrai pour tout x € F, nous avons donc B =5 x A x S~

3. Etant donnée une matrice carrée A € M,, (C), complexe, d'ordre n, le vecteur X, différent de 0,(X #
0) est un vecteur co-propre de la matrice carrée A, associée a la valeur co-propre i, si le vecteur X' et
le nombre complexe . Vérifient la relation matricielle : AX = pX.

Soit A € My (C) la matrice d'ordre 2 : A = ((1) Bl)

a .
Rechercher les valeurs co-propres i et les vecteurs co-propres X = associés.

b

Soit X = (Z) un vecteur co-propre de A de valeur co-propre p

Alors, par calcul matriciel, nous avons : —b = pa et @ = pub.

De —b = pa, nous tirons b = —fi x @ d’ot1 nous tirons :
a=pb<=a=—|y’a

Il est tres tentant de simplifier, maintenant par a, sauf qu’il faut s’assurer que @ # 0.
Or,a=0<«=a=0etsia=0,alors de 'identité —b = pa, nous tirons b = 0, c’est & dire X = 0,
ce qui est exclu.

Donc,a #0eta=— \,u|26 — |u|2 = —1, ce qui est impossible.

0 -1 .
1 0 ) n’admet pas de valeur co-propre, ni de vecteur co-propre.

4. Correspondance entre les valeurs co-propres de la matrice A € M,, (C) et les valeurs propres
de la matrice AA

SoitA € M,, (C)

(a) Démontrer que si le scalaire u est une valeur co-propre de la matrice A, le nombre réel | /J‘Q est
une valeur propre de la matrice AA

Ainsi, la matrice A = (

Soit donc s une valeur co-propre de A de vecteur co-propre X # 0; donc AX = uX.
En prenant la conjugaison, nous avons : AX = uX <= AX =X
En multipliant par la matrice A, nous obtenons :

AX =X < AAX = AuX = pAX = auX = |M\2X

Et donc AAX = |u)® X.

Ainsi, si le scalaire p est une valeur co-propre de la matrice A, le nombre réel | ,u|2 est une
valeur propre de la matrice AA
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(b)

Soit \ une valeur propre réelle positive ou nulle A\ € RT de la matrice AA et X un vecteur propre
associé, c'est a dire AAX = \X.
Démontrer que le réel /X est une valeur co-propre de la matrice A

B — Supposons les vecteurs A.X et X liés

Il existe donc k € C, k # 0 tel que A.X = kX et effectivement, k est une valeur co-propre
de A et, d’apres la question précédente, |l<:|2 est une valeur propre de la matrice AA.
Donc, de AAX = AX = |k|> X, et comme X # 0, nous avons A = |k|” et donc VX = |k| et
si 0 est un argument de k, nous avons k = v/Ae'.
Comme k est une valeur co-propre de A, d’apres une question précédente, ke
aussi, c’est & dire que V') est une valeur co-propre de A

B — Supposons les vecteurs AX et X non colinéaires
Soit Y = aAX + bX ; du fait de la non colinéarité de AX et X, Y = 0 si et seulement si
a=0b=0. Alors :

—i9 en est une

Y =aAX +bX <= AY = gAAX + bAX

Alors, de AAX = AX, nous tirons AY = aAX +bAX. B

Nous avons AY = VY, si et seulement si GAX + bAX = aVIAX + b\@X .

De l'indépendance des vecteurs AX et X, nous déduisons a\ = bV X et b= av'x

Nous avons ainsi AY = aAX + aVAAX.Sia=1,alorsa=1et Y = AX + VAX est tel

que AY =Y
En déduire que pour que le réel positif ou nul p soit valeur co-propre de la matrice A, il faut et il
suffit que le réel 1 soit valeur propre de la matrice AA

C’est une conséquence des questions précédentes :
> Si le scalaire p est une valeur co-propre de la matrice A alors le nombre réel | M\Q = 2 est
une valeur propre de la matrice AA
> Réciproquement, si x? une valeur propre de la matrice AA alors le réel \//? = i est une
valeur co-propre de la matrice A
Nous venons donc de montrer ’équivalence demandée

Etant donné un réel m € R, soit A,, la matrice définie par la relation :

m —1
Amz<1 0)

Déterminer les valeurs co-propres réelles positives de A,, (discuter selon les valeurs de m).

Pour que p > 0 soit une valeur co-propre de A,,, il faut et il suffit que /g soit valeur propre
de A, A, = A2,

2
-1 R e .
Or, par calcul, A2, = <m m ) et le polynome caractéristique de A2, est donné par

m2—1—-X —m
m -1 -

X‘:XQ—(m2—2)X+1

Le discriminant de ce polynéme est A = m? (m2 — 4).

> Sim =0, alors A =0etalors Py2 = X?+2X +1=(X+ 1)%. =1 est donc racine double
et valeur propre double qui, négative, n’entre pas dans notre probléme.

_01). Elle est diagonale.

> Maintenant, si m? > 4 <= |m| > 2, alors A > 0 et P42 admet une ou 2 racines.
* Si|m| =2, alors Pp> = X?-2X +1= (X — 1)%. Alors A2, admet une valeur propre
double 42 = 1 et donc A,, admet une co-valeur propre p = 1

-1
Nous pouvons remarquer qu’alors A2, = ( 0

On peut remarquer que si m = 2, alors A2 = (3 _2) et si m = —2, alors A2, =

2 _1
( )
—2 _1 ’

L’une est donc la transposée de I'autre
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x Si [m| > 2, alors P2 admet 2 racines réelles :

2_2 2 2 _ 4 2_2_ 2 2 _ 4
PO R T T A L T T

1
X,
De |m| > 2, on déduit m? > 4 > 2 et donc X; > 0 et donc X5 > 0

224 /m2(m?—4
w2 )

Comme X7 X X9 = 1, nous avons Xy =

Dans ce cas, A,, admet comme valeurs co-propres iy = \/

1
H2 = —
H1

5. Cas d’une matrice triangulaire supérieure

Dans cette question la matrice A € M,, (C) est une matrice triangulaire supérieure (les éléments situés
en-dessous de la diagonale principale sont nuls).

(a)

Démontrer que si A\ est une valeur propre de la matrice A, alors, pour tout réel 0, le nombre
complexe \e'? est une valeur co-propre de la matrice A.

Soit A une valeur propre de la matrice A.

Nous pouvons écrire A = || €'® ol ¢ est un argument de \ € C.

Ainsi, d’apres la question 1-b, si nous démontrons que |A| est valeur co-propre de A, alors
|\| € sera aussi valeur co-propre de A, c’est & dire que A sera valeur co-propre de A et pour
tout 6 € R, nous aurons aussi Ae’? valeur co-propre de A.

Maintenant, |\| sera valeur co-propre de A si et seulement si |/\\2 sera valeur propre de AA
A étant diagonale, A l'est aussi.

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux et les coefficients
diagonaux d’un produit de matrices triangulaires supérieures sont les produits des coefficients
diagonaux de chacune de ces matrices.

Ainsi, si \ est valeur propre de A, X et A sont des éléments diagonaux respectivement de A et
A et le produit A x A = |A|* est un élément diagonal de la matrice triangulaire AA.

Donc, |)\|2 est un vecteur propre de AA

Ainsi, A est valeur co-propre de A et donc, pour tout réel 6, le nombre complexe \e*? est une
valeur co-propre de la matrice A.

Démontrer que si |1 est une valeur co-propre de la matrice A, alors il existe un réel 6 tel que le
nombre complexe e’ soit valeur propre de la matrice A.

Soit p une valeur co-propre de A.
Nous avons p = |p]e'® ot ¢ est Pargument de p. Ainsi, pue™® est aussi une valeur co-propre
de A. Comme pe™ = |u|, on conclue que |u| est donc aussi une valeur co-propre de A
Et donc |p|* est une valeur propre de AA.
Comme les valeurs propres de AA (elle est triangulaire) sont les |aj)j\2, il existe jo € N avec
. 2 2
1< jo < ntel que Jaj, jo|™ = |ul” <= laj, jo| = Iul
Ayant deux nombres complexes de mémes modules, ils different seulement par leurs arguments
modulo 27 (éventuellement arbitraires si les nombres sont nuls) et nous avons donc aj, j, =
Nez@
Donc pe' figure sur la diagonale de A, c’en est donc une valeur propre.
En résumé :

Soit A triangulaire.
% Si X est valeur propre de A alors \e?? est une valeur co-propre de la matrice A pour
tout réel 6
% Réciproquement, si p est valeur co-propre de A, il existe § € R tel que pue’ soit
valeur propre de la matrice A
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(c) Soit A € M5 (C) la matrice définie par A = (6 })

Démontrer que le réel 1 est valeur co-propre de cette matrice et déterminer un vecteur X co-propre
associé.

Nous pouvons remarquer qu’ici, A = i = e'Z est valeur propre double, et donc, d’apres le
< résumé > précédent, e 'T = €'Z x e~ 'Z est une valeur co-propre de la matrice A, c’est &
dire que 1 est une valeur co-propre de A.

Nous devons alors résoudre AX = X.

Posons X = (a +ib

ot z'd) aveca € R, b e R, ce R et d e R; alors, nous devons avoir :

= i 1\ (a—ib\ (a+ib
AX‘*X¢:>Q)i)<c—uD‘*(c+u»

Ce qui donne le systeme

{ia+b+c—id: a+ib <:>{(b+c—a)+i(a—d—b): 0
c+id= ic+d c—d+i(d—c)= 0

En identifiant partie réelle et partie imaginaire de la seconde ligne, nous avons d = ¢ et en
reportant dans la premiére équation, nous obtenons

(b+c—a)+i(la—c—b)=0<=a=b+c

b+c+ib

Le vecteur X = ( e+ ic

) est donc un vecteur co-propre de A avec la valeur co-propre 1.

6. Une caractérisation des valeurs co-propres
Soit A une matrice carrée complexe d'ordre n, c'est a dire A € M,, (C); soient B € M,, (R) et
C € M,, (R) les matrices réelles définies par la relation suivante A = B + iC'.
Démontrer que le nombre complexe 1 est valeur co-propre de la matrice A si et seulement si le nombre
réel || est une valeur propre de la matrice D, carrée, réelle d'ordre 2n c'est a dire D € Mo, (R),
B C )
C -B
Soit p = a + ib valeur co-propre de A (avec a € R et b € R) et soit X =Y + iZ un vecteur
co-propre associé (avecY et Z wvecteurs réels)

définie par blocs par la relation suivante : D = (

Analytiquement, comme A = B + iC, nous avons :

AX = pX <= (B+iC)X = (a+ib) X
— (B4+iO)(Y+iZ)=(a+1ib) (Y +iZ) < (B+iC)(Y —iZ) = (a+1ib) (Y +iZ)
< BY —iBZ+iCY+CZ =aY +iaZ +ibY —bZ
<— (BY+CZ)+i(CY —BZ)=(aY —bZ)+i(aZ +bY)
Si 6 est I'un des arguments de p, nous avons u = |u|e? et, d’apres 1.b |u| = pe™% est encore une
valeur co-propre, on peut donc appliquer les identités précédentes avec a = |u| et b = 0; ce qui
donne comme :

BY +CZ = |u|Y

wy+cm+mefBzy4mY+MmZ¢¢{CY_BZ:|MZ

Ce qui peut étre traduit par :
B C Y Y Y Y
c _p)\z) =W\, =Dl,)=lull{,

Y
Et donc < Z) est un vecteur propre de D pour la valeur propre |u|
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. . o Yy |
Réciproquement, si || est valeur propre de D, alors il existe un vecteur propre ( ) réel tel que

A
D <)Z/) = |y <)Z/) et nous avons alors le systeme :

{ BY+CZ= |pY
CY -BZ= |2

Et si nous avons le systéeme précédent, alors (B +iC) (Y —iZ) = |u| (Y +iZ), c’est & dire AX =
|| X et |u| est donc valeur co-propre de la matrice A, donc p aussi.

Seconde partie

Soient A et B deux matrices carrées complexes d'ordre n (c'est a dire A € M,, (C) et B € M,, (C)), s'il
existe une matrice carrée complexe S d'ordre n inversible (c'est a dire S € GL,, (C)) telle que la relation

=1 . . .

B = SAS ~ soit vérifiée, les deux matrices A et B sont dites co-semblables.

Si une matrice A est co-semblable a une matrice diagonale, la matrice A est dite co-diagonalisable.
Le but de cette partie est de rechercher a quelles conditions une matrice est co-diagonalisable.

1. Une relation d’équivalence :
Etant données deux matrices carrées complexes A et B d’ordre n, ces matrices sont dites satisfaire la
relation = si et seulement si ces deux matrices sont co-semblables, c’est a dire :

A=B < (35 € GL, (C)) (B =545 ")

Démontrer que la relation = est une relation d'équivalence dans M,, (C), I'ensemble des matrices
carrées complexes d’ordre n.
e — Elle est réflexive .
En effet, soit A € M,, (C). Alors, A = Id,, x A x1d,, et il est clair que (Idn) = (Idn)f1 =1d,,.
Il existe donc S € GL,, (C) et S =1d,, tel que A = SAS .
La relation = est donc réflexive

e — Elle est symétrique
Soient A € M, (C) et B € M, (C) 2 matrices telles que A = B, c’est a dire qu’il existe

S € GL, (C) telle que la relation B = SAS ™" soit vérifice.
Avons nous B= A7

B=SAS <= BS—=SA4<= S 'BS=A

Avons nous S = F_l ou, autre forme de la question, avons nous (g)_l =5-17
Et bien oui!!
Nous partons du fait que SS~! =1d,, et donc SS-! =1d,, = Id,,.
Or S5 1 =75 x 5T =1d,, et donc (§) ' =51
Il existe donc S € GL,, (C) et nous avons X = S~ tel que A = XBX ' et donc B = Ajla
relation est donc symétrique
e — Elle est transitive
Soient A € M,, (C), Be M, (C) et C € M,, (C) telsque A=B et B=C
* Comme A = B, il existe S € GL,, (C) telle que la relation B = SAS

x De méme, de B = C, il existe T € GL,, (C) telle que la relation C = TBT
* Alors, nous avons :

1

1

C= T(545 )T :(TS) (5~

= (TS A(STTT) = ( S)*l):(TS)A(TS)

X Tﬁl) = (TS) A (F X F)

—1

Et nous avons donc A = C'; la relation = est donc transitive
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La relation = est donc une relation d’équivalence sur M, (C), 'ensemble des matrices carrées
complexes d’ordre n

2. Indépendance des vecteurs co-propres :
Soit A € M,, (C) une matrice carrée complexe d'ordre n ; soient X1, Xo, ..., Xy, k vecteurs co-propres
de la matrice A associés a des valeurs co-propres ji1, [io, . .., [k, 'entier k étant inférieur ou égal a
I'entier n (k < n).
— Démontrer que, si les valeurs co-propres i, pourp =1,2,...,k ont des modules différents les uns
des autres, c'est a dire que si p # q, alors |u,| # |pgl, alors la famille {X1, Xo, ..., Xy} est libre.

Soient p1, pa, - - -, ik, k valeurs co-propres de A, de vecteurs co-propres correspondants X1, X, ...
s : . . o 2 2 2

D’apres la question 4 de la partie 1, les réels positifs |p1|™, 2], ..., [px|” sont des valeurs

propres de la matrice AA, de vecteurs propres respectifs X1, Xo,..., X}.

D’apres le cours (théoreme 12.2.6), comme les modules des valeurs co-propres sont distincts 2
a2 (ie. sip # g, alors |up| # |iql), les vecteurs propres sont donc linéairement indépendants.

— En déduire que, si la matrice AA a n valeurs propres Ap avec p = 1,...,n, positives ou nulles,
c’est a dire telles que A\, > 0, distinctes les unes des autres, c'est a dire que sip # q, alors \, # Ag,
alors la matrice A est co-diagonalisable.

Supposons que la matrice AA ait n valeurs propres Ap avec p = 1,...,n, positives ou nulles et
distinctes.

Alors, d’apres la question 4 de la premiére partie, \/X; est valeur co-propre de A, de vecteur
co-propres respectifs Xy, Xo, ..., X,.

Comme p # ¢ = A, # )4, DOUS avons aussi p # ¢ = \/E =+ \/E et donc les vecteurs
X1, Xs, ..., X, sont linéairement indépendants et forment donc une base de F.

Et, pour tout p, nous avons AX,, = \/EXP.

Appelons u application semi-linéaire de matrice A dans la base canonique By.

oY 0 0

Si D € M, (C) la matrice D = 0 v
: .0
D est donc une matrice diagonale; c’est la matrice de v dans la base X1, Xo,...,X,, formée

de co-vecteurs propres.
Si S € GL, (C) est la matrice de passage de la base By & la base X, Xo,..., X,,, d’apres la

question 3 de la partie 1, nous avons S = SD (?)71
La matrice A est donc co-diagonalisable.

3. Quelques propriétés :
(a) Soit S € GL,, (C) une matrice carrée complexe d'ordre n inversible; soit A la matrice définie par
la relation A = S xS . Calculer la matrice produit A x A

11 suffit de calculer :
AxA= SxS§ 'x8Sx5 '=8x5 "xGTx§!
= Sx(g_lxg)><S*1:S><Idn><5*1:S><S*1
— 1,

Dans ce cas, nous avons donc A x A =1Id,,, c’est a dire A = A~!

(b) > Soit A € M,, (C) une matrice carrée complexe d'ordre n telle que A x A =1d,,.
Démontrer qu'il existe au moins un réel 0y tel que la matrice S (6y) définie par la relation

S (0y) = A—e 14,

soit inversible.

> Premiere remarque :A est inversible et A=! = A et donc A € GL,, (C)
> Seconde remarque : Si A admet des valeurs propres, ces valeurs propres sont en nombre
fini. et A € C est valeur propre si et seulement si la matrice A — Ald,, n’est pas inversible
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