ANNEXE A

L’exponentielle des matrices

VOICI UN EXPOSE QUI EST A LA LIMITE DES COURS DE Ly ET DE L3. C’EST UN TITRE DE LECON
D’AGREGATION. VOICI DONC UN EXPOSE QUI POURRAIT ETRE UTILE DANS LA PREPARATION DU
CONCOURS DE L’AGREGATION

A.1 Généralités

A.1.1 Introduction

1. Nous considérons connues les notions de norme dans un K-espace vectoriel , d’espace normé, de
distance et d’espace métrique, notions vues dans le chapitre 1

2. Un espace de Banach est un K-espace vectoriel normé et complet pour cette norme, c’est a dire
que les suites de Cauchy y convergent

A.1.2 Définition

Soit £ un espace de Banach et (uy), .y une suite d'éléments de E.

ne
La série de terme général u,, est dite normalement convergente si la série E |lun|| est convergente.
neN

Remarque 1 :

11 faut remarquer que g lun || est une série numérique & termes positifs
neN

A.1.3 Théoréme

Soit I/ un espace de Banach et (u,), .y une suite d'éléments de E telle que la série de terme général u,, soit

normalement convergente.
Z Up || < Z [|etn]|-

neN neN

n

Alors, la série E u,, est convergente (c'est a dire que lirf E u, existe) et

n—-+00
neN p=0

Démonstration

Nous admettons ce théoreme

Exemple 1 :

Nous considérons C° ([0; 1], C) I'espace des fonctions continues sur le fermé borné [0; 1] & valeurs dans C.
Etant continues sur le compact [0; 1], elles y sont bornées, c’est & dire qu’il existe My > 0 tel que, pour
tout z € [0;1] , nous avons |f (z)| < My

= 1l est tres facile de montrer que C° ([0;1],C) est un C-espace vectoriel
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Chapitre A L’exponentielle des matrices A.1 Généralités

= Nous définissons, sur C° ([0;1],C) une norme : || f|| = sup |f (z)]
z€[0;1]

Il est tres facile de démontrer que ce que nous venons de définir est une norme souvent appelée
norme de la convergence uniforme

= Enfin, I'espace C°([0;1],C) est un espace complet : cela tient & ce que la limite d'une suite
uniformément convergente de fonctions continues est continue (Revoir le cours de Ly)
= Soit (up),cy une suite d’éléments de C°([0;1],C). Dire que la série Z u, est normalement
n;nN
convergente, c’est dire qu’il existe une série numérique a termes positifs Z en (avec donc e, >0

n;nN

pour tout n € N) telle que pour tout n € N et tout x € [0; 1] nous ayions :
lun ()] < en

Dans notre cas, il suffit de prendre €,, = ||u,|| = sup |u, ()|
z€[0;1]

A.1.4 Applications linéaires continues

Soient (E, ||e|| ;) et (F,||®||z), 2 K-espaces vectoriels normés, tous deux sur le méme corps K
Soit f: F — F une application linéaire .
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en tout point x € E
2. [ est continue a I'origine O
3. ||f (z)||  est bornée sur la boule unité de E : {x € E tel que ||z||; < 1}

Démonstration

Avant de commencer la démonstration, il faut faire remarquer que, f étant linéaire, f (0g) = Op

1. 11 est completement évident que si f est continue en tout point x € F, alors f est, en particulier,
continue a l'origine O

2. Supposons, maintenant que f est continue a l’origine Og

[ étant continue & l'origine Og, alors pour ¢ = 1, il existe 7 > 0 tel que si |z||; < r, alors
If @l <e=1

Soit y € E tel que ||y|| 5 < 1.

Alors ||ryl| g =7 ||yl g < 7 et donc || f (ry)|| < 1. Or, f (ry) =rf (y) et donc

IFolle =7If e <= IIf@lp <

S|

f est donc bornée sur la boule unité de FE

3. Supposons que || f (x)| z soit bornée sur la boule unité de £

Nous allons démontrer que f est continue en tout point de E
Si ||f (x)||p est bornée sur la boule unité de E, il existe M > 0 tel que, pour tout z € FE,
oy < 1= 1 (@)l < M.
= Démontrons que, pour tout z € F, ||f (2)||p < M|z 5
Soit x € E
> C’est vrai pour = O puisque f (0g) =0
> Siz # 0p, alors |z|| 5 > 0.

Posons y = W; alors ||y||z =1 et donc || f (v)|| < M. Or,
Tl
T 1
1wl <= |1 ()| < 15 @)l < M = I @)l < M
Izl g/ 1l 7 ]l 5
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Chapitre A L’exponentielle des matrices A.1 Généralités

Ce que nous voulions
= Démontrons que f est continue en tout point de F
Soit a € F; montrons que f est continue en a.
> Remarquons, tout d’abord, que f (z) — f (a) = f (z — a) et que donc :

I (@) = fa)llp =1 (z = a)llp < M|z —allp

> Soit € > 0. . .
11 existe donc r = i tel que, pour tout « € E, si ||z — al|z < i alors ||f (z) — f(a)|p <
€
Mx — =
M-
f est donc continue en a

Nous venons donc de démontrer ’équivalence des 3 propositions

Remarque 2 :

1. Nous venons aussi de démontrer que, f est une application linéaire continue, si et seulement si,
pour tout z € E et tout y € E, ||f () — f (y)||p < M ||z —yl|g; ceci montre qu’une application
linéaire continue est uniformément continue et lipschizienne.

2. Nous venons aussi de démontrer que, f est une application linéaire continue, si et seulement si, il
existe K > 0 tel que pour tout € E || f (2)]|p < M ||z|

A.1.5 Norme d’une application linéaire continue

Soient (E, ||e|| ;) et (F,||®||z), 2 K-espaces vectoriels normés, tous deux sur le méme corps K
Soit f: E — F une application linéaire continue
Nous considérons les nombres suivants :

@l
b ()= =0 s

2. a2 (f)= sup |f(2)|p

lzllz=1

3. a3(f)= sup ||f(2)|z

llzll g <t
4. ay(f) =inf A ot A= {c> 0 tel que pour tout z € E, || f (z)||p < cllz| 5}

Ces 4 nombres sont égaux (nous avons ay (f) = a2 (f) = as(f) = as(f)). Leur valeur commune est
la norme de f notée | f||

Démonstration
1. Soit & € E tel que x # 0 alors =1 et donc
1S ()l 1 x
£ = f@|\ =\
=l ]| F Mg/ Il g

Ainsi, < ag (f) et en particulier en passant a la borne supérieure,

F

(i,

a1 (f) < a2 (f)

2. Tl est évident que as (f) < as (f)

3. Démontrons que as (f) = a4 (f)
C’est a dire que a3 (f) est le plus petit ¢ > 0 tel que || f (2)||p < c||z| g
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= Montrons que, pour tout z € E, ||f (2)||» < a3 (f) ||zl 5
Tout d’abord, et par définition, si ||z|| 5 < 1 alors || f (z)||r < asz (f).

=1 et donc
E

Soit x € E avec x # O, alors

()

Comme f (0g) = Op, I'inégalité || f (2)]|» < as (f) ||z||z est donc vraie pour tout z € E
= Montrons, maintenant que a3 (f) est le plus petit élément ¢ > 0 tel que ||f (z)|r <
cl|z| g, c’est a dire que a3 (f) = a4 (f)
Soit ¢ > 0 tel que, pour tout z € E, || f (z)||» < cl|z||z-
Alors, pour tout z € E tel que ||z||z < 1, ||f (2)||p <cllz]p <c
En particulier pour la borne supérieure nous avons sup || f (2)||z < ¢, ce qui veut dire que

1

<az(f) &=

F ]l

1

If @)lp < as (f) == I @)]p <as (f) 2] g

=l g <1
s If (@)l p = aa (f) et que donc ag (f) = a4 (f)
|| <1
_ IS (@)l p
4. Comme aj (f) = sup , pour tout « € E avec x # Og, nous avons
z#0p Hx”E
fx
L < ar (1) = 1 @ < 01 ()l
E

Comme f (0g) = O, nous avons donc, pour tout z € E, ||f ()| < a1 (f) |z]| g, ce qui montre
que a1 (f) € A et que donc a4 (f) < a1 (f)

Nous avons donc obtenu aq (f) < as (f) < as (f) = a4 (f) < a1 (f); dou

a1 (f) = a2 (f) = a3 (f) = as (f)

Ce que nous voulions

Remarque 3 :

1. Remarquons donc que || f|| est le plus petit élément de A et que donc, il faut retenir que :

Pour toute application linéaire continue f : F — F et tout x € E, nous avons :

If @)lle < I > 2l

2. Tl ne faut pas s’empécher de démontrer que ce sont des normes!! (cf l’exercice qui suit la remarque)
3. Soient (E, ||e||z) et (F,||o| ), 2 K-espaces vectoriels normés, tous deux sur le méme corps K Soit
f: E — F une application linéaire continue.

La norme ||f|| = sup |[|f(2)]r s’appelle norme induite de f par ||e||; et ||o]| »
llzll p <1

Exercice 1 :

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels normés et L. (E, F') ensemble des applications linéaires conti-

nues sur F vers F. Pour f € L. (E,F), on pose ||f|| = sup |[|f(z)]p-
lzll <1

Démontrer que ceci définit une norme sur L. (E, F')

A.1.6 Proposition

Soient (E, ||o|| ), (F.|/e]/) et (G,]||e||5) 3 K-espaces vectoriels normés, tous trois sur le méme corps K
Soient f: E — F et g: ' — G 2 applications linéaires continues
Alors, g o f est continue (c'est a dire go f € L. (E,G)) et |lgo fIl < llgll x |f]l
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Démonstration

= Tout d’abord, la composée de 2 applications linéaires est une application linéaire et donc go f est
une application linéaire .
De méme, la composée de 2 applications continues est aussi continue et donc g o f est aussi
continue.
Donc, go f € L. (E,G)

= Maintenant, soit x € E. Alors :

lg o f@)lle=Illglf @lle <lgl>If @l <lgll >[I <l g

Alnsi, pour tout z € E, [lgo f ()|l < [lgll x [LF]] < [[=]| -
Or, ||g o f|| est le plus petit nombre & > 0 tel que ||go f (z)| s <k X |||z Dot :

lg o fII < llgll < [I£1]

Remarque 4 :

Si (E, | e||5) est un espace de Banach, ||e||, est appelée norme d’Algebre si, pour tout v € E et tout
vEE, [olguvullg x vlg

A.1.7 Théoreme

Dans un K-espace vectoriel E' de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration

Nous admettons ce théoréme

Remarque 5 :

1. L’équivalence des normes a déja été définie en 1.2.6

2. Soient F un K-espace vectoriel , N7 et Ay deux normes sur E.
N1 et Ns sont équivalentes si et seulement si Idg : (E,N7) — (E,N3) et Ildg : (E,N2) —
(E,N1) sont continues.
Rappelons que Idg est une application linéaire .
= Supposons que Idg : (E,N7) — (E,N3) et Idg : (E,N3) — (E,N7) sont continues.
> Sildg : (F,N1) — (E,N3) est une application continue.
Alors, pour tout & € E, il existe k > 0 tel que

> De la méme maniere, si Idg : (E,N2) — (E,N7) est continue, il existe &’ > 0 tel
que

Ce qui est donc la définition de normes équivalentes.
= Réciproquement, il est facile de démontrer que si N7 et N, sont équivalentes alors
Idg : (E,N1) — (E,N2) et Idg : (E,N2) — (E,N7) sont continues.

A.1.8 Théoreme

Soient E et F, 2 K-espaces vectoriels normés, tous deux sur le méme corps K, le K-espace vectoriel E
étant de dimension finie
Alors, toute application linéaire f : E — F est continue
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Démonstration

E étant de dimension finie admet donc une base {e, - ,e,}.

Alors, pour tout = € E, f(x (Z Ai el> = Z)‘if (e;) et donc :
i=1

1 (@)l p < ZI/\IIIf el p

Appelons M = sup | f (e;)| . alors :

1<ign

1f (@)l p < MZIAI

n

Or, Pexpression N (z) = E |A;| est une norme sur E, et de I’équivalence des normes dans un K-espace
i=1

vectoriel de dimension finie, nous pouvons écrire

1F @)lp < Mzllg

Ce qui montre que f est une application linéaire continue.

Remarque 6 :

Si E et F sont 2 K-espaces vectoriels de dimension finie, admettons dim £ = m et dim F = n, alors,
Pespace L. (E, F') des applications linéaires continues de E dans F est isomorphe & I’espace des matrices
M, (K) et nous avons donc dim L. (E,F) =m x n

A.1.9 Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel normé et f € L. (E)

f‘n
Alors, la série E ~ est normalement convergente
n!
neN
On note exp f sa somme (qui est un endomorphisme de E)

Démonstration
L. D'aprés A.1.6, nous avons ||f2]| = [|fo fl| < [I£1°, et donc, plus généralement, en faisant une
récurrence sur n € N, || f™|| < || f]l
n
2. Nous avons alors < w
n!

fI" f"
La série numérique & termes positifs E w est convergente et donc la série E ~ est norma-

n!
neN neN
lement convergente

Exemple 2

En particulier, si O € L. (E) est 'endomorphisme nul, nous avons exp O = Idg

A.1.10 Proposition

Soient E un K-espace vectoriel normé, f € L. (E) et g € L. (E) 2 endomorphismes continus qui commutent,
c'est a dire que fog=go f
Alors exp (f + g) = (exp f) o (expg) = (expg) o (exp f)
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Démonstration

“+o0 n
Nous avons exp (f + g) = Z M

n!
n=0

n
n
f et g commutant, on peut utiliser le binéme de Newton : (f + g)" Z ( )f"_kgk et donc

k=0
(f+g B nek b n fn—k gk
n! n'z U _I;)(n—k)!xk!
Et, en présentant sous forme de tableau, nous avons une présentation de exp (f + g)
n=1|f+yg
7 &7
n= *‘*‘fogﬁ‘?
N ¢ g
n=23 y—&-ﬁog—kfo?—i—?
M~ g ¢ 4
n=4 E+§ g+§o§+f gﬁ‘ﬁ
fn fnfl fn72 92 fn 3 93 gn T gn
o T e T ity Tty T oy T

Et donc exp (f +g) = Z <Z >expf><expg

A.1.11 Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel normé, f € L. (E) un endomorphisme continu.
Alors exp f est un élément inversible de L. (E)

Démonstration

Soit f € L. (E)

Alors, nous avons f — f = O et donc exp (f — f) = exp (Og) = Idg et donc, d’apres la proposition
précédente, exp (f — f) = exp (f) cexp (—f) = Idg.

Ce qui montre que exp f est inversible et d’inverse exp (—f)

A.1.12 Quelques questions
Exercice 2 :

Il existe des applications linéaires qui ne sont pas continues
On appelle I! (N) I'espace des suites sommables, c’est & dire :

I'(N) = {A = (an)pey OU an € Ret Z lan| < +oo}

neN

On définit dans {* (N) la norme suivante : || A = sup|a,|.
neN
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On construit application @ : (I' (N),|[e]| ) — (R, ]|e]) par :
(PN, [lolle) — (R,]e])
A= (an)pey — @

=D_an
neN

1. Il faut montrer que ® est une application linéaire

2. Soit (Sn), ey une suite d’éléments de I* (N) définie par S, = (Tn,p) ey O :

1
Tpp=—sip<netxz,,=0sip=n

n
(a) Calculer ||S, ||, (b) Calculer @ (S,,)

Qu’en déduire ?

Exercice 3 :

1. C([0;1],R) est le R-espace vectoriel des fonctions continues définies sur lintervalle [0;1] et &
valeurs dans R. Nous y définissons les normes

||f|1/0 F O] dtet £, = /Of(t)l2

(a) L’application linéaire T' : (C ([0;1],R);||e|l;) —> (C([0;1],R);||e||;) définie pour tout f €
C([0;1],R) par T'(f) = f x g ot g € C ([0;1] ,R) est une fonction définie une fois pour toutes
est-elle continue ?

(b) L’application linéaire T' : (C ([0;1],R);|e||,) — (C ([0;1],R);]/e||,) définie pour tout f €
C([0;1],R) par T (f) = f x g o g € C([0;1],R) est une fonction définie une fois pour toutes
est-elle continue ?

2. Dans R [X] le R-espace vectoriel des polynomes & coefficients réels, pour P € R[X] ou P (X) =

g apX®, avec n = deg P, nous définissons les normes
k=0
n

1PlLy = lax| et [Pl =" k!lal

k=0 k=0

(a) L’application linéaire T' : (R [X];|/e| ,) — (R[X];|le|/,) définie pour tout P € R[X] par
T (P) = P’ est-elle continue ?

(b) L’application linéaire T : (R [X]; | e||z) — (R[X];||e||z) définie pour tout P € R[X] par
T (P) = P’ est-elle continue ?

Exercice 4 :

C*> ([0;1],R) est le R-espace vectoriel des fonctions indéfiniment continuement dérivables définies sur
lintervalle [0;1] et & valeurs dans R.

Nous considérons I'application linéaire D définie pour tout f € C* ([0;1],R) par D (f) = f’ ou f’ est la
dérivée premiere de f.

Démontrer que, quelle soit la norme N définie sur C* ([0; 1], R), I'application linéaire D n’est jamais
continue.

Exercice 5 :

Dans R [X] le R-espace vectoriel des polynémes & coefficients réels, que nous munissons de la norme
|IP|l,, = sup |ax| avec n = degP, nous définissons T": (R[X];[|e| ) — (R[X]; | e[/, ) définie pour
IR

tout P € R[X] par T (P) = XP.
Démontrer que T est continue et calculer |||T]|| la norme de T
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Exercice 6 :

M, (R) est de R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans R

On munit M, (R) de la norme N définie pour tout A = (a;;)1<i<n par N (A) = sup Z |lai ;| (on
Jj=1

1<j<n 1<i<n 52
admet qu’il s’agit d’une norme).
Démontrer que Papplication trace Tr : M,, (R) — R est continue, et calculer sa norme.
On rappelle que la trace d’'une matrice est la somme de ses éléments diagonaux

Exercice 7 :

C%([0;1] ,R) est le R-espace vectoriel des fonctions continues définies sur l'intervalle [0;1] et & valeurs
dans R muni de la norme || f|| ., = sup |f ()]
z€[0;1]

C! ([0;1] ,R) est le R-espace vectoriel des fonctions continuement dérivables définies sur I'intervalle [0; 1]
et & valeurs dans R muni de la norme || f|| = || flloo + | /[l

Soit T : C°([0;1],R) — C! ([0; 1], R) définie pour tout f € C° ([0;1],R) par T (f) (z) = /x f (@) de.
0

Il faut montrer que 7' est continue et trouver sa norme

Exercice 8 :

(Cet exercice a de grosses similarités avec le précédent)
Soit C° ([0; 1], R) est le R-espace vectoriel des fonctions continues définies sur l'intervalle [0; 1] et & valeurs

dans R muni de la norme || f||, = sup |f (z)
z€[0;1]

Pour f € C°([0;1],R) , on définit L (f) : [0;1] — R par L (f) (¢) z/ (t+u)f(u) du

0
Il faut démontrer que L est un endomorphisme continu de C° ([0; 1], R) et calculer |||L|||, la norme de L

Exercice 9 :

Soit £ un K-espace vectoriel normé. Soient ||e||; et | o], deux normes sur E.
On note |[e]|,, ; et [[o[,, , les normes subordonnées sur L. (E) associées a ces deux normes.
Démontrer que si [[of|; et |[o[|, sont 2 normes équivalentes, alors ||ef|, et [|o]|, , sont équivalentes.

Exercice 10 :

Soit 1°° (N) est le C-espace vectoriel des suites bornées U = (uy),,cyy muni de la norme [|U|| , = sup |uy]|.
neN

1. Nous définissons 7" : (I1°° (N) , [[e[| ) — (I*°(N), [|e]| ) par T'(U) =V o, si V = (v,,),,cy, alors,
pour tout n € N, v, = upy1 — up
Justifier que T' est continue et calculer sa norme subordonnée.

2. Moyenne de Césaro
Nous définissons C': (I*° (N) , [[e]| ) — (I*° (N),[|e]|.) par C(U) =V oti, si V = (vy,), ¢y, alors,

1
our tout n € N, v, = —— U
p n n+1 ZO: k
Justifier que C' est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 11 :

On considere le R-espace vectoriel R™.
M., (R) est le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n
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Z1
T2 n
1. Soit X = ) € R™. Nous munissons R™ de la norme || X||; = Z |z |-
k=1
Tn

n

Pour A € M,, (R), ot A = (a;,5)1<i<n montrer qu'alors |||Af| = sup Z la;, ;]

1<j<n Igsn ;4
1
T2
2. Soit X = . € R™. Nous munissons R™ de la norme || X| = sup |zl
: RN
Ln
n
Pour A € M,, (R), ot A = (a;;)1<ixn montrer qu’alors |||A||| = sup Z la; ;1
1<jsn \i\”j:1

Exercice 12 :

Nous nous plagons dans C° ([0; 1], R), le R-espace vectoriel des fonctions continues définies sur I'intervalle
[0; 1] et & valeurs dans R que ’on munit de la norme

1£1, = / £ (0] at

Soit ® I’endomorphisme de C° ([0; 1], R) défini par @ (f) (x) = / f@) dt
0

1. Démontrer que ® est continue

2. Pour n € N, on considere la suite (fy),cy d’éléments de C° ([0; 1] ,R) définie pour tout n;nN et
tout = € [0;1] par f, (x) = ne™™*. Calculer || fn[|; et [|® (fn)ll;

3. Quelle est [||D|||, la norme de l'opérateur & ?

Exercice 13 :

Dans C° ([0; 1] ,R) muni de la norme || f|| ., = sup |f (z)|.
z€[0;1]

1
On pose A = {f € CY([0;1],R) telles que f (0) =0 et / f@) dt > 0}. Démontrer que A est une par-
0
tie fermée de C° ([0; 1], R).

Exercice 14 :

(Cet exercice a quelques similarités avec le précédent)
Soit ! (N) le C-espace vectoriel des suites (a,,) de nombres complexes telle que Z |ay| converge.

n=0

neN
On pose, pour A = (an), oy élément de I* (N) [|A]| = Z |an]|
n>=0

1. Démontrer que ||A|| définit une norme sur /! (N)

2. Soit F C I' (N) tel que F = ¢ A = (an), ey € ' (N) tel que Z an =1 p. F est-il ouvert ? fermé ?
n>=0
borné?

Exercice 15 :

Soit (E, ||e]|) un K-espace vectoriel normé et u € L (F). Démontrer que u est continue si et seulement si
{z € E tel que |Ju(z)|| =1} est fermé.
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Exercice 16 :
Soit (E, ||e]|) un R-espace vectoriel normé et soit ® : E — R une forme linéaire non identiquement
nulle.
1. Démontrer que si ¢ est continue, alors le noyau de ® est fermé dans F
2. Réciproquement, on suppose que le noyau de ®, noté H, est fermé. On fixe y € E tel que @ (y) = 1.
b) En déduire qu’il existe p > 0 tel que B (0,p) N &~ ({1}) =0
(c) Démontrer que si x € B (0, p), alors |® (z)| < 1
(d) Conclure

(a) Démontrer que ®~! ({1}) est un ensemble fermé dans F
(

Exercice 17 :

Nous nous plagons, dans cet exercice dans le C-espace vectoriel de dimension finie C,, [X].
Nous considérons, dans cet ensemble, 2 endomorphismes :
= L’endomorphisme de dérivation : D : C,, [X] — C,, [X] ousi P € C,, [X], D(P) = P’ ou P’ est
le polynoéme dérivé de P
= L’endomorphisme T': C,, [X] — C,, [X] ousi P C,, [X], T (P)(X)=P(X +1)
Il faut montrer que exp D =T

Exercice 18 :

Soit v un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie. Etablir que :

ker u = ker (expu — Idg) et Imu = Im (expu — Idg)
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