ANNEXE A

Etude de Sl (Z)

VOICI UN CHAPITRE, TOTALEMENT LIE A UNE LEGON D’AGREGATION. CEPENDANT, IL M’EST IMPOS-
SIBLE DE NE ME LIMITER QU’AUX SEULES LECONS DU CONCOURS QUI, DE TOUTE FAGON, EVOLUENT
CHAQUE ANNEE. JE SOUHAITE TOUJOURS ELARGIR LES PERSPECTIVES.

POUR CE CHAPITRE, J’AI UTILISE LES LEGONS D’AGREGATION REALISEES PAR DES PREPARATIONNAIRES
OU DES COLLEGUES (plus ou moins bien faites); JE ME SUIS SURTOUT INSPIRE DU PAPIER DE KEITH
CONRAD ET D’UN ARTICLE DE LA RMS DE NOVEMBRE-DECEMBRE 1995 (106-iéme année N° 3-4 pp
282-287)

Introduction

= On rappelle que SLy (Z) est ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients dans Z et de
déterminant 1, c’est a dire :

SLy (Z) = {<Z Z) avecan,bGZ,ceZ,deZetad—bc:1}

= SL, (R) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans R et de déterminant 1;
bien entendu SLy (Z) C SLs (R)

= SLy(Z) est & SLa (R), ce que Z est a R

= C’est ’exemple le plus basique de groupe discret non abélien

A.1 Génération du groupe SL, (Z) : étude algébrique

A.1.1 Proposition

SLo (Z) est un groupe non commutatif

Démonstration

La démonstration est simple et élémentaire

1. Tout d’abord SLg (Z) est non vide puisque Ids = (é (f) € SLs (Z)

2. La multiplication est une loi interne : il suffit d’utiliser les déterminants (le déterminant d’un
produit de matrices est le produit des déterminants des matrices)

3. Si A € 8Ly (Z) avec A = (z b), alors A" € SLy (Z) puisque A~ = ( d 7b)

d —c a

. . 0 -1 11
4. Ensuite, si S = (1 0 > et T = (O 1>7 alors

0 -1 1 -1
st (0 D ars- (1)

Nous avons ST # T'S, ce qui montre la non commutativité
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A.1.2 Théoreme

Les matrices S = <(1) _01> et T = <(1) 1) engendrent SLy (Z)

1l semblerait que cette question fasse souvent l’objet d’exercices

Démonstration
1. Pour commencer, remarquons que S? = —Idy, S = —S et donc S* = Id,.
S est un élément d’ordre 4. En particulier, 7! = §3 = —§

De méme, remarquons que 7T~ = ((1) 711)

Les deux points qui suivent sont élémentaires, mais fondamentauz pour la suite de la démonstration,
notamment pour démontrer la génération de SLo (Z)

2. Démontrons que, pour tout n € Z, T" = ((1) 711)

= Démontrons, par une récurrence sur n € N que T" = ((1) ?)
) . . 0 1 0 . 1 1 1
* C’est vrai pour n = 0 puisque T° = Idy = 0 1 et n=1pusque T"- =T = 0 1

* Supposons que pour n € N, T" = <(1) Tf)

1 n o W} 1 n+1
n—+1 n
* Alors, T =T XT*(O 1)><(0 1)~(0 1 )

. . 1
Ce qui montre effectivement que, pour tout n € N, T = (O ?)

= Soit n € Z~, c’est a dire n € Z tel que n < —1.
1l existe alors n’ € N* tel que n = —n/. Alors :

o[ D=6 1))

1
Nous venons donc de montrer que, pour tout n € Z, T" = (O 7;)

3. Pour toute matrice M € My (Z) ot M = (UCL Z), nous avons :

0 -1 a b —c —d n 1 n a b a+nc b+nd
s= () ()= (0 ) =g ) (0 )= (0 ")

4. Nous appelons I (S,T) le sous-groupe de SLy (Z) engendré par S et T.!

Toutes les matrices M € T'(S,T) s’écrivent M = S*1TH1§%2TF2 ... 8% Thr o1 0 < oy < 3 et

Bi € Z.

Nous avons donc I' (S,T) C SLs (Z)

Il faut montrer que I' (S,T) = SL3 (Z) et il nous reste donc a montrer que SLy (Z) C T'(S,T)
5. Montrons que SLy (Z) C T'(S,T)

Soit M € SLg (Z) c’est a dire M = (UCL Z) avec ad —be =1

a b

= Slc:O7alorsM:(O d

) et ad = 1; a et d sont donc inversibles dans Z. Donc

1. Une autre notation possible et souvent utilisée est (S, T")
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DSOita:dzletalorsM:((l) ll))estdutypeM:Tb:SOTb
DSOlta—d——letalorsM—(O 71>——(0 1>——T = 5T

M est donc du type M = S?T~°
Dans ces deux cas, M € T'(S,T)
= Sic#0
> Supposons |a| = |¢|
* Nous effectuons la division euclidienne de a par c.
11 existe donc un unique couple d’entiers (g,7) avec 0 < r < |c| tel que a = cq +r

* La matrice My =T 9IM = (a_cqc b—qd)'

d
_ r b—qd
Comme a — cq = r, nous avons M} =T 9M = . d .
Par construction,nous avons 0 < r < |¢| et donc SM; = (—Tc b :C(l]d>

—c —d

0 b—qd
(—¢)(b—qd) = =bc+ (cq)d= —-bc+ad =1

* Sir =0, alors SM; = ( > et comme SM; € SLy (Z), nous avons

Et donc ) p
1 - \ -1 -
SM, = (O 1 > ou bien SM; = ( 0 _1)
o SiSM; = ((1) zd), alors SM; = T=% et donc ST IM =T~ = M = T9837—1
et donc M € T'(S,T)
<>S'SM—(_1 _d) lors $2 (SM —(1 d)td
i 1= _p) alors ( 1)—0 1) et donc

S3My =T «— S3T~IM =T «— M = TIST*

et donc M € T'(5,T)
* Sir # 0, par la division euclidienne, nous avons 0 < r < |¢| et nous pouvons itérer une
division euclidienne de —c par r, cette fois-ci.
11 existe donc un unique couple d’entiers (g1,71) avec 0 < r; < r tel que —c =17+ 7
avec 0<ry <r
Nous faisons le méme raisonnement que ci-dessus (r; = 0 ou r; # 0)
© Sir; =0 on démontre une nouvelle fois, et de la méme maniere, que M € I' (S, 7))
© Siry # 0, nous itérons le processus
* Nous avons ainsi créé une suite de nombres entiers positifs, décroissante. Il existe
strement un entier p € N (une étape p) pour lequel nous aurons r, = 0.
Nous pourrons ainsi conclure que M € T'(S,T) avec M = S+ TPt ... §Tha o1, pour
tout entier 7 tel que 1 <i<q,0< a5 et B; €Z
> Et maintenant, si |a| < |c|

b\ .
d)’ a gauche, par S et nous avons :

0 —1 a b —c —d
SM*(1 O)X(c d>*<a b)
Nous pouvons alors faire la division euclifienne de a par —c et nous retombons alors dans

le cas étudié ci-dessus. Nous démontrons alors, de la méme maniere que M € I' (S, T)
Nous venons de démontrer que toute matrice M € SLy (Z) et aussi une matrice de I" (S, T).

Nous avons donc SLy (Z) C T'(S,T)

Nous multiplions la matrice M = <CCL

Ainsi, SLs (Z) = T'(S,T) et donc, nous avons bien les matrices S = <(1) Bl> et T = (1 1) qui

engendrent SLy (Z)
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Exemple 1 :

Nous allons expliquer 1’algorithme de décomposition d’une matrice de SLs (Z) en produit de matrices S
et T

19 8
Prenons M = <7 3>

> Nous avons 19 =7 x 2+ 5 et donc T72M = (? g) :d’on ST2M = <_57 _12)
3 1

c A A 2 —2 —
5 2),douS’TST M =

> Ensuite, nous avons —7 = 5 x —2+ 3 et donc T?ST2M = (

& 7)
3 1
> Nous itérons une division euclidienne et avons —5 = 3 x —2+1 et donc T2ST2ST2M =

1 0y . . 9 Qa2 _(—3 —1)
<3 1>,d0uSTSTST M = 1 0

> Enfin —3=1x —3 +0 et donc T35T2ST2ST_2M _ <(1) —01> s
Nous avons alors T3ST2ST2ST—2M = S «—= M = S2T2ST—2ST—2ST3

A.1.3 Proposition

Soient A = (_01 (1)) et B = ((1) _11) Alors, A et B engendrent aussi SLs (Z)

Démonstration

En effet, il suffit de vérifier que AB =T et que A = —S = 53

Remarque 1 :
1. Nous avons aussi A2 = —Idy et B®> = —Idy, donc A% = B3, A* = 1d, et A%2 = B3. SLy (Z) est
donc aussi engendré par 2 matrices d’ordre fini.
2. En fait, nous avons A* =Idy et B® =1d,

3. On peut aussi démontrer que SLy (Z) est engendré par les matrices T' = ((1) }) et U = G (1))

En effet,
Nous avons S = T7UT~1; donc I'(S,T) C T'(U,T), c’est a dire SLy (Z) C T'(U,T) et
comme nous avons I' (U, T) C SLs (Z), nous avons donc SLy (Z) =T (U, T)

A.1.4 Proposition

Soit U : (SLy (Z), x) — (C*, x) un homomorphisme de groupes.
Alors, ImWV est le groupe des racines 12° de I'unité

Démonstration

1. SL2 (Z) est un groupe engendré par A= ( 0 1) et B = (0 _11>

-1 0 1
A est d’ordre 4 et B est d’ordre 6
2. Si ¥ : (SLy(Z),x) — (C*, x) un homomorphisme de groupes alors ¥ (A*) = ¥ (Idz) = 1; de
méme, ¥ (36) =1.
Comme W (A*) = W (A)* =1, ¥ (A) est une racine 4° de 1; de méme ¥ (B) est une racine 6° de
1
3. ImU =T (¥ (A), ¥ (b)) et donc ImP est le sous-groupe des racines 12° de 1
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Remarque 2 :

Une remarque sur 1’ordre des matrices.
Dans le groupe SLs (Z), il existe des matrices qui ont un ordre fini. Par exemples :
> Ids est d’ordre 1 et —Ids est d’ordre 2

> S = ((1) _01) est d’ordre 4 et ST = (

> (ST)* est d’ordre 3
Le théoreme suivant répond a la question : quels sont les ordres des éléments d’ordre fini?

0

1 ’
11 ) est d’ordre 6

A.1.5 Théoreme

Une matrice de SLy (Z) d’ordre fini a pour ordre 1, 2, 3, 4 ou 6

Démonstration

La démonstration de ce résultat, sans étre difficile, prend réellement des chemins tortueux!! Il faut
revenir sur les polynémes matriciels -et les polynomes classiques /- ainsi que la réduction des matrices

Soit donc A € SLy (Z) d’ordre fini n, c’est & dire telle que A" = Ids. Nous souhaitons montrer que
n=1,2,3,4ou 6.

1. De A™ = 1Ids, nous pouvons écrire A™ — Ids = O5 ou O est la matrice carrée nulle d’ordre 2.
Le polynéme X" — 1 est donc un polynéme annulateur de A

2. Ecrivons A = <(Cz b) avec ad — bc = 1.

d
Le polynéme caractéristique de A est donné par :

Pa(X)= det(4- Xy =|"""% P

=X?-(a+d)X+1=X?>—-tr(A) X +1

ou tr (A) est la trace de A
3. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton (voir 13.6.15),P4 (A) = Os, c’est a dire sue

A2—tr(A)A+Id2:OQ

4. A étant annulé par les polynémes X™ — 1 et X2 — tr (A) X + 1, A est aussi annulé par le
pged (X™ —1,X% —tr (A) X +1)
En effet, si Q@ = pged (X" —1,X? —tr(4) X + 1), alors, par le théoreme de Bezout, il
existe 2 polynémes P; € C[X] et P, € C[X] tels que

Q(X) =P (X)(X" - 1)+ P (X) (X" —1)
Ainsi, si A" — Idy = O3 et [A% — tr (A) A + Idy = O, alors Q (A) = Oy

5. Soient A1 et Ao les valeurs propres de A.

Alors, A est semblable & A = (%1 ;) ) et donc A" = PA\"P~! =1dy <= A" =1d,
2

C’est & dire que A1 et Ay sont des racines n-iemes de 1 et tr (A) = A\ + Ag
6. D’autre part, [tr (A)] = |A1 + A2] < |A1] + [A2] = 2.
Donc, de [tr (A)| < 2 et de tr (A) € Z, nous déduisons que nous n’avons qu’un nombre fini de
possibilités.
7. De ci-dessus, nous tirons que tr (A) = £2, tr (A) =+l et tr (4) =0
(a) Premier cas : tr (A) =2
> Alors X2 —tr(A) X +1=X2-2X +1= (X —1)°
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n—1
> X" — 1 a n racines distinctes et nous avons X" —1 = (X — 1) <Z Xk>
k=0

> Le pged de X™ — 1 et (X — 1)2 est donc X — 1 et alors A —Idy = Os, c’est a dire A = Idy
et A est d’ordre 1
(b) Second cas : tr (4) = -2
> Alors X2 —tr(A) X +1=X2+42X +1= (X +1)°
> X™ — 1 a toujours n racines distinctes
% Si n est pair, c’est & dire que X™ —1 = X2 — 1. Alors X = —1 est racine de X" — 1 =
X2k — 1 et alors le pged de X™ — 1 et (X + 1) est donc X 4 1 et donc A + Idy = Oy,
c’est & dire A = —Idy et A est d’ordre 1
% Sin est impair, X" —1 = X?**1 _ 1 et il n’y a pas de racines communes entre X" — 1
et (X + 1)2 ; ce sont des polynoémes premiers entre eux

(¢c) Troisieme cas : tr(4) =1
> Alors X2 —tr(A) X +1=X2- X + 1.
Or, X2 — X + 1 est un facteur de X3 4 1 puisque :

XP+1=(X+1)(X*-X+1)
> En passant aux polyndmes matriciels, nous pouvons écrire :
A +1dy = (A+1dp) (A — A+1dy) = O,

Donc A3 = —Idy et A% =1d,. A est d’ordre 6
> A ne peut pas étre d’ordre 2 puisque

A2 — A+ 1dy = Oy < A% = A —1d,

Nous ne pouvons donc pas avoir A = —Ids, puisque ceci signifierait que A serait d’ordre 2
(d) Quatriéme cas : tr(A) = —1
L’étude de ce cas est semblable au précédent
> Alors X2 —tr(A) X +1= X2+ X + 1.
Or, X% + X + 1 est un facteur de X3 — 1 puisque :

XP-1=(X-1)(X*+X+1)
> En passant aux polyndmes matriciels, nous pouvons écrire :
A® —1Idy = (A—1dy) (A* + A+ 1dp) = Oy

Donc A3 =1ds et A est d’ordre 3
> A ne peut pas étre d’ordre 1 puisque

A2 L A4 Tdy = Oy = A% = —A —1dy

Nous ne pouvons donc pas avoir A = Idy, puisque ceci signifierait que A serait d’ordre 1
(e) Cinquiéme cas : tr(A) =0
Alors X? —tr (A) X +1= X2+ 1.
En passant aux polyndomes matriciels, nous pouvons écrire : A% +1Idy = Oy <= A% = —Id, et
donc A* = Id,, ce qui montre que A est d’ordre 4

Ce que nous voulions

Remarque 3 :

1. Ids est donc la seule matrice de SLy (Z) d’ordre 1
2. La démonstration ci-dessus montre que —Ids est la seule matrice de SLg (Z) d’ordre 2
3. Beaucoup de matrices de GL3 (Z) [et non de SLy (Z)] sont d’ordre 2
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-1
n> sont telles que M2 = Idy et sont

Exemples : Pour n € Z, les matrices M, = ( 0 1

donc d’ordre 2
Remarquons que det M,, = —1 et que M,, ¢ SLy (Z)

4. En nous intéressant a la conjugaison

a) La matrice A = 7] est une matrice d’ordre 4. Toute matrice conjuguée & A est aussi
La matrice A = (] ) d'ordre 4. T A
d’ordre 4
En effet, si X = PAP~!, nous avons X% = PA*P~! = PId,P~! = PP~ ! =1d,
(b) De méme, la matrice B = <_01 D et toutes ses conjuguées sont d’ordre 4

(¢) Les matrices C = G _01) et D= (_01 1) ainsi que leurs conjuguées sont d’ordre 6
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